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Ideea principali: Se studiaza metode de determinare a solutiilor ecuatiilor neliniare cu derivate partiale
ce descriu anumite procese fizice, in special propagarea undelor si a diferitor oscilatii. Se aplica metoda
separarii variabilelor, metoda Lagrange, metoda undei unidimensionale si altele. Se determina solutii pentru
asa ecuatii ca ecuatia lui Rieman, ecuatia sinus-Gordon, ecuatia lui Cortevega de Frize.

Cuvinte cheie: Solutii ale ecuatiilor neliniare cu derivate partiale. Ecuatia lui Rieman, ecuatia sinus-
Gordon, ecuatia lui Cortevega de Frize. Integrald particulara, totald si generala.

Un sir de ecuatii neliniare cu derivate partiale de ordinul intii pot fi studiate aplicind metoda separarii
variabilelor. Sa aplicam aceasta metoda la determinarea solutiilor ecuatiei lui Rieman:

u; +auu, =0 (a > 0 — constanta (1),
Cautam solutiile ei In forma u(x;f) = X(x)1(2). Inlocuind in ecuatia (1) vom obtine, ca
X(x) = —kx/a +Cy; T(t) = —1/(kt + C2). Deaici u(x;t) = (x + c)/(at +d) (2),
unde ¢ §i d sunt constante arbitrare. in cazul ¢ =d =0 obtinem solutia particulard wu(x;1) = x/at.

Expresia (2) se numeste integrala totala a ecuatiei. Pentru a determina integrala generala ce contine
o functie arbitrard, vom aplica metoda Lagrange. Pentru aceasta notam V(x,t,u) = u(at +d) —x —c.

Consideram, ca ¢ = f{d) si addugdm conditia V;+V- f'(d) =0. Atunci solutia generala a ecuatiei

(2) se determina din egalitatile:
u(x;t) = (x +f(d)l(at +d), f'(d) =u,unde d este o functie arbitrara.

Pentru fiecare functie derivabila f{d) determindm functia d si obtinem o integrala particulara a
ecuatiei lui Rieman. De exemplu, dacd f{d) = d’, atunci u = 2d si d se determini din ecuatia pitrati
d* +2atd — x = 0. Pentru f(d) = kd (k — constantd) functia d este arbitrara.

Sa studiem in continuare urmatoarea ecuatie, numitd ecuatia sinus—Gordon:
Uy — @’Uxe= g°sin(u), (a,q — constante) 3)

Vom pune problema de a determina solutii ce au o anumitd importanta fizicd si anume solutii de tip
soliton. Graficele acestor solutii au forma unor unde separate unidimensionale.

De mentionat, ca pentru g =0 ecuatia (3) este ecuatia propagarii undelor, solutia generala a careia este
binecunoscuta. Vom considera in continuare, ca g # 0.

Pentru valori mici ale lui u functia sin(u) poate fi inlocuitd cu u si in locul ecuatiei (3) obtinem o
ecuatie mai simpla, numitd Clein—Gordon. La determinarea solutiilor de tip soliton pentru aceste ecuatii vom
aplica metoda undei unidimensionale.

In acest scop notim u(x;1) = z(x—ct) si inlocuim in ecuatia (3). Atunci, pentru determinarea
functiei z vom obtine urmatoarea ecuatie:

(C2 _aZ)Zuzqz SinZ (4)
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dz =25

———————=Xx—Ct+¢,, A==
\Je, —Acosz ¢ —a

In dependenti de valorile constantelor ¢, ¢,, 4,¢, ¢, se pot obtine diferite solutii de tip soliton. Vom
evidentia urmatoarele solutii importante ale ecuatiei (3):

De aici, pentru determinarea lui z obtinem: I

a) soliton simplu u = 4arctg[e” (xfw)] —TT;

b) solitondublu u = 4arctg[ shfp x)] T}
ch(af)
c) soliton—antisoliton u = 4arctg[Lﬂ)]—7r;
a-ch(fx)

Pentru ecuatia Clein—Gordon 1n ecuatia (4) sinz trebuie inlocuit cu z. Solutiile ei se determind mult
mai simplu.

Vom studia in continuare o ecuatie ce are vaste aplicatii in diverse procese fizice cu caracter ondulatoriu
sau de vibratie. Aceasta este ecuatia lui Cortevega de Frize:

u; +autty +buy =0 (a,b > 0 — constante) (6)

La determinarea solutiilor de tip soliton pentru aceasta ecuatie vom aplica la fel metoda undei
unidimensionale. In acest scop notam u(x;f) = z(x—ct) si inlocuim in ecuatia (6). Atunci, pentru
determinarea functiei z vom obtine urmatoarea ecuatie:

—c7' +azz’ +b7" =0 (7N

Integrand aceasta ecuatie, vom obtine:

\/_j\/cz —x—ct+c3. (8)

+cz+3cz —az’

Integrala din partea stangda a ecuatiei (8) este o inegrala elipticd si nu poate fi integratd in functii
elementare, dar pentru anumite valori ale constantelor ¢, ¢, ¢,,c; se pot obtine diferite solutii de tip soliton.
Vom evidentia urmatoarea solutie importanta a ecuatiei (7) de tip soliton simplu:

ok
Cch (ke - Br)
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