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Abstract. Ensuring high and stable biogas output during digester operation is ensured by regulating 

and monitoring values of control parameters. The purpose of article is to develop model of process of 

functioning of digester during methane mono-fermentation of cow manure with establishment of 

values of control parameters. A solution to model was found to obtain dynamics of biogas yield, while 

experimental and simulated dynamics of biogas yield were as close as possible. The developed model 

is system of differential equations that describe changes in concentrations of substrate nutrients SN , 

methanogen biomass bM  and dynamics of biogas output in digester B . The system of differential 

equations was solved in Simulink package  bM f t , obtaining dependencies  tfNs   and 

 tfB  . The dependence  tfB   was compared with results of studies conducted on laboratory 

biogas plant with digester with useful volume of 30 liters at temperature of 37°C with periodic 
substrate loading system. By selecting parameters of model, resulting function  tfB   was 

compared with similar one obtained experimentally. It has been established that in model of digester 

functioning process during methane mono-fermentation of cow manure, following coefficients have 

following meaning: bacterial growth rate 038.0K  m3/(kg day); substrate assimilation 3.0k ; 

bacterial growth rate 0045.0vb  m3/(kg day); rate of conversion of nutrients into biogas 

00085.0conv  m6/kg. The obtained values of coefficients make it possible to carry out modeling of 

process of methane mono-digestion of cow manure and predict biogas yield at different initial values 

of concentration of methanogen biomass, concentration of substrate nutrients, digester volume, which 

is used in industrial biogas plants. 
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Modelarea procesului de funcționare a fermentatorului unei instalații de biogaz în timpul fermentației cu 
metan a gunoiului de grajd de vacă 

Polisciuk V., Șvorov S., Titova L.,, Zubok Т., Evtușenco V., Dvornic Е., Valiev Т.   

Universitatea Națională de Bioresurse și Managementul Naturii din Ucraina, Kiev, Ucraina 

Rezumat Asigurarea unui randament ridicat și stabil de biogaz în timpul funcționării fermentatorului este 
asigurată prin reglarea și monitorizarea valorilor parametrilor de control. Scopul articolului este de a elabora un 

model matematic al procesului de funcționare a unui fermentator în timpul monofermentării cu metan a 
gunoiului de grajd de vacă cu stabilirea valorilor parametrilor de control. Scopul articolului este de a elabora un 

model matematic al procesului de funcționare a unui fermentator în timpul monofermentării cu metan a 
gunoiului de grajd de vacă cu stabilirea valorilor parametrilor de control. Scopul a fost atins printr-un studiu 

experimental al dinamicii producției de biogaz în timpul monofermentării cu metan a gunoiului de grajd de vacă. 
S-a găsit o soluție la model pentru a obține dinamica randamentului biogazului, în timp ce dinamica 
experimentală și simulată a fost cât mai apropiată. Modelul dezvoltat este un sistem de ecuații diferențiale care 
descriu modificările concentrațiilor de nutrienți SN din substrat, biomasa metanogenului bM și dinamica 

producției de biogaz în digestor B. Sistemul de ecuații diferențiale a fost rezolvat în pachetul Simulink 

 bM f t , obținându-se dependențe  tfNs  și  tfB  . Dependența a fost comparată cu rezultatele 
studiilor efectuate pe instalație de biogaz de laborator cu digestor cu volum util de 30 litri la temperatura de 37°C 
cu sistem de încărcare periodică a substratului. Prin selectarea parametrilor modelului, funcția rezultată a fost 
comparată cu una similară obținută experimental. Sa stabilit că, în modelul procesului de funcționare a 
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digestorului în timpul monofermentării metanului a gunoiului de grajd de vacă, următorii coeficienți au 
următoarele semnificații: rata de creștere bacteriană 038.0K m3/(kg zi); asimilarea substratului 3.0k ; 

rata de creștere bacteriană 0045.0vb m3/(kg zi); rata de conversie a nutrienților în biogaz 

00085.0conv m6/kg. Valorile coeficienților obținute permit realizarea modelării procesului de monodigestie 
a metanului a gunoiului de grajd de vacă și prezicerea randamentului de biogaz la diferite valori inițiale ale 
concentrației biomasei metanogenului, concentrația nutrienților substratului, volumul digestorului, care este 
utilizat în biogazul industrial. plantelor. 

Cuvinte-cheie: biogaz, instalație de biogaz, fermentator, model matematic, modelare, substrat, nutrienți, 
metanogene. 

 

Моделирование процесса функционирования ферментера биогазовой установки при метановом 
сбраживании коровьего навоза 

Полищук В., Шворов С., Титова Л., Зубок Т., Евтушенко В., Дворник Е., Валиев Т.   

Национальный университет биоресурсов и природопользования Украины, Киев, Украина 

Аннотация. Обеспечение высокого и стабильного выхода биогаза при работе ферментера 

обеспечивается регулированием и контролем значения управляющих параметров. Целью статьи является 
разработка математической модели процесса функционирования ферментера при метановом 
моносбраживании коровьего навоза с установлением значения управляющих параметров. Цель 
достигнута экспериментальным исследованием динамики выхода биогаза при метановом 
моносбраживании коровьего навоза. Найдено решение модели с получением динамики выхода биогаза, 
при этом экспериментальная и смоделированная динамики были максимально близкими. Разработанная 
математическая модель представляет собой систему дифференциальных уравнений, описывающих 
изменение в ферментере концентраций питательных веществ субстрата SN , биомассы метаногенов bM  

и динамики выхода биогаза B . Система дифференциальных уравнений была решена в пакете Simulink с 
получением зависимостей  tfM b  ,  tfN s   и  tfB  . Зависимость  tfB   сравнивалась с 
результатами экспериментальных исследований, проведенных на лабораторной биогазовой установке с 
ферментером полезным объемом 30 л при температуре 37С с периодической системой загрузки 
субстрата. Путем подбора параметров математической модели полученная функция  tfB   

сравнивалась с аналогичной, полученной экспериментальным путем. Установлено, что в математической 
модели процесса функционирования ферментера при метановом моносбраживании коровьего навоза 
имеют следующее значение коэффициенты: скорости роста бактерий 038,0K  м3/(кгсутки); усвоения 
субстрата 3,0k ; скорости роста бактерий 0045,0vb  м3/(кгсутки); скорости превращения 
питательных веществ в биогаз 00085,0conv  м6/кг. Полученные значения коэффициентов позволяют 
проводить математическое моделирование процесса метанового моносбраживания коровьего навоза и 
прогнозировать выход биогаза при разных начальных значениях концентрации биомассы метаногенов, 
концентрации питательных веществ субстрата, объема ферментера, а также при квазинепрерывной 
загрузке субстратом ферментера, которая используется во всех промышленных биогазовых установках. 
Ключевые слова: биогаз, биогазовая установка, ферментер, математическая модель, моделирование, 
субстрат, питательные вещества, метаногены. 

 
I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Крупные животноводческие предприятия 
производят большое количество отходов, 
загрязняющих окружающую среду. Эти 
отходы путем метановой деструкции 
(метаногенеза, анаэробного метанового 
сбраживания) можно переработать в 
энергетически ценный биогаз.  

Метановая деструкция осуществляется в 
ферментерах при постоянном 
перемешивании, которое способствует 
созданию гомогенной среды. Наиболее 
распространенный температурный режим 
метановой деструкции отходов 

животноводства – мезофильный (35-37°С), 
поскольку для данного температурного 
режима интенсивность выхода биогаза не 
настолько чувствительна к колебаниям 
температуры субстрата, как при 
термофильном режиме [1; 2]. 

Для обеспечения высокого и стабильного 
выхода биогаза при работе ферментера 

необходимо регулировать и контролировать 
значения управляющих параметров. Для 
этого необходимо разработать 
математическую модель функционирования 
ферментера биогазовой установки с учетом 
процесса получения биогаза, оценить 
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параметры модели по экспериментальным 
данным, и определить оптимальные значения 
управляющих параметров.  

II. АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ 

Рассмотрим процесс функционирования 
ферментера биогазовой установки в первом 
приближении. Метанообразующие бактерии 

(метаногены), вносимые в субстрат, питаются 
питательными веществами субстрата. 
Продуктом метаболизма метаногенов 

является биогаз. 
Концентрация метаногенов и питательных 

веществ субстрата, а также динамика выхода 
биогаза не является постоянной величиной и с 
течением времени меняется. Поэтому 
математическую модель функционирования 
ферментера биогазовой установки в общем 
случае можно представить посредством системы 
дифференциальных уравнений [3; 4; 5]: 
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где: bM  – концентрация биомассы 
метаногенов в субстрате, кг/м3; SN  – 

концентрация питательных веществ 
субстрата, усваиваемых метаногенами, кг 
сухого органического вещества (СОВ)/м3; B  

– объем полученного биогаза, м3; t – 

гидравлическое время удержания (время 
метанового сбраживания субстрата), суток; 

dtdMb  – изменение концентрации в 
ферментере биомассы метаногенов во 
времени, кг/м3сутки; dtdNS – изменение 
концентрации в ферментере питательных 
веществ субстрата во времени, кг/м3сутки; 

dtdB  – динамика выхода биогаза во 
времени, м3/сутки. 

Совместное решение этих уравнений при 
заданных начальных условиях позволяет 
определить изменение времени концентрации 
метаногенов, питательных веществ субстрата 
и выход биогаза.  

Изменение концентрации в ферментере 

питательных веществ субстрата во 
времени. Питательные вещества субстрата в 
ферментере делятся на три составляющие: 
питательные вещества, загружаемые в 

ферментер вместе с субстратом; питательные 
вещества, выгружаемые из ферментера 

вместе с субстратом; питательные вещества, 
которые перерабатываются метаногенами и 
превращаются в микробную биомассу и 
продукты метаболизма (биогаз) [6]: 
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где dtdNS  – изменение концентрации в 
ферментере питательных элементов 
субстрата во времени, кг/м3сутки; 

 
inpS dtdN  – изменение концентрации 

питательных элементов во времени, 
загруженных с субстратом в ферментер, 

кг/м3сутки;  
outS dtdN  – изменение 

концентрации питательных элементов во 
времени, выгруженных из субстратом с 

ферментера, кг/м3сутки;  
convS dtdN  – 

изменение концентрации питательных 
элементов субстрата во времени, 
конвертируемых метаногенами, кг/м3сутки. 

Изменение концентрации питательных 
элементов во времени, загруженных с 
субстратом в ферментер  

inpS dtdN , 

определяется по выражению [6]: 
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где рK  – относительная скорость 
поступления субстрата (коэффициент 
разбавления культуры потоком свежего 
субстрата), сутки-1; 

0SN  – начальная 
концентрация питательных веществ в 
субстрате, кг/м3. 

Изменение концентрации питательных 
элементов во времени, выгруженных из 

субстратом с ферментера  
outS dtdN  

определяется по формуле [6]: 
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где SN  – концентрация питательных веществ 
субстрата, усваиваемых метаногенами, кг 
СОВ/м3. 
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Изменение концентрации питательных 
элементов субстрата во времени, 
конвертируемых метаногенами, в работе [4] 
определяется выражением: 

 

               bSvk

conv

S MNb
dt

dN








  ,         (5) 

 

где k  – безразмерный коэффициент 
усвоения субстрата; vb  – коэффициент 
скорости роста бактерий, м3/(кгсутки). 

Изменение концентрации в ферментере 

биомассы метаногенов во времени. Наиболее 
распространены модели, описывающие 
кинетику в зависимости от концентрации 
только одного субстрата, который называют 
лимитирующим; считается, что другие 
субстраты при этом находятся в избытке и не 
влияют на скорость роста. Простейшая 
кинетическая математическая модель 
концентрации биомассы микроорганизмов 
описывается простой моделью Мальтуса 
(моделью экспоненциального роста) [7; 8]: 
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где dtdMb  – изменение концентрации в 
ферментере биомассы метаногенов во 
времени, кг/м3сут; bM  – концентрация 
биомассы метаногенов в субстрате, кг/м3;   – 

удельная скорость роста метаногенов, сутки-1 

(этот параметр аналогичен сложным 
процентам; например, удельная скорость 
роста 0,1 сутки-1 эквивалентна скорости роста 
10% в сутки [8]). 

По модели Кобозева удельная скорость 
роста метаногенов   находится в линейной 
зависимости от концентрации питательных 
веществ в субстрате NS [9]: 

 

                             sNK  ,                        (7) 

 

где K  – коэффициент скорости роста 
бактерий, м3/(кгсутки). 

Удельную скорость роста метаногенов  

также можно определить по моделям 
Блэкмана [3], Моно [3; 10], Мозера [3; 6], 
Контуа [6; 11], Пауэлла [6], Чэна и Хашимото 
[6; 12-14], Бергтера [6], Митсдорфера [6]. 

Вместе с тем, в процессе роста 
метаногенов, и особенно при замедлении 
роста и в стационарной фазе, одновременно с 
ростом происходит их отмирание, что можно 
описать как [15]: 
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где d  – удельная скорость отмирания 
метаногенов, сутки -1. 

Удельную скорость отмирания 
метаногенов d  можно определить по 
моделям Герберта, Ферхюльста, Рамкришны, 
Колпикова [3]. 

Удельная скорость отмирания метаногенов 

d  по модели Ферхюльста определяется по 
выражению [3]: 

 

                             bd MK  .                     (9) 

 

Динамика выхода биогаза во времени. В 
работах [16-18] динамика выхода биогаза во 
времени dtdB  определялась по выражению: 

 

                             
с

 SNК
dt

dB 
 ,                  (10) 

 

где dtdB  – динамика выхода биогаза во 
времени, м3/сутки; К  – коэффициент, 
м3/(кгсутки); с  – плотность субстрата, кг/м3. 

Выражение для определения динамики 
выхода биогаза во времени dtdB  

предложенное в работе [4], имеет вид: 
 

                     Sbvconv NMb
dt

dB
  ,          (11) 

 

где vb  – коэффициент скорости роста 
бактерий, м3/(кгсутки); conv  – коэффициент 
скорости превращения питательных веществ 
в биогаз, м6/кг. 

Итак, в результате анализа 
предварительных исследований 
математических моделей процесса 
функционирования ферментера биогазовой 
установки, определены основные модели 
динамики концентрации метаногенов, 
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питательных веществ субстрата и выхода 
биогаза. 

Для обеспечения высокого и стабильного 
выхода биогаза при работе ферментера 

необходимо регулировать и контролировать 
значения управляющих параметров, для чего 
необходимо разработать математическую 
модель процесса функционирования 
ферментера. Поэтому целью данного 
исследования является разработка 
математической модели функционирования 
ферментера при метановом сбраживании 
коровьего навоза. Для этого нужно провести 
экспериментальное исследование динамики 
выхода биогаза при метановом сбраживании 
коровьего навоза, разработать 
математическую модель функционирования 
ферментера биогазовой установки при 
метановом сбраживании коровьего навоза, 

найти решение этой модели с получением 
динамики выхода биогаза, сравнить ее с 
экспериментальными данными и при 

значительном отклонении скорректировать 
коэффициенты математической модели таким 
образом, чтобы экспериментальная и 
смоделированная динамики выхода биогаза 
были максимально близкими. 

 

III. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ 

Для математического моделирования 
динамики выхода биогаза при метановом 
сбраживании коровьего навоза необходимо: 

- провести экспериментальные исследования 
динамики выхода биогаза при метановом 
сбраживании коровьего навоза; 

- разработать математическую модель 
функционирования ферментера биогазовой 
установки; 

- провести сравнение экспериментально 
полученной динамики выхода биогаза с 
динамикой выхода биогаза, полученной в 
результате математического моделирования; 

- осуществить корректировку 
коэффициентов математической модели с 
целью приближения результатов 
моделирования к экспериментальным данным. 

Экспериментальные исследования 
динамики выхода биогаза при метановом 
сбраживании коровьего навоза проводились на 
лабораторной биогазовой установке (рис. 1), 
состоящей из цилиндрического ферментера с 
конической нижней частью и газгольдера 
«мокрого» типа. 

 

 
Рис. 1. Схема лабораторной биогазовой установки.1 

 

Приготовленный субстрат загружается в 
ферментер через трубу с краном, закрепленную 
в крыше ферментера, доходящую почти до 

самого его днища. Благодаря этому свежая 
порция субстрата опускается в нижнюю часть 
ферментера, вытесняя при этом отработанный 

1 Appendix 1 



PROBLEMELE ENERGETICII REGIONALE 2(62) 2024 

 

 153 

продукт (биошлам) наверх. Выгрузка биошлама 
происходит одновременно с его загрузкой через 
трубу с краном, закрепленную в боковой стенке 
ферментера. При загрузке субстрата в 
ферментер происходит замена от 1/3 до 1/2 
отработанного биошлама. При этом в 
ферментере должен обязательно остаться 
биошлам, содержащий маточную культуру 
метаногенов, что ускоряет процесс 
генерирования биогаза. Гомогенизация 
субстрата в ферментере происходит 
посредством шнековой мешалки с приводом от 
электродвигателя с редуктором. 
Температурный режим в ферментере 

поддерживается с помощью «водяной 
рубашки», нагрев воды в которой производится 
ТЭН-ом. Для аварийной выгрузки биошлама 

служит труба с краном, размещенная в нижней 
конической части ферментера. 

Производимый биогаз по гибкому 
трубопроводу поступает в «мокрый» 
газгольдер, состоящий из двух закрытых с 
одной стороны цилиндров, вставленных друг в 
друга. Нижний цилиндр заполнен водой. В него 
вставляется открытой частью верхний цилиндр 
(называется цилиндром-уровнемером), 
имеющий чуть меньший диаметр. Биогаз в 
газгольдер поступает через трубу, 
закрепленную в нижнем цилиндре, доходящую 
почти до его кромки. Биогаз поступает во 
внутреннюю часть цилиндра-уравнемера, тем 
самым поднимая его на воде над нижним 
цилиндром, как поплавок. По шкале, 
закрепленной сбоку газгольдера, фиксируется 
высота подъема цилиндра-уровнемера. Зная его 
внутренний диаметр, можно установить объем 
производимого биогаза. 

Ингредиентами для приготовления 
субстрата для метанового сбраживания 
выступают коровий навоз и вода. Количество 
коровьего навоза и воды определяется из 
условия относительной влажности субстрата на 
уровне 85-92%. Смесь гомогенизируется путем 
перемешивания. 

Субстрат при моносбраживании коровьего 
навоза готовился следующим образом. В 
емкость загружался коровий навоз массой 3,5 
кг, который отмерялся на весах SC-KS57P65 с 
максимальным весом 10 кг и шагом 1 г. В 
емкость доливалась вода массой 5 кг. Субстрат 
перемешивался ручной дрелью с миксером 
Dnipro-M MN-202 в качестве насадки до 
гомогенного состояния. 

Моделирование процесса 
функционирования ферментере биогазовой 

установки производилось в пакете Simulink 
математической системы MATLAB. 

Путем подбора параметров математической 
модели функционирования ферментере 

биогазовой установки полученная динамика 
выхода биогаза сравнивалась с динамикой 
выхода биогаза, полученной 
экспериментальным путем. Критерием 
приближенности данных имитационного 
моделирования к экспериментальным является 
близость коэффициента детерминации 2R  к 
единице. Коэффициент детерминации 
применяется для того, чтобы установить, в 
какой степени функция регрессии описывается 
определяющими показателями. 

В зависимости от уровня коэффициента 
детерминации 2R  принято разделять модели на 
три группы: 

– 0,8 – 1 – модель хорошего качества; 
– 0,5 – 0,8 – модель приемлемого качества; 
– 0 – 0,5 – модель плохого качества. 
В последнем случае качество модели 

говорит о невозможности ее использования для 
прогноза. 

Если изучаемый процесс зависит от одного 
явления, коэффициент детерминации 
определяется по формуле [19]: 

 

                      
2

2
2 1


 zRD  ,                    (12) 

 

где D , 
2R – коэффициент детерминации; 2  – 

общая дисперсия; 2

z  – остаточная 
(внутригрупповая) дисперсия. 

Общая дисперсия определяется по формуле 
[19]: 

 

                         
i

i yy
22 ,                 (13) 

 

где iy  – фактические значения уровней 
временного ряда; у  – среднее арифметическое 
фактических значений уровней временного 
ряда. 

Остаточная дисперсия определяется по 
формуле [19]: 

 

                        
i

iiz yy
22 ˆ ,                 (14) 

 

где iy  – фактические значения уровней 
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временного ряда; 
iу̂  – расчетные значения 

уровней временного ряда, полученные по 
аппроксимированному выражению. 

Коэффициент детерминации всегда 
находится в пределах от 0 до 1. Если 12 R , 

все эмпирические значения iy  лежат на 
регрессионной кривой. Если 02 R , то не 
может быть и речи ни о какой численной 
зависимости  xfy   в статистическом 
понимании. В общем, чем больше R2 

приближается к единице, тем лучше 
определена регрессия [19]. 

Для проверки значимости коэффициента 
детерминации 2R , находится по таблицам 
для F-распределения, например [20; 21], 

критическое значение критерия Фишера при 
заданной вероятности крF , и сравнивается с 
F-критерием Фишера, определяемым по 
формуле [21]: 

 

                       
 

2

2

1

2

R

nR
F




 ,                    (15) 

 

где F  – критерий Фишера; 2R  – коэффициент 
детерминации;  n – количество измерений, шт. 

Если крFF  , то вычисленный 
коэффициент детерминации значительно 
отличается от нуля. Этот вывод обеспечивается 
с вероятностью 1  [21]. 

Критерий Фишера, определенный по 
формуле (4), имеет две степени свободы: 

11 mf  и 22  nf . 

 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
Экспериментальное исследование выхода 

биогаза при моносбраживании коровьего 
навоза при периодической загрузке 
ферментера. Загрузка ферментера 

производилась в периодическом режиме. В 
ферментер полезным объемом 30 л 
загружался гомогенизированный субстрат, 
состоявший из 3,5 кг коровьего навоза и 5 кг 
воды. Остальной объем ферментера занимал 
биошлам, в котором содержится маточная 
культура метаногенов. 

Температурный режим ферментера 

составлял 371С. Исследование проводилось 
в трех повторностях. 

Зависимость выхода биогаза от 
гидравлического времени удержания 
приведена на рис. 2. 

Как видно из рис. 2, динамика выхода 

биогаза стандартна для периодической 
загрузки субстрата.  

В первые трое суток отмечается 
экспоненциальная фаза. Для первой 
повторности экспоненциальная фаза 
переходит в стационарную фазу на вторые 
сутки метанового брожения, для второй 
повторности – на третьи сутки метанового 
брожения, для третьей повторности – уже на 
первые сутки метанового брожения). 
Стационарная фаза очень коротка и 
составляет лишь часть суток, быстро 
переходя в достаточно длинную фазу 

отмирания (до окончания этой фазы опыт не 
проводился). 

Максимальный выход биогаза при 
метановом моносбраживании коровьего 
навоза приведен в табл. 1. 

 

Моделирование процесса 
функционирования ферментера 

биогазовой установки. 

Подставив в выражение (2) формулы (3), 
(4) и (5), получим выражение для 
определения изменения концентрации в 
ферментере питательных веществ субстрата 
во времени: 

 

     bSvkSSр
S MNbNNK

dt

dN
 

0
.      (16) 

 

Подставив в выражение (8) формулы (7) и 
(9), получим         

 

      
 

 bsb

bsb
b

MNKM

MKNKM
dt

dM




.         (17) 

 

Подставив в систему дифференциальных 
уравнений (1) формулы (16), (17) и (11), 
описывающие изменение концентрации в 
ферментере питательных веществ субстрата 
во времени, изменении концентрации в 
ферментере биомассы метанообразующих 
бактерий во времени и динамику выхода 
биогаза во времени соответственно, получим: 

 

   

 

 




















Sbvconv

bSvkSSр
S

bsb
b

NMb
dt

dB

MNbNNK
dt

dN

MNKM
dt

dM




0

.  (18) 
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Первоначальными условиями для решения 
системы дифференциальных уравнений (18) 

являются: 

Повторы (Replays):
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Рис. 2. Зависимость выхода биогаза от гидравлического времени удержания  

при моносбраживании коровьего навоза в мезофильном режиме при температуре 371С.2 
 

Таблица 1. 

Максимальный выход биогаза при метановом моносбраживании коровьего навоза.3 

Повторы 

(Replays) 
Максимальный выход биогаза, л/(чкг СОВ) 

(Maximum biogas output, l/(hkg DOM)) 

1 0,922 

2 0,878 

3 0,670 

Среднее (Average) 0,823 

 

 начальная концентрация биомассы 
метанообразующих бактерий 0bM  в 
ферментера  1 кг/м3сутки [4]; 

 начальная концентрация питательных 
веществ субстрата 0sN  определялась из 
результатов экспериментальных 
исследований: в ферментер рабочим объемом 
30 л загружалось 8,5 кг субстрата, в т.ч. 3,5 кг 
коровьего навоза и 5 кг воды; метановому 
сбраживанию подлежит сухое органическое 
вещество субстрата, массовая доля которого в 
коровьем навозе составляет 13,9% [16], т.е. 

487,01005,313,9   кг питательных веществ 
в 8,5 кг субстрата; следовательно, 

3,575,81000487,0
0

SN кг/м3сутки. 
 начальный выход биогаза 0B   0 

м3/сутки. 

При периодическом режиме подачи 
субстрата 0pK . Если 0pK , субстрат 

загружается в метантенк в непрерывном или 
квазинепрерывном режиме [4]. 

Для решения системы дифференциальных 
уравнений (18) при метановом 
моносбраживании коровьего навоза 

разработана имитационная модель процесса 
функционирования ферментера в пакете 
Simulink математической системы MATLAB. 

Динамика изменения во времени объема 
полученного биогаза B, определенная в 
результате решения системы 
дифференциальных уравнений (18) при 
метановом моносбраживании коровьего 
навоза, была сопоставлена с результатами 
экспериментальных исследований динамики 
выхода биогаза при метановом 
моносбраживании коровьего навоза при 
температуре сбраживания 37С. Для этого 
результаты экспериментальных исследований 
были приведены из м3/кг СОВ к м3, как в 
системе дифференциальных уравнений (18). 

2,3 Appendix 1 
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Из трех повторностей экспериментальных 
исследований для сравнения результатов 
приняты результаты повторности, которые 
находятся между максимальным и 
минимальным значением. Критерием 
приближенности данных имитационного 
моделирования к экспериментальным 
является близость коэффициента 

детерминации 2R  к единице. 

В результате подбора параметров k , vb , 

K  и conv  для максимального визуального 
приближения графиков функции  tfB  , их 
значения приведены в табл. 2. 

 

Таблица 2 

Значение параметров k , vb , K  и conv  для решения системы дифференциальных 

уравнений (18) при метановом моносбраживании коровьего навоза.4 

Параметр (Parameter) 
k  vb  K  conv  

Значение (Meaning) 0,3 0,0045 0,038 0,00085 
 

Динамики изменения во времени 
концентрации биомассы метаногенов в 
субстрате bM  (в кг/м3), концентрации 
усваиваемых бактериями питательных 
веществ субстрата sN  (в кг/м3) и объема 
полученного биогаза B (в м3), полученные в 
результате решения системы 
дифференциальных уравнений (18) в пакете 
Simulink математической системы MATLAB 

с параметрами k , vb , K  и conv приведены 

на рис. 3. 

Сравнение динамики изменения во времени 
объема полученного биогаза B  согласно 
экспериментальным данным и математической 
моделью при метановом моносбраживании 
коровьего навоза со значениями параметров 

k , vb , K  и conv , приведенными в табл. 2, 
представлено на рис. 4. 

В результате расчетов установлено, что 
коэффициент детерминации 89432,02 R , то 
есть результаты экспериментальных данных 
подтверждают математическую модель на 
89,432%. 

Значительность коэффициента детерминации 
проверялась по критерию Фишера. Расчетное 
значение критерия Фишера составляет 203,09. 
Его сравнивали с критическими значениями 
критерия Фишера, приведенными в [21] при 
заданном уровне значимости   и 
соответствующем числе степеней свободы. При 
значимости %1  77,7кр F . Поскольку 

крFF  , то вычисленный коэффициент 
детерминации значительно отличается от нуля. 
Этот вывод обеспечивается с вероятностью 

%991   [21]. 

Полученные значения параметров k , vb , 

K  и conv , указанные в табл. 2, позволяют 
проводить математическое моделирование 
процесса метанового моносбраживания 
коровьего навоза и прогнозировать выход 
биогаза при разных значениях начальной 
концентрации биомассы метанообразующих 
бактерий 0bM , начальной концентрации 
питательных веществ субстрата 0sN , 

начального выхода биогаза 0B , а также при 
квазинепреривной загрузке субстратом 
ферментера, которая используется во всех 
промышленных биогазовых установках. 

 

На рис. 5 представлены динамики 
изменения во времени концентрации 
биомассы метаногенов в субстрате bM  (в 
кг/м3), концентрации усваиваемых 

бактериями питательных веществ субстрата 
sN  (в кг/м3) и объема полученного биогаза 

B (в м3), полученные в результате решения 

системы дифференциальных уравнений (18) в 
пакете Simulink математической системы 
MATLAB с параметрами k , vb , K  и 

conv при квазинепрерывой загрузке 
ферментера с коэффициентом разбавления 
культуры метаногенов потоком свежего 
субстрата 5,0рK . 

 
V. ДИСКУССИЯ 

В работе [4] осуществлено математическое 
моделирование метанового моносбраживания 
коровьего навоза по системе 
дифференциальных уравнений: 

 

4 Appendix 1 
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а) 
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в) 

Рис. 3. Динамика изменения во времени: а) концентрации биомассы метанообразующих бактерий 
в субстрате bM ; б) концентрации питательных веществ субстрата усваиваются бактериями sN ; 

в) объема полученного биогаза B ; полученная в результате решения системы дифференциальных 
уравнений (18) при метановой деструкции коровьего навоза со значениями параметров k , vb , K  

и conv , приведенными в табл. 2.5 

 



PROBLEMELE ENERGETICII REGIONALE 2(62) 2024 

 

 158 

которая отличается от системы (18) динамикой 
изменения во времени концентрации биомассы 
метаногенов в субстрате bM , не учитывающей 
их отмирание. Значение параметров k , vb  K  

и conv  для решения системы 
дифференциальных уравнений (19) в работе [4] 
приведены в табл. 3. 

 

Результаты моделирования представлены 
на рис. 5. 

Сравнивая результаты нашего 
исследования с результатами, приведенными 
в работе [4] (см. рис. 5, а), можно 
констатировать, что в нашем исследовании 
начальная концентрация биомассы 
метаногенов в ферментере достаточно быстро 
возрастает с начального значения 10 bM  

кг/м3 до примерно 48 кг/м3 на четвертые 
сутки метанового сбраживания. После этого 
концентрация биомассы метаногенов 

постепенно начинает уменьшаться, достигая 

на  25 сутки метанового брожения количества 
примерно 48 кг/м3. В отличие от наших 
исследований, концентрация биомассы 
метаногенов в работе [4] (см. рис. 5, а) 
постепенно растет с начального значения 

0bM , и на 25 сутки метанового брожения 
достигает значения примерно 35 кг/м3 с 
последующей тенденцией роста. Такое 
отличие в результатах исследований состоит 
в том, что в системе дифференциальных 
уравнений (19), исследованной в работе [4], 
отсутствует выражение, описывающее 
отмирание метаногенов. 
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Рис. 4. Сравнение динамики изменения во времени объема полученного биогаза B  

согласно экспериментальным данным и математической моделью при метановом 

моносбраживании коровьего навоза со значениями параметров k , vb , K  и conv , 

приведенными в табл. 2.6 

 

Динамика изменения во времени 
концентрации питательных веществ 
субстрата усваиваются бактериями sN , и 
объема полученного биогаза B , как в наших 
исследованиях, так и в работе [4], сходны. 
Некоторое отличие наблюдается в динамике 

изменения во времени объема полученного 
биогаза B . В наших исследованиях 
экспоненциальная фаза интенсивная и 
достаточно короткая. Уже к четвертым 

суткам метанового сбраживания достигается 
максимальный выход биогаза 0,01 м3, после 
чего по завершении короткой стационарной 
фазы наблюдается фаза отмирания с 
постепенным уменьшением выхода биогаза, 
который на 25 сутки метанового брожения 
составляет 0,0028 м3. В работе [4] (см. рис. 5, 

в), экспоненциальная фаза менее интенсивна 
и более пологая. Максимальный выход 
биогаза в объеме 2,3 м3 достигается на 12 

5 Appendix 1 
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сутки метанового брожения, после чего 
наступает такая же пологая фаза отмирания. 
Разница в объемах полученного биогаза 
объясняется размерами ферментеров и 
величиной загружаемого субстрата, которые 
использовались для проведения 
экспериментальных исследований, 
сравнивавшихся с результатами 
моделирования для получения 
коэффициентов k , vb  K  и conv . 

В работе [22] утверждается, что выход 

биогаза растет (экспоненциальная фаза), 
достигает своего максимума 0,96 м3 

(стационарная фаза) и остается на этом же 
уровне. При этом в работе не указано, какая 
система загрузки субстрата в ферментер 

применяется. Данная динамика выхода 
биогаза характерна для квазинепрерывной 
загрузки субстрата в ферментер, которая 
смоделирована нами на рис. 5, а не для 
периодической загрузки, которую мы 
исследовали.

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 5. Динамика изменения во времени: а) концентрации биомассы метанообразующих бактерий 
в субстрате bM ; б) концентрации питательных веществ субстрата усваиваются бактериями sN ; 

в) объема полученного биогаза B ; полученная в результате решения системы дифференциальных 
уравнений (18) при метановой деструкции коровьего навоза со значениями параметров k , vb , K  

и conv , приведенными в табл. 2 при квазинепрерывой загрузке ферментера с коэффициентом 

разбавления культуры метаногенов потоком свежего субстрата 50,рK .7 

Таблица 3 

Значения параметров k , vb  K  и conv  для решения 

системы дифференциальных уравнений (19) в работе [4].8 

Параметр 

(Parameter) k  vb  K  conv  

Значение 

(Meaning) 
1,006 0,009 0,068 0,846 

7, 8 Appendix 1 
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В работе [23] разработана 
математическая модель анаэробного 
брожения твердых органических отходов 
(банановой кожуры) с использованием 
модели Моно и более простой модели Чена 
и Хашимото. Динамика изменения 
концентрации усваиваемых бактериями 
питательных веществ субстрата NS близка к 
полученным нами результатам, 
представленным на рис. 4, б. Динамика 
изменения объема полученного биогаза B  

несколько отличается от полученных 
результатов, представленных на рис. 4, в, 
поскольку в модели, как и в работе [4], не 
заложено отмирание микробной биомассы, 
в результате чего наблюдается постоянный 
рост выхода биогаза в экспоненциальной 

фазе, хотя в действительности после 
исчерпания питательных веществ субстрата 
выход биогаза должен постепенно 
уменьшаться.

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 6. Динамика изменения во времени: а) концентрации биомассы метаногенов в 
субстрате bM ; б) концентрации усваиваемых бактериями питательных веществ 

субстрата sN ; в) объема полученного биогаза B , полученная в результате решения 
системы дифференциальных уравнений (19) в работе [4].9 

 

В наших предыдущих работах [16-18] 

проводилось моделирование совместного 
метанового сбраживания коровьего навоза с 
винассой и отходами винодельческих 
производств с периодической и 
квазинепрерывной загрузкой ферментера. 

Приведены коэффициенты системы 
дифференциальных уравнений. Но 
моделирование моносбраживания коровьего 
навоза не проводилось. 

В работе [24] утверждается, что 
экспериментальные данные метанового 
сбраживания коровьего навоза при 
температуре 35С наиболее близки к 
результатам моделирования по 

распределению Гаусса, при котором 
989101,02 R . При этом динамика выхода 

биогаза близка к полученной в работе [4]. 
В работе [25] осуществлялось 

моделирование динамики выхода биогаза по 
моделям Хилла и Чена и Хашимото. 
Утверждается, что результаты 
экспериментальных исследований более 
близки к результатам моделирования по 
модели Чена и Хашимото. При этом 
динамика выхода биогаза по форме близка к 
результатам, полученным в работах [4; 23; 

24? 26-30]. Динамика выхода биогаза по 
модели Хилла отдаленно напоминает 
результаты нашего моделирования с той 

9 Appendix 1 
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разницей, что стационарная фаза 
наблюдается на 8 сутки метанового 
брожения, а фаза отмирания очень короткая и 
заканчивается в течение двух суток. 

 

VI. ВЫВОДЫ 

1. Установлено, что в математической 
модели процесса функционирования 
ферментера биогазовой установки при 
метановом моносбраживании коровьего 
навоза коэффициенты имеют следующие 
значения: коэффициент скорости роста 
бактерий 038,0K  м3/(кгсутки); 
безразмерный коэффициент усвоения 
субстрата 3,0k ; коэффициент скорости 
роста бактерий 0045,0vb  м3/(кгсутки); 
коэффициент скорости превращения 
питательных веществ в биогаз 00085,0conv  

м6/кг. При этом результаты 
экспериментальных данных подтверждают 
математическую модель на 89,432% с 
вероятностью 99%. 

Полученные значения коэффициентов 

позволяют проводить математическое 
моделирование процесса метанового 
моносбраживания коровьего навоза и 
прогнозировать выход биогаза при разных 
значениях начальной концентрации биомассы 
метанообразующих бактерий 0bM , начальной 
концентрации питательных веществ 
субстрата 0sN , объема ферментера, а также 
при квазинепрерывной загрузке субстратом 
ферментера, которая используется во всех 
промышленных биогазовых установках. 

 

Appendix 1 

1Fig. 1. Scheme of a laboratory biogas plant. 

2Fig. 2. Dependence of biogas yield on hydraulic 

retention time during mono-fermentation of cow 

manure in mesophilic mode at a temperature of 

371С. 

3Table 1. Maximum biogas yield from methane 

mono-fermentation of cow manure.  

4Table 2. The value of parameters k , vb , K  and 

conv for solving a system of differential equations 

(18) for methane mono-fermentation of cow manure.  

5Fig. 3. Dynamics of changes over time: a) 

concentration of biomass of methane-producing 

bacteria in the substrate bM ; b) substrate nutrient 

concentrations are absorbed by sN  bacteria; c) the 

volume of produced biogas B , obtained as a result of 

solving the system of differential equations (18) for 

methane destruction of cattle pus with the values of 

parameters k , vb , K  и conv given in Table. 2. 
6Fig. 4. Comparison of the dynamics of changes over 

time in the volume of biogas produced B according to 

experimental data and a mathematical model for 

methane mono-fermentation of cow manure with the 

values of parameters k , vb , K  and conv given in 

Table. 2. 
7Fig. 5. Dynamics of changes over time: a) 

concentration of biomass of methane-producing 

bacteria in the substrate bM ; b) the concentrations 

of substrate nutrients are absorbed by bacteria sN ; 

c) the volume of biogas produced B ; obtained as a 

result of solving the system of differential equations 

(18) for methane destruction of cow manure with the 

values of parameters, k , vb , K  and conv , given 

in Table. 2 with quasi-continuous loading of the 

digester with a dilution factor of the methanogen 

culture with a flow of fresh substrate 5,0рK . 

8Table 3. Values of parameters k , vb , K  and 

conv for the solution system of differential 

equations (19) in [4].  

9Fig. 6. Dynamics of changes over time: a) 

concentration of methanogen biomass in the substrate 

bM ; b) concentrations of sN  substrate nutrients 

digestible by bacteria; c) the volume of biogas 

produced B , obtained as a result of solving the 

system of differential equations (19) in [4]. 
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