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DETERMINAREA DISTRIBUTIEI TEMPERATURII iN
STRATURILE COMPENSATOARE DE UZURA A PIESELOR
RECONDITIONATE CU MATERIALE COMPOZITE POLIMERICE
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Abstract. The main purpose of this work was to determine the distribution of thermal field in coatings made
of composite materials which are applied as a compensating wear layer to recondition machine parts. The
proposed purpose is reflected in some objectives, and namely: to obtain a field of axially symmetric temperatures,
which is distributed over the layer of composite materials; to validate the results by addressing the limit problem
by means of direct integration and Green’s functions methods. The authors proposed a methodology to calculate
the temperature in different layers of the polymer coating as well as the result of mathematical modeling and
theoretical analysis. There have been developed analytical expressions and graphs of both Green’s function and
temperature field for the problem of an axially symmetric limit of thermal conductivity. The graphical presentation
has been developed by means of “Maple 15 software. The obtained data will be used for engineering design
calculations and selection of clamping fits renovated with the use of polymer composites.

Keywords: Clamping fit; Polymeric coatings; Temperature field; Direct integration method; Green’s function
method; Axially symmetric problem.

Rezumat. Scopul principal al acestei lucrari este stabilirea distributiei campului termic in acoperirile din
materiale compozite aplicate in calitate de strat compensator de uzura la reconditionarea pieselor de masini.
Realizarea scopului propus si-a gasit oglindire in cateva obiective §i anume: obtinerea campului de temperaturi
axial simetrice, repartizat pe grosimea stratului de material compozit; validarea rezultatelor obtinute prin rezolvarea
problemei de limita prin metoda integririi directe si prin metoda functiilor Green. in rezultatul modelarii matematice
si analizei teoretice se propune metodica de calcul al temperaturii in diferite straturi ale acoperirii polimerice. Au
fost construite expresiile analitice si graficele atat ale functiei Green, cat si ale campului de temperatura pentru

softului Maple 15. Datele obtinute vor fi folosite in calculele ingineresti de proiectare si alegere a ajustajelor cu
strangere renovate cu materiale compozite polimerice.

Cuvinte-cheie: Ajustaj cu stranger; Acoperiri polimerice; Camp de temperatura; Metoda integrarii directe;
Metoda functiei Green; Problema axial simetrica.

INTRODUCERE

Studierea distributiei campului de temperaturi pe grosimea acoperirilor polimerice este extrem de
importantd pentru calculul corect al valorilor ajustajelor imbinarilor metalopolimerice cu strangere.
Articolul urmareste scopul de a stabili caracterul distributiei campului termic in acoperirile din materiale
compozite aplicate in calitate de strat compensator de uzura la reconditionarea pieselor de masini prin
metoda dimensiunilor nominale. Importanta si actualitatea studiului sunt justificate de rolul preciziei
calculului ajustajelor cu strangere 1n asigurarea durabilitatii si disponibilitatii imbinarilor cu strangere
reconditionate cu materiale compozite. in baza analizei datelor din literatura de specialitate (Kartasov,
E.M. 2001; Marian, G. 2005; Melnikov, Yu. 1995; Nowacki, W. 2005) si a modelarilor matematice
proprii a fost formulata o metodica de calcul al temperaturii in diferite straturi ale acoperirilor polimerice.
Metodica se bazeaza pe folosirea functiilor Green, care posedd un sir de avantaje fatd de metodele
traditionale folosite in astfel de calcule. Expresiile analitice si graficele pentru cazurile analizate au fost
construite cu ajutorul softului Maple 15. Datele obtinute vor fi folosite in calculele ce tin de stabilirea
carterului si valorilor deplasarilor i tensiunilor interioare in diferite straturi ale acoperirilor de pe piesele
reconditionate cu compozite polimerice. Acest lucru, in final, va contribui la sporirea preciziei calcului
ajustajelor cu strangere si, implicit, la sporirea fiabilitatii imbindarilor respective.

MATERIAL SI METODA

Modelele matematice pentru campul de temperaturi formate in interiorul acoperirilor de polimer au
fost formulate cu ajutorul functiilor Green. Pentru prezentarea grafica a functiei Green si a temperaturilor
in diferite straturi ale acoperirilor din materiale compozite polimerice, in functie de locul stratului de
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polimer unde este necesar sa se estimeze valoarea temperaturii, a fost folosit softul Maple 15. Cu
ajutorul acestuia pot fi construite grafice pentru diferite conditii de exploatare. Pentru exemplificare se
prezinta graficele deplasarilor si tensiunilor pentru un caz concret de imbinare a cérei piesa cuprinzatoare
este reconditionatd prin compensarea uzurii cu materiale compozite formate pe bazd de polimeri.
Pentru validarea rezultatelor obtinute, expresiile analitice s-au determinat prin doud metode: metoda
integrarii directe si metoda functiilor Green.

REZULTATE SI DISCUTII
I. Formularea matematica a problemei Dirichlet de determinare a temperaturii axial
simetrice in cilindrul cu peretii grosi
Pentru determinarea temperaturii 7(r) in stratul circular ¥ =(r, <r<r,0 < < 27) este necesar
sd se rezolve urmatoarea ecuatie diferentiala:

d’1(r)  1d7(r)__S(r) (),

dr’  r dr a

cu anumite conditii de limitd pentru 7'(r) (in aceastd lucrare se vor studia conditiile de limita de tip

Dirichlet). In ecuatia (1), S(r) si a sunt, respectiv, sursa de céldurd si conductibilitatea termicd. Vom

prezenta doua metode de rezolvare a acestei ecuatii: Metoda integrarii directe si Metoda functiei Green.
II. Metoda integrarii directe
Solutia generald a ecuatiei diferentiale neomogene (1) se obtine ca suma solutiei generale a ecuatiei

omogene S =0 si a solutiei particulare a ecuatiei neomogene S = ( (Melnikov, Yu. 1995):

T(r)=T,(r)+T,(r) (2a)
Solutia generala a ecuatiei (1) omogend se determind dupa formula
Tgo(r):C, Inr+C, (2b),

unde 7 si 1 sunt doud solutii particulare linear independente, iar C, si C, sunt constante arbitrare de

integrare. In cazul unei surse constante de caldura S(r) =S = const

Tp(r):—%rz 3)

Remarcdm cd aceasta solutie poate fi obtinuta in baza solutiei (2b) considerdnd C, si C, functii de
raza r, cu aplicarea metodei variatiei constantelor de integrare, care insa implicad un volum mare de
munca. Aceastd metoda trebuie repetatd pentru fiecare functie concreta S(7).

In cazul cand S(r) = S = const, substituind (3) si (2b) in (2a) obtinem urmatoarea expresie finala
generald pentru temperatura:

1
T(r):C,an+C2—Za’1Sr2 ),

in care constantele arbitrare de integrare C, si C, se vor determina din conditiile termice de limita
pe conturele I', =(r=r,,0<@<2r) si I, =(r=r,,0<¢p<2n).

In cazul problemei de limita Dirichlet, aceste conditii se vor formula astfel:

T(r=r1)=T1;T(r=r2)=T2 ®)

Coeficientii arbitrari de integrare C, si C, din solutia (4) se vor determina din conditiile de limita (5).
Introducem (4) 1n (5) si obtinem urmatorul sistem de ecuatii:

1
C,Inr,+C, =Za”Sr,2+T,

(6)

C,Inr,+C, =§a”Sr; +T,

Solutia sistemului (6) o obtinem cu aplicarea metodei lui Kramer:
determinantul principal se calculeaza prin relatia:
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an] ]]‘:Zni (7)

Inr
2 r,
iar determinantii secundari — prin urmatoarea formula:
1 _
7° 'SP +T, 1

D, =|4 =—a”'S(7 - )+ (1,-T,) (8)
Za"Sr;+T2 1 4

D, = 4 =la’1S(r; Inr, -7 In r2)+ (TZ Inr, —T,lnrz). )

Coeficientii sunt

-1
D 1 _ 7,
C, :E] = [Za IS(rf _r22)+ (T, —TZ)}{MF—:J (10)
D, [1 :
- r
C, :ﬁ:[za ’S(r; Inr,—r} lnr2)+(T2 Inv, —T,lnrz)}[lnr—j (11)

Substituind (10) si (11) in (4) obtinem solutia finala in urmatoarea forma:

-1
T(r) = [ln QJ {é a’S[(rf -7 )ln r+ (r; Inv, -1 Inr, )— [ln iJr2J+ T, In’ - T,In ri} (12)

rZ rZ rZ 1

III. Metoda functiei Green

Aceastda metoda a fost aplicata la calculul starii de deformatii §i tensiuni la piesele reconditionate cu
straturi compensatoare de uzura (Seremet, V. et al. 2004) si la calculul ajustajelor restabilite cu compozite
polimerice (Seremet, V. et al. 2005). In aceasta lucrare, metoda functiei Green se aplici la determinarea
campului de temperaturi in acoperirile polimerice necesar pentru calculul deplasarilor termoelastice si
tensiunilor termice.

IV. Construirea functiei Green pentru ecuatia (1)

Ecuatia diferentiala pentru construirea functiei Green a ecuatiei (1) se va prezenta astfel:

zm{%%%}gr(,g p)==8(r—p) (13),

unde G,(r,p) este functia Green, 5(r— p) - functia Dirac. Pentru construirea functiei Green vom

folosi algoritmul expus in monografia lui Yu. Melnikov (1995). Deoarece solutia ecuatiei omogene (1)
se scrie sub forma (2b), functia Green pentru ecuatia (13) o vom prezenta in felul urmator:

Gy=c,+c,Inr;r,<r<p
G. = T 1 2 » Iy
! {Gﬁzk,+kﬁnr;p£r£rz (14)
unde G}, G sunt expresiile functiei Green pentru zonele din stinga si dreapta raportate la punctul de

aplicare p a sursei unitare de caldura - 5(r — p). Conform acestui algoritm, conditiile de conjugare a
functiei Green (14) pot fi calculate astfel:

Gi(r=p)=G;(r=p) (152)
d ., d ., 1
dr T(r p) dr T(r p) 2rp (15b)

Substituind expresiile (14) in (15a), (15b) vom obtine urmatorul sistem de ecuatii:
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¢, —k, =—(cz —kz)lnp

1 1 (16)
ek o=l
p 2mp
Solutia sistemului (16) este:
1 1
k1201+%h’lp; kZZCZ—% (17)

Introducem (17) in (14) si obtinem expresia generald pentru functia Green sub urmatoarea forma:

s o__ .
G, =c,+c,lnr;r,<r<p

G, = (1),

Gl =G; ——lni; p<r<r,
2 p
unde constantele arbitrare de integrare ¢, ¢, se vor determina din diverse conditii de limita pe contururile
r=r, si r=r,.Conditiile de limitd de tip Dirichlet se scriu in felul urmétor:
G'(r=r)=0; G'(r=r)=0 (19)
Substituind expresiile (18) in (19) obtinem sistemul de ecuatii:

¢, +c,lnr,=0

(20).
c,+c,lnr, = Llnr—z
2t p
Folosind metoda Iui Cramer expusa mai sus, obtinem constantele:
] -1 ] -1
c, =— InlL lnr—zlnr, sic,=—— | 2 (21)
2r\ r, p 2r\  r, p
Substituind (21) in (18), obtinem expresia finald pentru functia Green sub doud forme:
S ] -1 lnr—zlni;r,ﬁrﬁp
Grz{gi}}z——[ nij f ’;j .y (22a) sau
T T\ ) \lnZin—+In—In-L; p<r<r,
p o n p 5
S ] A lnr—zlni;r,ﬁrﬁp
G, = {gg} - ——[ln—’J P . (22b).
r m\ ln—zlnﬁ;pﬁrﬁrz
ror

1. Formule integrale pentru temperatura 7 (r)

Folosind functia Green (22a) sau (22b) se poate obtine solutia problemei de limita (1) si (5) sub
forma de integrale:

Formula generala

dI', (23a) care reprezintd un

p=r

T(r)= J%”)Gr(r’ p)dV - ITI dG;,Sr,P)

v r, p

dr,- [T, —dG;,S’"’ )

r; P

p=n

caz particular (problema de o singurd dimensiune) a formulei integrale a problemei tridimensionale
(Kartasov, E.M. 2001).

Deoarece in (23a) dV = pdedp , dI', =r,de, dI', =r,dp obtinem

dG,(r,p)
rd(p_T —_r\ > rJ
1 2'('). dn

p=ry 4

n2n

T(r)= é] [ ()G, (r. p)odpde - T,T—dG;,Sr’ )

rn 0 p

rde (23b)

p=r
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Daca in (23b) consideram S(p)= S =const si calculam integralele pe d¢, se obtin formulele

particulare pentru T(r).

V. Formule particulare

In functie de expresiile identice ale functiei Green folosite — (22a) sau (22b) —, formula generala
(23b) se va scrie in doua forme:

bl. Formula particulara in care se foloseste expresia (22a) a functiei Green:

T(r) _2z Sj G, (r, p)pdp + Z—nSI G_T(r p)pdp + F(r) (24a), unde
a a
-1
G, (r, p):—i[znij mnlm!. (24b)
2r p
d K
F(r)=2n me - TJZM (24c)
p p=ry dp p=r
b2. Formula particulara in care se foloseste expresia (22b) a functiei Green:
2% | ¢ T |
T(r)sz{'[ G; (r,p)pdp+'[GT(r,p)pdp +F(r) (244).

Calculand integralele (24a) - (24d) obtinute prin substitutia respectiva a expresiilor (22a) si (22b)
pentru functia Green, ne putem convinge ca expresiile pentru temperatura T(r), obtinute prin metoda
functiei Green, coincid cu expresia (12) obtinuta prin metoda integrarii directe.

Folosind softul Maple 15 a fost construit graficul functiei Green G, din expresiile identice (22a) si
(22b) la urmétoarele valori ale marimilor: », =0./m , r, = 0.3m . De asemenea, a fost construit graficul
temperaturii 7(7) din formula (12) la urmatoarele valori ale constantelor: conductibilitatea termica -
a=0.2 (W/ mK ) (pentru polimerul Polypropylene), sursa de caldura - § =70 (W/ m’ ), si ale marimilor:

r,=0.Im, r,=03m, T,=25K si T, =50K . Ambele grafice sunt prezentate in figura 1.

Din figura /a putem conclude ca conditiile de limita (19) si de conjugare (15a) si (15b) sunt satisfacute.
Din figura 15 se observa cé conditiile de limita (5), de asemenea, sunt satisfacute.

Modelul matematic (12) poate fi aplicat pentru campul de temperaturi generate in grosimea
acoperirilor polimerice din imbinarile cu strangere atat la rezolvarea problemelor de conductibilitate

a) )
0.04 30
145 4
0.03 ]
40
GT 0.02 4 T[K]
35
0.01 ]
30
R o S e S AL S S m B R S e e e S I T
0.10 0.13 020 023 030 0.10 0.15 020 0.25 0.30
r[m] rm]

Figura 1. Graficul functiei Green G, (a) si graficul temperaturii T (b)
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termica, cat si a celor de termoelasticitate, deplasare si tensiuni, care sunt necesare pentru calculul
ajustajelor imbinarilor cu stdngere renovate cu materiale compozite polimerice.

CONCLUZII

1. Rezultatele obtinute prin metoda integrarii directe si prin metoda functiei Green pentru temperatura
T(r) coincid si se scriu sub forma analitica (12).

2. Comparand rezultatele obtinute in solutia finala cu privire la calculul cAmpului de temperaturi
(12) prin metoda integrarii i metoda Green, constatim cé mai avantajoasa este totusi metoda Green,
lucru ce este argumentat de faptul c&, pentru orice functie S(7), prin metoda functiei Green se calculeaza
integrala respectiva, iar prin metoda integrarii directe solutiile particulare a ecuatiei (1) necesita repetarea
procedurii anevoioase a metodei variatiei constantelor de integrare.

3. Rezultatele obtinute pentru campul de temperaturd (12) reprezinta o parte componentda a
cercetarilor ce vizeaza calculul ajustajelor cu strangere renovate prin compensarea uzurii prin aplicarea
straturilor de materiale compozite polimerice.
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