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Abstract. In acest articol se studiatd cicloida cu ajutorul calcului integral si apoi problema celei mai
rapide cobordri fard alunecare a unui corp sub actiunea fortei gravitationale. Aceasta problema se
rezolva cu ajutorul calculului diferential, aplicand aspectul geometric al problemei. Se determina
mai intdi ecuatiile cicloidei, lungimea unui arc al ei si aria marginita de el si axa OX. Apoi se studiaza
problema celei mai rapide coborari si se deduce ecuatia diferentiald a curbei ce reprezinta solutia
acestei probleme. Se arata, ca cicloida este curba celei mai rapide cobordri si are, de asemenea,
proprietatea tautocronismului, prin care Huygens a imbunatatit pendulul lui Galileo.

Cuvinte-cheie: cicloida, calcul integral si diferential, curba Brahistocrone , ecuatia diferentiala a
curbei celei mai rapide cobordri, tautocronism.

Introducere

In natura si stiintd existd o multime de lucruri interesante, misterioase. Multe din ele se
studiaza in cadrul orelor de matematica si fizica. Astfel, in cadrul lectiilor de matematica am studiat
diferite linii remarcabile, una dintre care fiind cicloida - o adevarata «enigma a matematicii si naturii».
Cicloida estre o curba trasata de un punct al unui cerc ce se rostogoleste fara alunecare pe o dreapta.
Cicloida are proprietati remarcabile, pe care le vom analiza cu ajutorul formulelor matematice,
aplicand legile fizicii. Vom calcula lungimea unui arc al cicloidei si aria marginita de el si axa OX.
Apoi vom studia problema celei mai rapide coborari si vom deduce ecuatia diferentiald a curbei ce
reprezinta solutia acestei probleme. Vom ardta, ca tocmai cicloida este solutia problemei. De
mentionat, ca cicloida are multe aplicatii in diferite domenii, asa ca mecanica, hidraulica, constructii
etc. Aceastd curbd remarcabild joacd un rol important in crearea diferitor dispozitive. Astfel gasim
aplicatii ale cicloidei si In unele sporturi, de exemplu in crearea de piste si trambuline pentru
skateboarding si schi.

1. Definitia cicloidei, graficul si ecuatiile ei parametrice
Cicloida a fost studiata de Nicolaus Cusanus si mai tarziu de Mersenne. A fost denumitd astfel
de catre Galileo in 1599. Cicloida a fost numita ,,Elena geometrilor” deoarece a cauzat certuri
frecvente intre matematicienii secolului al XVII-lea.
Cicloida este o curba plana descrisa de traiectoria unui punct fix de pe un cerc de raza R, care
se rostogoleste fara alunecare pe o dreapta fixa - axa OX (figura 1).
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Din figura 1, deducem ecuatiile parametrice ale cicloidei. Observam,cd  y = CA — CB.
Lungimea segmentului CA este egala cu raza cercului (CA = R), iar lungimea segmentul CB il vom
exprima din ACBM — dreptunghic, in care m(< B) = 90°, CM = R. Obtinem, ca

CB =CMcost =Rcost. Astfel, am dedus ecuatia parametrica pentru variabila y :
y =R —Rcost =R(1—cost) (1.1)

De asemenea din figura 1 observam,cd x = OA — 0A;  Cum cercul se misca fara
alunecare, avem, ci 0OA = AM = Rt. Din ACBM deducem, ci AA; = MB = Rsint.
Prin urmare, ecuatia parametrica pentru variabila x va fi

x =Rt —Rsint = R(t —sint) (1.2)
Astfel, ecuatiile parametrice ale cicloidei sunt date de formulele (1.1) si (1.2).
2: Calculul lungimii si ariei unui arc de cicloida
In figura 2 este reprezentat un arc al cicloidei, obtinut la rostogolirea unui punct situat pe un

cerc de raza R.

Y A

2wR X

Figura 2

Lungimea acestui arc al cicloidei se calculeaza cu ajutorul integralei curbilinii, aplicand
formula:

L=[ds , ds=(x)2+ (y)%dt (2.1)

unde in baza formulelor (1.1) si (1.2) avem: x = R(t —sint), y = R(1 — cost),t €
[0;2n] (2.2)
Inlocuim relatiile (2.2) 1n (2.1) si obtinem :

21
lzf VR%(2 —2cost)dt
0

2T

2
[ = f 2Rsin(0,5t) dt = 2Rf sin(0,5t) dt =
0 0

T
== 4RJ- sin(x) dx = 4R(—cos(x))|§ = 8R (2.3)
0
Formula de calcul a ariei figurii marginite de un arc al cicloidei si axa OX este:
2T
Af = f ydx (2.4)
0
2T 3 1 2T
Ap = j R?*(1 — cost)?dt = RZ(Et— ZSint+§costsin t)| = 3mR? (2.5)
0 0

Concluzie: Lungimea cicloidei [ = 8R iar aria Ay = 3mR?
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3. Problema celei mai rapide coboriri si solutionarea ei

Se spune, cd Galileo (1564-1642) a prezentat pentru prima datd aceastd problemd care mai este
cunoscutd si sub numele de problema determinarii curbei Brahistocrone. Curba data a fost numita
ulterior brahistocrona (din greaca fpoyiarog - cea mai scurtd si ypovog - timp) - traiectoria celei mai
rapide coborari. Problema a fost rezolvatd independent in moduri diferite de Leibniz, Jacob Bernoulli
(fratele lui I. Bernoulli), G. Lopital, I. Newton si Johann Bernoulli nsusi. Aceasta a fost prima
problema de calcul variational, o ramurd a matematicii care nu fusese incad creata la acea vreme.
Solutia lui J. Bernoulli s-a remarcat fata de toate cele prezentate atat prin non-trivialitatea sa, cat si
prin caracterul comun al metodelor utilizate .

e Primul principiu de la care J. Bernoulli a procedat la rezolvare a fost ca, daca o curba are vreo
proprietate, atunci orice parte a acesteia trebuie sa aiba aceeasi proprietate. Aceastd idee a
facut posibild descompunerea unei sarcini complexe in mai multe sarcini mai simple.

e Al doilea principiu este o idee foarte originala de aplicare a legilor opticii in mecanicd. Legea
opticii In cauza se numeste principiul lui Fermat: Dintre toate cdile posibile, lumina alege
calea care dureaza cel mai putin timp.

e Din acest singur postulat urmeaza toate legile opticii geometrice, in special legea refractiei
luminii la granita a doud medii, descoperitd de olandezul W. Snell (van Snel van Royen) in
1621.

A

Figura 3

Din figura 3 poate fi dedus ca,

vy

cosa

=c (3.1)

unde c- este coeficientul de proportionalitate, iar a- unghiul dintre tangenta dusa in punctul cu
coordonatele (x, y) al curbei si axa OX.

Cunoastem, ca panta tangentei la graficul unei functii este egald cu derivata functiei calculata
in punctul de tangenta:

k=y' =tga. (3.2)

Exprimidm cos o din identitatea 1 + tg?a = —

si obtinem ca

cosa = 1//(1+ (tg?a) (3.3)
Din (3.2) si (3.3) obtinem:

1

cosa = \/Ty’)z (34)
Inlocuind (3.4) in ecuatia (3.1) obtinem ecuatia diferentiald a curbei celei mai rapide cobordri:
y(1+@)?) =c? (3.5)
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Vom ardta acum, ca cicloida este solutia ecuatiei (3.5).
Folosind ecuatiile parametrice ale cicloidei (1.1) si (1.2) deducem, ca:

y _dy _y'dt _ Rsint _ sint (3.6)
y (x)  dx x'dt R(1-cost) 1-cost :

Inlocuind expresiile (1.1) si (3.6) in ecuatia (3.5), obtinem:
(1 — cost)? + sin’t
(1 —cost)?

y(1+4 (¥)2) = R(1 — cost) [1 + %} = R(1 — cost)

1 —2cost + cos?t + sin®t

1—cost
Prin urmare, cicloida este o solutie a ecuatiei celei mai rapide coborari cu c¢? = 2R.
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