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Abstract: Teorema Sharkovski formuleaza relatii dintre perioadele posibile ale punctelor periodice ale unei functii
continui pe segment. Teorema Sharkovski in expunerea extinsa contine si afirmatii despre separarea perioadelor (in
literaturd se numeste uneori ,,inversa’” teoremei lui Sharkovski). Cu alte cuvinte se afirma ca pentru orice doud numere

m < n, se poate gdsi o functie T .1 — | care are puncte n - periodice si n-are puncte m - periodice.

Cuvinte cheie: Punct fix, punct periodic, teorema Sharkovski, teoria haosului.

In cele ce urmeazd vom prezenta o demonstratie constructiva a acestei inversei teoremei lui Sharkovski.
A. Sharkovski in 1964 a demonstrat o teorema devenita celebrd. Din mai multe considerente, acest rezultat
nu a devenit imediat cunoscut de catre toti specialistii. S-a intimplat ca unele elemente ale teoremei
Sharkovski sa fie ulterior descoperite si de alti autori (Li, Yorke). Dar in literaturd teorema a rdmas cu
numele lui Sharkovski.

Ideea teoremei lui Sharkovski contine asa numita rearanjare (Sharkovski) a tuturor numerelor naturale:
3<5<7<9<...<2:3<2:5<2:7<2:9<...<2%3<2%5<2° 7<2%-9<...<...<23<2°<2<1.
1)

Semnul ,,<” dintre numere permite notarea: elementul se afla mai la stinga (in ordinea Sharkovski) de
altul.

Teorema 1 (Sharkovski). Daca f are punct de perioadd m, atunci pentru orice n astfel incit m < n, f are
punct periodic de perioada n.
Demonstrarea teoremei inverse Sharkovski se va baza pe citeva leme.

Lema 1. Pentru ¥n>1 ne Nexistd o functie f,(X) liniard, continud, care are puncte de perioada
(2n+3) si nu are puncte de perioada (2n+1).

(n+Dx+1, x e[L2]

-Xx+2n+5  xe(2,n+2]

fn(x) = )

—-2x+3n+7, xe(h+2,n+3]
-Xx+2n+4, xe(n+32n+3]

Lema 1 ne permite deplasarea functiei de separare a perioadelor, pe primul ,,subsir” al sirului (1).
Definitie. Fie functia f :[11+h]—[L1+h], consideram functia continua

f(xX)+2h, xe[11+h]
f:[11+3h] —>[11+3h], F(x): liniar, xe(@+hl+2h) |, 3
Xx—2h, xe[l+2h1+3h]

(liniar - graficul functiei f pe domeniul (1+h,1+2h) reprezinta un segment ce uneste punctele
(@+h, f@+h)) si @+2h, fL+2h))).

Lema 2. Functia f are puncte periodice de perioda k dacé si numai daca functia f are puncte periodice
de perioada 2k .
Lema 2 ne permite deplasatea functiei de separare a perioadelor, pe ultimul ,,subsir” al sirului (1).
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Lema 3. Daca functia f are puncte periodice de perioada 2K (2n+3) si nu are puncte periodice de
perioada 2k(2n +1), atunci f are puncte periodice de perioada 2k+1(2n +3) si nu are puncte periodice de

perioada 2¢*1(2n+1).

Lema 3 ne permite deplasatea functiei de separare a perioadelor, de pe un ,,subsir” pe altul 1n sirului (1), cu
conditia ca aceasta functie nu se afla la inceputul caruiva ,,subsir”.

Pentru completarea teoremei se mai demonstreaza o lema conform careia se poate de deplasat functia de
separare a perioadelor dintr-un ,,subsir” in altul chiar dacé aceasta se v-a afla la inceputul ,,subsirului”.

Lema 4. Existd o functie liniard continud care are puncte periodice de perioada 6 si nu are puncte
periodice de perioada impara.

X+1,xe[L2]

—2x+7,xe (23] (4)

fo(X)={

Teorema 1 (inversa teoremei Sharkovski). Pentru fiecare numar intreg pozitiv n exista o functie continua
f:1 —1 carenuare puncte m-periodice si are puncte n-periodice, unde m < n.
Demonstratie: In continuare vom prezenta algoritmul de constructic a functiei care are puncte n-

periodice si nu are puncte m-periodice pentru m < n:
I. Pentru a construi o functie care are puncte periodice de perioada 2K (2n+3) si nu are puncte periodice
de perioada 2K (2n+1) pentru n,k e N, n>1 procedam in felul urmator:

1) construim functia f, .

2) construim f,, apoi f,, f, pina cind functia f, v-a avea k ,,~” deasupra. Notdm aceasta functie cu

K
frh -
II. Pentru a construi o functie care are puncte de periodice de perioada 2k.3 si nu are puncte periodice
de perioada 2k_1(2j +1), j,keN, k>1 procedam in felul urmator:

1) construim functia fg,
k
2) construim functia fg .
K
Conform lemelor 2 si 4 functia fg are puncte de perioada 2k.3 si nu are puncte periodice de perioade

aflate mai la stinga de 2k.3.

III. Pentru a construi o functie care are puncte periodice de perioada 2K si nu are puncte periodice de
k-1
perioada construim functia ¢ . Unde g:[L2] >[L2] si g=-x+3 aceastd functie are puncte 2-
periodice si nu are puncte 4-periodice.
Astfel am demonstrat Teorema inversa Sharkovski.

2k+1
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