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Geometria - mijloc evolutiv de
comunicare interactiva

Prof. Stefan Andrei,
Buhusi

Abstract: Resulted from practical necessities, “earth measurement”, geometry, by
the construction of shapes or of measurement instruments, achieves the
communication between persons and generations as well as the feedback with the
daily activities. The paper insists on the aspect of interactive communication of
certain concrete elements of plan geometry, such as the points or straight or curved
lines and their properties such as, for instance, the not at all geometric aspect.

Prin construirea unor figuri, geometrice sau nu, cucutenienii de acum
cinci mii de ani, sau chinezii, sau egiptenii, au transmis multe informatii atat
semenilor lor, asigurand feed-back-ul cu activitatile umane cotidiene, cét si
generatiilor urmatoare. Aceste figuri au fost realizate pe nisip, pe papirus, pe
vase de lut, pe peretii unor pesteri sau constructii ca piramide ori locuinte,
pe hartie, ...etc, si au constituit esenta unor cunostinte din stiintele exacte si
din artd, adica din domenii mai putin, sau poate, mult mai, exacte.

Vechii chinezi desenau o figurda geometrica si sub ea scriau
»PRIVESTE !” — un singur cuvant, dar cu cate semnificatii?

Acum, fiecare problema, are un text, un sir de mai multe cuvinte,
text care trebuie sd respecte anumite reguli, de gramatica, de logica, ...etc.,
fiecare, cu importanta si rolul ei. Exista diferite instrumente sau dispozitive
pentru construirea sau prezentarea unor figuri sau corpuri geometrice cu
scopul stimularii imaginatiei, interactivitatii si a gandirii in general.

Instrumentele de masurd, din orice domeniu, constituie elemente
interactive de comunicare intre semeni sau intre generatii, atat prin
instructiunile de utilizare cat si prin simpla manipulare. Geometria, tehnica,
arta si chiar gandirea, in general, au evoluat odata cu instrumentele de
masura si de lucru curent in fiecare meserie.

Noi, trebuie sa asiguram o legatura intre cucutenii de acum cinci mii
de ani si cei de peste alte cinci. Acum, figurile se realizeaza pe calculator,
prin programe in diverse limbaje si se pastreaza pe suporturi moderne de
memorie.

Avand in vedere cd legea evolutiei sociale, ca si a celei biologice in
general, este de naturd exponentiala, sigur, si In aceastd directie, se obtin
rezultate spectaculoase in perioade de timp din ce in ce mai scurte.
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In lucrare se insistd asupra aspectului de comunicare interactiva a
unor elemente concrete, remarcabile, de geometrie plana, cum ar fi puncte
sau linii, drepte sau curbe, si a unor proprietati ale lor ca, de exemplu,
calitatea de loc geometric.

1. Exemple de locuri geometrice

Domnul profesor universitar dr. Ing. Simion Alexandru, de la
Universitatea Tehnicd “ Gh. Asachi” din lasi, a prezentat, in unul din
simpozioanele precedente, un exemplu de evolutie din matematica, referitor
la puncte conjugate armonic. Sustinem ideile dumnealui prin cateva scurte
programe in limbajul Java. Ca problema de matematica o prima formulare ar
putea fi.

11 Sa se afle locul geometric al tuturor punctelor C de pe
dreapta AB care impart segmentul AB in raportul CA / CB = k, un numar
real.

Programul, pune in evidentd punctele A,B,C precum si un alt punct,
Cl1, conjugat armonic cu C in raport cu A, B, ca in Fig.1 ,dar si multe alte
proprietati ale punctelor conjugate armonic.Acestea se pot vedea concret
schimband distanta AB=d sau raportul k, in ,butoanele” din program.
Interesante sunt cazurile: k<0, k>0, k=1, k= -1, k=0, sau daca luam segmente
orientate, etc.

Evidentiem unele proprietati ca:

e pentru k<0, punctele C se afld intre A si B, iar C1, pentru care
C1A/C1B = -k, in exteriorul segmentului [AB];

e pentru k =0 , punctele C si C1 se apropie de B;

e pentru k—0 , punctele C si C1 se apropie de A;
e pe dreaptd, locul geometric este format din unul sau doua
puncte, etc.

R !:Fl—:{:—"" 207 o34 | g%: _
~ [i:] ' S se afle locul geometiic al tuturor punctelor D din plan care
Saseale [:ul;e[ne\nnaILIu\J'\[&r:\e\anjz pe dreapta AB care 1, conugad armnce alli impart segmentul AB in raportul DA DB = k, un numar real dat.
mpart segmentul ABin raporhl CAY 8= K, urnumar real dat. _
fatade A siE.
ik

Fig.1 Fig.2
Toate acestea se pot exersa direct cu ajutorul programului

»cucutenis”.
O a doua formulare ar putea fi urmétoarea:
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1.2 Sa se afle locul geometric al tuturor punctelor D din plan care
impart segmentul AB in raportul IDA /DBI = k, un numar real, pozitiv
(Fig.2).

Observatii:

e Punctele locului geometric vor fi acum situate pe un cerc, cercul de
diametru CC1.

e Aici nu are sens k<0.

e (Cand k se mareste, cercul se micsoreaza si invers, punctul B fiind mereu
in interiorul cercului pentru k > 1.

e Pentru k < 1, punctul A se va afla in interiorul cercului, cu cat k este mai
aproape de 1, cu atét cercul este mai mare. Putem considera ca pentru k=1,
cercul are raza infinitd si noi 1l percepem ca pe o dreaptd, tocmai
mediatoarea segmentului AB.

e Bisectoarele interioard si exterioara ale unghiului  ADB sunt (DC si
(DC1, perpendiculare intre ele.

Concretizarea acestora se poate vedea In programele “cucuteni6”
“cucuteni7” si “cucuteni8”. Studiul aprofundat al acestor proprietdti ale
punctelor conjugate armonic, a dus la aparitia unei noi ramuri a matematicii,
geometria proiectiva si chiar a celorlalte geometrii “neeuclidiene”.

Cred ca nu gresim dacd admitem ca aceste notiuni au avut un impact si in
arta, In pictura, arhitecturd, sculptura, fotografie, etc. impér‘;irea in medie si
extrema ratie, sau “raportul de aur”, numarul fi=a/b=(at+b)/a=1,618..., a
legat, peste veacuri, pe anticul Phideas cu “modernul” Fibonacci, un
precursor al renasterii, precum si, intre ele, multe ramuri ale matematicii,
tehnicii, artei. Inainte de aparitia algebrei, a existat o “algebra geometrica”,

metoda practica de rezolvare a unor ecuatii.
package cucuteni?7;

import java.awt.*;

import java.awt.event.*;

import java.applet.Applet;

import java.lang.*;

public class Appletl extends Applet implements
ActionListener

{int ae;

double ca,tr;

TextField t d,t k,t u;

Button d; Button k; Button u;

public Appletl ()

{d= new Button ("d"):; k= new Button ("k"); u= new
Button ("u") ;

t d=new TextField("",5);

t k=new TextField("",5);

t u=new TextField("",5);
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add(t_d); add(d); add(t_k); add(k); add(t u);
add (u) ;
d.addActionListener (this);
k.addActionListener (this) ;
u.addActionListener (this);
}
public void actionPerformed (ActionEvent e)
{String ei,eb,ur;
if (e.getSource ()==d)
{ei=t d.getText();
ae=Integer.parselnt (ei);
}
if (e.getSource ()==k)
{eb=t_k.getText();
ca=Double.parseDouble (eb) ;
}
if (e.getSource ()==u)
{ ur=t k.getText();
tr=Double.parseDouble (ur) ;
}
repaint () ;
}
public void paint (Graphics g)
{
setBackground (Color.yellow) ;
g.setColor (Color.blue);
deseneaza triunghi (g,ae,ca,tr);
}
public void deseneaza triunghi (Graphics g, int d, double
k, double u)
{int i=1,xA=100,xB,xC,xCl, y0=300, xCerc;
ouble pi=3.141592653;
if (ca<0)
k=-ca;
g.setColor (Color.blue);
g.drawString("Sa se afle locul geometric al tuturor
punctelor D din plan care ",10,50);
g.drawString ("impart sagmentul AB in raportul DA / DB =
k, un numar real dat.",10,65);

g.drawString ("DA",500,20);
g.drawString ("----- = k ;",500,30);
g.drawString ("DB",500,40);
g.setColor (Color.red);
g.drawString ("= "+k,550,30);
g.setColor (Color.red);
g.drawString ("= "+k,550,30);
g.setColor (Color.blue);
g.drawLine (10,y0,690,v0);
xB=xA+d;

if (k==1)

{xCl=(int) ((xA+xB) /2) ;
g.drawString ("*",xA,y0+8) ;
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.drawString
.drawString

"A",xA,vy0-10) ;

"x, xB,y0+8) ;

.drawString ("B",xB,y0-10) ;

.drawString ("*",xC1l,y0+8) ;
.drawString("C1",xC1l,y0-10);

.setColor (Color.red);

.drawString ("C se afla la infinit"™,20,80);
.drawLine (xC1,20,xC1,580);

—~Q QQuQuQYuQuuuuQ

else
{xC=(int) ((xA-k*xB)/(1-k));
if (k==-1)
{ g.setColor (Color.red);
g.drawString ("C1 se afla la infinit",20,80);} ;
g.setColor (Color.blue);
xCl=(int) ((xA+k*xB)/ (1+k));
g.drawString ("*",xA,y0+8);
g.drawString ("A",xA,y0-10) ;
g.drawString ("*",xB,y0+8) ;
.drawString ("B", xB,y0-10) ;
.drawString ("*",xC,y0+8);
.drawString ("C",xC,y0-10) ;
.drawString ("*",xC1l,y0+8);
g.drawString ("C1",xC1l,y0-10);
int R=(int)Math.abs ((xC-xCl)/2);
if (xC<xC1l)
xCerc=xC;
else
xCerc=xCl;
g.drawOval (xCerc,y0-R, 2*R, 2*R) ;
double xD=R*Math.sin(pi/2-u);
double yD=R*Math.sin (u);
int xDl=(int) xD;
int yDl=(int) yD;
g.drawString ("*",xCerc+R+xD1l, yO0+8-yD1) ;
g.drawString ("D",xCerc+R+xD1+5,y0-yD1l) ;
g.drawlLine (xCerc+R+xD1, y0-yD1,xA, y0) ;
g.drawlLine (xCerc+R+xD1, y0-yD1l,xB,vO0) ;
g.setColor (Color.red);
g.drawlLine (xCerc+R+xD1, y0-yD1l,xC,vO0) ;
g.drawlLine (xCerc+R+xD1, y0-yD1,xC1l,y0) ;
/*g.drawString ("xD1="+xD1,30,50) ;
.drawString ("yD1="+yD1,30,70) ;
.drawString ("R="+R, 30, 90) ;
.drawString ("xCerc="+xCerc,30,110);
.drawString ("cos u="+Math.cos(u),30,130);
.drawString ("xC="+xC, 30,150);*/ };}

g
g
g
g

—Q QQuQuQ
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Fig.3 Fig.4

13 Sa se afle locul geometric al tuturor punctelor D din spatiu care
impart segmentul
AB in raportul IDA /DBI =k, un numar real, pozitiv (Fig.3).

In concluzie, locul geometric poate fi constituit dintr-un numar finit de
puncte, dintr-un numar infinit de puncte situate pe o dreapta sau o linie curba
sau o reuniune a lor, sau multimea vida in cazul unei cerinte absurde.

1.4Pe tangenta dusa intr-un punct fix A al cercului (C) se ia un punct mobil
M. Se duce din M a doua tangenta la cerc, punctul de contact fiind N. Se
cere locul geometric al ortocentrului triunghiul/ui AMN, cind M descre
tangenta in A.

Acesta este un semicerc (Fig.4), exclusiv punctual cel mai de jos al
lui (mijlocul).
1.58e considera, in plan, un triunghi isoscel ABC (AB=AC) si punctele
variabile P situat pe (AB)0 si Q pe (AC) astfel ca BP=AQ. Fie O mijlocul
segmentului (PQ). Sa se afle locul geometric al punctului O.

Problema a aparut uneori in manualul de clasa a VI-a, alteori in clasa a [X-a
sau a Xl-a. Prezintd un interes metodic deosebit. Se poate rezolva prin mai
multe metode.

Demonstratia, atdt pentru aspectul direct, Fig.5 si Fig.7, cat si
reciproc, Fig.6 se poate prezenta 1in cursul rularii programului
“LocLinieMijlocie”.

Locul geometric este linia mijlocie deschisa, pentruca si segmentele (AB) si
(AC) au fost considerate tot deschise.

] [0

S2c0nsidera un Fir situatie (481 i 3 pe () astel ca EP=AR
Fiz 0 miloc segms ety .
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4
geometric L
anc

Fig.6 ' Fig.7

Locul geometric este multimea tuturor punctelor care au o anumita
proprietate P.

De aici deriva aspectul direct si cel reciproc, necesitatea si suficienta,
formularea cu “dacd i numai dacd” din rezolvarea acestor probleme.

Demonstrarea afirmatilor directe si reciproce se poate face cu o
singura figura, de cele mai multe ori cu doud figuri, una pentru afirmatia
directa si alta pentu reciproca, figuri care, de foarte multe ori , in final, sunt
identice, deosebirea constdnd i1n faptul cd elementele figurii au fost
construite in alta ordine. Uneori chiar difera figurile folosite la aspectul
direct si cel reciproc.

La anumite probleme, la anumite clase, sunt necesare mai multe
figuri, n, asemenea cazuri, calculatorul fiind de un mare ajutor.

16 Graficul unei functii.
Imaginea graficului unei functii este multimea punctelor din plan, M(x,y),
unde y=f(x), iar f este legea de corespondentd a unei functii f : R --->R,
adica, un loc geometric . Prin abuz de limbaj se spune graficul functiei i nu
imaginea graficului functiei. De exemplu f : R—>R, f(x)=ax+sin(bx)+c,
unde a,b,c sunt niste parametri reali, are graficul de forma data in Fig.8
realizata cu programul “grafice2”. R

a0 i) i e ] S, ,;_‘ =

Care 88 nterseckata o4 prma n L S e cul geamec destrs de L

a=04p=220=13

Fig.8
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1.7 In plan, se dau doud cercuri de raze rl si r2 cu centrele in originea
sistemului de coordonate xOy. O dreapta variabila care trece prin O, taie
primul cerc in A si cercul al doilea in B. Prin A se duce o paralela la Ox,
iar prin B o paralela la Oy, care se intersecteaza cu prima in L. Se cere
locul geometric descris de L (Fig.9).

1.8 Se dad un punct A si o dreaptd (D). Prin A se duce o secanta
variabild

care taie dreapta (D) in M §i in acest punct se ridica perpendiculara pe (D).
Pe aceasta perpendiculara se ia segmentul MN=MA. Sa se gdseasca locul
lui N

Acesta este format din hiperbola din Fig.10.

19 Fie M un punct pe o parabola si M’ simetricul sau fata de axa de
simetrie. Sa se afle locul geometric al intersectiei tangentei in M cu paralela
dusa prin M’ la axa.

Acesta va fi tot parabold, ca in Fig.11.

il In
Fie Mo punct pe @ parabel3 gi N simeRisul 55 fafl O axa o simet.
53 5e afle ozl geametic @ inerseceiangentedinl
cupatsela dush pon W3 222 parabole

Se 8 un punct A 51 o dreap
dreapta (D) In M 51 in acest p
poats seaentul MN=HA 53 se g5seasch ocul ge

Fig.10 Fig.11

2. Elemente remarcabile de geometrie pland

Ca elemente remarcabile din geometria pland sunt considerate unele puncte,
unele

drepte, cercuri, etc. Dintre puncte reamintim centrul cercului circumscris, a
celui 1inscris, centrul de greutate, etc. Acestea sunt tratate in mod
corespunzator in diverse manuale sau alte lucrari de geometrie.

2.1 Punctul lui Gergonne.

Dreptele care unesc vdrfurile unui triunghi cu punctele opuse de tangenfd
ale cercului inscris sunt concurente (punctul de intersectie se numeste
punctul lui Gergonne).
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Fig.12

Programul  “Gergone”, cere, ca date de intrare, lungimile laturilor
triunghiului si construieste cercul inscris in triunghi, punctele de tangenta ale

acestuia cu laturile si punctul lui Gergonne corespunzator (Fig.12).
package gergone;
import java.io.*;
import java.awt.*;
import java.awt.event.*;
import java.applet.Applet;
import java.lang.*;

public class Appletl extends Applet implements
ActionListener
{
int ae,be,ca;
TextField t _a,t b,t c;
Button a,b,c;
public Appletl ()
{
a= new Button(,a”); b= new Button(,b”); c= new
Button (,c”);
t a=new TextField(,1”,5); t b=new TextField(,1”,5);
t c=new TextField(,1”,5); add(t_a); add(a):; add(t _b);
add (b) ;
add(t_c); addo; a.addActionListener (this);
b.addActionListener (this); c.addActionListener (this);
}

public void actionPerformed (ActionEvent e)
{
String ei,ej,eb;
if (e.getSource ()==a)
{

ei=t a.getText(); ae=Integer.parselnt (ei);
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ifﬁe.getSource()== )

ejitib.getText(); be=Integer.parselnt (ej);
ifie.getSource()==c)

ebitic.getText(); ca=Integer.parselnt (eb);
re;aint();

}

public void paint (Graphics g)
{
g.setColor (Color.blue);
deseneaza_ triunghi (g,ae,be,ca);
}
public void deseneaza triunghi (Graphics g,int a,int
b,int c¢)
{ int xA=50 ,yA=400;
int p=(int) ((a+b+c)/2);
double ar=(double) (p* (p-a)* (p-b) * (p-c)) ;
double S=(double)Math.sqgrt (ar);
double rx=(double) (S/p);
int r=(int)rx;
double CD=(double) ((2*S)/c);
double ADx=(double) (Math.sqgrt (b*b-CD*CD)) ;
int AD=(int)ADx;
int ATc=(int) ((b+c-a)/2);
double uB=(double) (Math.asin(CD/a));
double NTax=(double) ((a+c-b)/2)*Math.sin (uB) ;
double uA=(double) (Math.asin (CD/b));
double APx=(double) ((b+c-a)/2)*Math.cos (uld) ;
double PTbx=(double) ((b+c-a)/2) *Math.sin (ud);
int xB=xA+cC;
int xC=(int) (xA+ADX) ; int yC=(int) (yA-CD) ;
int xI=(int) (xA+ATc); int x0l=(int) (xI-r);
int yOl=(int) (yA-2*r);
setBackground (Color.yellow) ;
g.drawLine (xB, yA, xC,yC) ;
g.drawLine (xC, yC, xA, yA) ;
g.drawLine (xA, yA, xB,yA) ;
g.drawOval (x01,y0l,2*r,2*r) ;
double BN=(double) ((a+c-b)/2)*Math.cos (uB) ;
int ANx=(int) (c-BN) ; int xN=(int) (xA+ANX) ;
double yTa2x=(double) (yA-NTax*c/ANx) ;
int yTa=(int) (yTa2x);
double yTb2x=(double) (yA-c*PTbx/ (c-APx)) ;
int yTb=(int) yTb2x;
g.drawString(,xC= ,+xC,10,60); g.drawString(,r=
,+r,230,50);

245



Cucuteni 5000 REDIVIVUS

g.drawString(,yC= »+tyC,70,60); g.drawString(,G
i X01l+r,yOl+r) ;

g.drawString(,A wr XA, yA+12) ; g.drawString(,B
nr XB, yA+12) ;

g.drawString(,C »rXC,yC=12);

g.drawlLine (xA, vA, xB,yTa) ;
g.drawlLine (xB, yA,xA, yTb) ;
g.drawlLine (xC, yC, xA+ATc, yA) ;
}
}

2.2 Cercul si dreapta lui Euler.

Cu un program asemandtor se vor pune in evidentd, cele noud
puncte, mijloacele laturilor triunghiului, picioarele inaltimilor §i mijloacele
segmentelor cuprinse intre varfuri §i ortocentru, cercul care le conftine,
numit cercul celor noua puncte sau cercul lui Euler, precum §i dreapta care
contine ortocentrul si centrul cercului circumscris, numitd dreapta lui Euler
(Fig.13).

Demonstratia faptului c¢d punctele sunt conciclice sau coliniare se
face luand pe rand punctele corespunzatoare ( de exemplu Fig.14).

Centrul cercului celor noua puncte se afla pe dreapta care uneste
ortocentrul H cu centrul cercului circumscris 0, la mijlocul
segmentului [HO1.(Dreapta lui Euler)

Fig.1
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