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Abstract. Se propune un soft pentru studiul rostogolirii unei bile pe planul înclinat dea lungul unui 

uluc director, luând în seamă lăţimea ulucului. Instalaţia de laborator este realizată în perspectiva 
utilizării unui cronometru digital interfaţat calculatorului, care furnizează de fiecare dată câte 3 in-
tervale consecutive de timp referitoare la mişcarea de rostogolire a bilei.  Softul permite verificarea 
experimentală a principiului fundamental al dinamicii mişcării de rotaţie şi a teoremei despre mişca-
rea centrului de masă, precum şi determinarea forţei de frecare de rostogolire. Softul permite, de 
asemenea, calculul erorilor standard, stabilirea intervalului de încredere pentru un anumit nivel de 
confidenţă, construirea graficelor dependenţelor studiate utilizând metoda celor mai mici pătrate, 
precum şi perfectarea referatului la experienţele propuse.   

 
Cuvinte-cheie: mişcarea centrului de masă, frecare de rostogolire.  
 

I. Introducere 
 

Mişcarea de rostogolire a unui corp este compusă din două mişcări concomitente: una de transla-
ţie şi alta de rotaţie. Înţelegerea de către studenţi a acestei mişcări compuse, în care apar efecte noi 
neîntâlnite la mişcarea de translaţie sau la cea de rotaţie, devine dificilă. Rezolvarea  problemei res-
pective poate fi realizată cu succes dacă de rând cu raţionamentele teoretice se utilizează şi cele ex-
perimentale în cadrul lucrărilor de laborator. Anume cercetarea experimentală poate conduce la o 
înţelegere mai profundă a acestui fenomen. O cercetare experimentală amplă, însă, necesită un nu-
măr mare de măsurări, precum şi prelucrarea statistică a datelor acumulate. În mod obişnuit aceasta 
este imposibil în timp de 2 ore academice, întrucât numai trecerea pe hârtie a datelor ar necesita mai 
mult de 2 ore. Problema în cauză poate fi rezolvată, dacă se folosesc aparate de măsură digitale in-
terfaţate calculatorului, precum şi softuri speciale ce permit în timp scurt achiziţia datelor şi prelu-
crarea lor, fără a mai fi scrise pe hârtie. În 
calitate de exemplu, vom analiza 
posibilităţile studierii mişcării de 
rostogolire a unei bile pe un uluc director 
înclinat cu unghiul α  faţă de orizontală 
(fig. 1). Pentru măsurarea intervalelor de 
timp necesare este utilizat un cronometru 
digital interfaţat calculatorului. 
Cronometrul în cauză poate măsura până la 
99 intervale consecutive de timp folosind 
unul sau doi senzori. Fiecare senzor 
conţine o sursă de radiaţie infraroşie emisă printr-un orificiu sub forma unui fascicol îngust şi un 
receptor al acesteia. În studiul actual sunt necesare trei intervale de timp: 1t  în care bila acoperă fas-
cicolul primului senzor situat în poziţia 1x  (fig. 1), 2t  care durează de la descoperirea de către bilă a 
fascicolului primului senzor până la începutul acoperirii fascicolului celui de al doilea situat în pozi-
ţia 2x , şi 3t  în care bila în mişcarea sa accelerată acoperă fascicolul senzorului al doilea [1].  
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Fig. 2 

 
II. Consideraţii teoretice şi experimentale 

Asupra bilei ce se rostogoleşte pe planul înclinat acţionează forţa de greutate mgr  aplicată în 
centrul ei de masă C , forţa de reacţiune normală N

r
 care trece prin C  şi forţa de frecare de rostogo-

lire Fτ

r
, orientată tangent la planul înclinat şi aplicată punc-

telor ce se află pe axa instantanee de rotaţie, orientată per-
pendicular planului înclinat (fig. 1) în punctele A , în care 
se atinge de ulucul director (axa AA  în fig. 2). Axa instan-
tanee de rotaţie trece la distanţa AC r=  de la centrul ei de 
masă C  (fig. 1). Bila ia parte simultan în două mişcări: una 
de rotaţie în jurul axei mobile CC  (fig. 2), care trece prin 
centrul ei de masă C  perpendicular planului înclinat (fig. 1) 
şi alta de translaţie cu viteza Cvr  a centrului de masă, orien-
tată paralel planului înclinat.  
 Axa mobilă de rotaţie CC  efectuează o mişcare de 
translaţie. În acest caz legea fundamentală a dinamicii miş-
cării de rotaţie se aplică ca şi în cazul rotaţiei în jurul unei 
axe fixe: produsul dintre momentul de inerţie CI  şi acceleraţia unghiulară d dtε ω=  este egal cu 
momentul rezultant CM  al tuturor forţelor ce acţionează asupra corpului în raport cu axa de rotaţie:  

 C C
dI M
dt
ω

= , (1) 

unde ( ) 22 5CI mR=  este momentul de inerţie al bilei în raport cu axa CC , ω  este viteza unghiula-
ră a punctelor bilei faţă de axa CC , iar d dtω ε=  este acceleraţia unghiulară a bilei în raport cu 
aceeaşi axă, R  este raza bilei, iar m  este masa ei. Momentul CM  se reduce la momentul forţei de 

frecare de rostogolire, întrucât forţele de reacţiune normală N
r

 şi de greutate mgr  trec prin axa de 
rotaţie CC  (fig. 1) şi, neavând braţ, nu au nici moment. Braţul forţei de frecare de rostogolire Fτ

r
 

(fig. 1) este r . De aceea CM rFτ=  şi expresia (1) a ecuaţiei legii fundamentale a dinamicii mişcării 
de rotaţie pentru bila ce se rostogoleşte pe ulucul înclinat capătă aspectul  

 22
5

mR rFτε = . (2) 

 După cum se ştie centrul de masă C  al unui sistem de puncte materiale se mişcă ca şi un 
punct material cu masa egală cu cea a sistemului sub acţiunea unei forţe egale cu rezultanta tuturor 
forţelor exterioare ce acţionează asupra tuturor punctelor materiale ale sistemului: 

 ext
dm F
dt

=
vr r

 (3) 

Aceasta este teorema despre mişcarea centrului de masă a unui corp sau al unui sistem de puncte 
materiale. Ecuaţia (3) poate fi scrisă pentru bilă şi în proiecţii pe axa x  al sistemului de coordonate 
selectat (fig. 1): 
 sinma mg Fτα= − . (4) 
Observăm că a rε = , întrucât a d dt r d dt rω ε= = =v . Substituind a rε =  în (4) şi ţinând sea-

ma de (2), precum şi observând că 2 2
0sin H l H H bα = = +  (fig. 1), pentru acceleraţia bilei şi 

forţa de frecare la rostogolire obţinem expresiile:  
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τ α= = ⋅
− − +

. (6) 

 Relaţiile (5) şi (6) sunt nişte consecinţe ale principiului fundamental al dinamicii mişcării de 
rotaţie şi ale teoremei despre mişcarea centrului de masă a unui sistem de puncte materiale. Confir-
marea experimentală măcar a uneia din ele ar confirma indirect legile enunţate, precum şi cealaltă 
relaţie. Experimental se poate verifica uşor relaţia (5) schimbând unghiul de înclinare α  al planului 
în raport cu orizontala (a înălţimii H  a planului) şi determinând acceleraţia din relaţia de definiţie 
pentru fiecare valoare a unghiului de înclinare a planului [2]:  

 0 3 1

1 2 32 2
d t d t

a
t t t t

= =
+ +

v -v -
. (7) 

În (7) s-a utilizat faptul că la mişcarea uniform accelerată, cum este rostogolirea fără alunecare a 
bilei pe planul înclinat, viteza medie pe durata unui interval anumit de timp coincide cu viteza in-
stantanee a corpului în mijlocul acestui interval. Aici d  este diametrul secţiunii bilei ce acoperă 
fascicolul senzorului. Această mărime se măsoară indirect cunoscând raza bilei R  (se măsoară dia-
metrul bilei 2R  cu şublerul), lăţimea ulucului 2e  (se măsoară cu şublerul) şi distanţa f  de la mar-
ginea senzorului până la fascicolul lui: 6 mmf = . Într-adevăr, din fig. 2 se observă că 

( ) ( )2 2 22 ,d R f c R+ − − = ( )22 2R R c e= − + . De aici se obţine 2 2 2 22 2d e f f R e= − + − .
 Astfel, relaţia (5) exprimată prin mărimi direct măsurabile reprezintă o dependenţă liniară de 

tipul Y pX b= + , unde 3 1

1 2 32 2
d t d t

Y a
t t t

= =
+ +

-
, 

( )2 2

2 2 2 2
0

5

7 5

R e HX
R e H b

−
= ⋅

− +
 şi p g= . Se va con-

sidera 0b ≠  pentru a avea posibilitatea depistării şi elimi-
nării unei eventuale erori sistematice [1] ce ar putea să se 
comită în experiment. În cazul când erori sistematice nu 
se comit trebuie să se îndeplinească relaţia b b≤ ∆ , adică 
în limitele erorilor comise în experiment dreapta 
corespunzătoare relaţiei (5) trece prin originea de 
coordonate. Dacă graficul dependenţei (5) construit după 
n  puncte experimentale obţinute în urma efectuării a 

5n ≥  serii a câte 7N ≥  măsurări indirecte a acceleraţiei 
bilei reprezintă un segment de dreaptă cu panta p g= , 
atunci se poate trage concluzia că legile enunţate, precum 
şi expresia (6) pentru forţa de frecare de rostogolire, în 
limitele anumitor erori întâmplătoare comise în 
experiment, sunt juste. Eroarea relativă comisă la 
determinarea pantei p g=  poate fi considerată drept eroare de verificare experimentală a legilor 
amintite în condiţiile experimentului concret. Fiecare din cele 5n ≥  serii de măsurări se efectuează 
pentru un anumit unghi de înclinare a planului faţă de orizontală. Să clarificăm în ce limite poate 
varia acest unghi. Relaţiile (5) şi (6) sunt valabile la rostogolirea fără alunecare a bilei. Deci, în ex-
periment trebuie luate astfel de unghiuri de înclinare pentru care bila nu ar aluneca în procesul ros-
togolirii. Din (6) se vede că forţa de frecare de rostogolire, fiind o forţă de frecare de repaus, este o 
mărime ce creşte odată cu creşterea unghiului α  de înclinare a planului şi ar putea exista astfel de 
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Fig. 4 

unghiuri pentru care forţa de frecare de rostogolire ar deveni egală cu forţa de frecare la alunecare 
cosfrF N mgµ µ α= = , unde µ  este coeficientul de frecare la alunecare. Rostogolirea bilei nu va fi 

însoţită şi de alunecarea ei dacă frF Fτ < , adică dacă ( )2 2 22 7 5 sin cosg mR R e mgα µ α− < . De 

aici se obţine ( ) ( )2 2 2
0 7 5 2H b R e Rµ< − . Considerând 0, 2µ = , 2 5mme = , 2 25mmR =  şi 

0 0,4 mb = , se obţine 0, 272 mH < . Pentru astfel de valori ale înălţimii planului se poate construi 
graficul dependenţei forţei de frecare de rostogolire de înălţimea planului (6). 

În fig. 3 este reprezentat graficul dependenţei (5) construit cu ajutorul softului elaborat la 
procesarea datelor experimentale achiziţionate în urma efectuării a 5n =  serii din câte 10N =  mă-
surări a intervalelor de timp 1 2 3, ,t t t . În experiment a fost luat 2 5mme = , 2 25mmR = , 0 0,4 mb =  
şi 0 67 g.b =  Din grafic se observă că dependenţa (5), după cum se aştepta, reprezintă un segment de 
dreaptă cu panta ( ) 210, 2 0,2 m sp = ±  ceea ce confirmă legile verificate cu o eroare relativă de 

2%. Termenul liber 20,012 m sb = − , iar eroarea lui standard 20,014m sb∆ = . Astfel, b b< ∆ . 
Aceasta înseamnă că în limitele erorilor experimentului, 
dreapta corespunzătoare relaţiei (5) trece prin originea de 
coordonate. Deci, o eventuală eroare sistematică ce ar putea 
să se comită în experiment la determinarea acceleraţiei bilei 
este mai mică decât 20,014m sb∆ = . Mărimile căutate au 
fost calculate şi dreapta a fost trasată utilizând metoda celor 
mai mici pătrate. 
 În fig. 4 este reprezentat graficul dependenţei (6) 
privită, de asemenea, ca o funcţie liniară de tipul 

Y pX b= + , unde Y Fτ= , X a=  şi 
( )

2

2 2

2
5

mRp
R e

=
−

. 

Verificarea experimentală a acestei dependenţe permite 
utilizarea ei pentru determinarea forţei de frecare de 
rostogolire. 
 

III. Concluzii 
 

Utilizarea cronometrului electronic interfaţat calculatorului şi a softului elaborat pentru veri-
ficarea experimentală a principiului fundamental al dinamicii mişcării de rotaţie şi a teoremei despre 
mişcarea centrului de masă, precum şi determinarea forţei de frecare de rostogolire permite cercetarea 
detaliată a legilor enunţate, ceea ce creează condiţii favorabile pentru însuşirea mai profundă şi mai 
eficientă de către studenţi nu numai a acestor legi, ci şi a metodelor de cercetare utile, de asemenea, 
şi la realizarea altor studii experimentale. 
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