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I. FORMULAREA PROBLEMEI DE SINTEZĂ  
A REGULATORULUI ÎN SPAŢIUL STĂRILOR 

PENTRU SISTEME AUTOMATE  
CU GRAD MAXIMAL DE STABILITATE 

Problema sintezei sistemelor automate în spaţiul 
stărilor cu grad maximal de stabilitate se formulează în 
felul următor. Se consideră o structură de sistem automat 
monovariabil cu reprezentare în spaţiul stărilor (figura 1), 
care include obiectul reglat cu parametrii cunoscuţi 
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şi algoritmul de reglare 
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unde A  este matricea de stare cu dimensiunea )( nn× ; b  - 

vectorul mărimilor de comandă, )1( ×n ; c  - vectorul 

mărimilor de ieşire, )1( ×n ; k  - vectorul parametrilor de 

acord, )1( ×n ; x  - vectorul variabilelor de stare, )1( ×n ; n  

- ordinul  sistemului; y  - mărimea de ieşire [1, 2]. 

 
Fig. 1. Schema bloc a unui sistem dinamic  

în spaţiul stărilor. 

Este necesar de a determina componentele vectorului 
de reacţie (parametrilor de acord), astfel încât să se 
îndeplinească condiţia 

)...,,1(),(max nikJ i
ik

== η ,                      (3) 

unde J  este gradul maximal de stabilitate; η - gradul de 

stabilitate al sistemului; ik  - componentele vectorului 

parametrilor de acord; n  - gradul polinomului caracteristic 
al sistemului automat. 

La baza soluţionării problemei formulate se pune 

următoarea afirmaţie. 
Afirma ţia 1. Dacă coeficienţii nα  şi 1−nα  ai ecuaţiei 

caracteristice sunt fixaţi, gradul de stabilitate η  al 

sistemului stabil obţine valoarea maximal posibilă egală cu 
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atunci când părţile reale ale tuturor rădăcinilor polinomului 
caracteristic sunt egale între ele Jn ==== γγγ ...21  [7]. 

Din această afirmaţie reiese că dacă prin alegerea 
parametrilor de acord ik  putem ajunge la situaţia când 

părţile reale ale tuturor rădăcinilor polinomului caracteristic 
sunt egale între ele, atunci parametrii determinaţi ik  vor fi 

optimali, în sensul asigurării gradului maximal de 
stabilitate al sistemului proiectat. 

Dacă, însă, se pune problema proiectării unui sistem de 
reglare în spaţiul stărilor după eroare, structura sistemului 
depinde de modelul obiectului reglat: cu inerţie sau cu 
inerţie şi astatism. Din aceste considerente, soluţionarea 
problemei formulate se efectuează în dependenţă de tipul 
obiectului reglat. 

 
II. SINTEZA REGULATORULUI ÎN SPAŢIUL 

STĂRILOR LA OBIECTE CU INERŢIE ŞI ASTATISM 

Obiectele cu inerţie şi astatism se caracterizează cu 
următoarea funcţie de transfer 
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unde k  este coeficientul de transfer al obiectului; 
)1(...,,0, −= niai  - coeficienţii funcţiei de transfer; n  - 

ordinul obiectului. 
Funcţia de transfer (5) se normalizează după 0a  
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Forma canonică controlabilă de reprezentare în spaţiul 
stărilor a modelului obiectului (6) este următoarea 
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(7) 
Polinomul caracteristic al matricei de stare A a 

sistemului (7) este  
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Pentru modelul obiectului reglat cu inerţie şi astatism 
(5), (6) eroarea staţionară a sistemului realizat în spaţiul 
stărilor cu regulator proporţional este nulă. Schema 
structurală a sistemului în spaţiul stărilor în cazul unor 
astfel de obiecte se reprezintă ca în figura 2 [3, 5, 6].  

Adăugarea blocului proporţional 0k  în conexiunea 

directă amplifică eroarea yr −=ε , unde r  şi y  sunt 

mărimile de referinţă şi de ieşire respectiv.  
Din figura 2 reiese că algoritmul de reglare este 

determinat de următoarea expresie 

[ ] [ ] ε032121 ...)( kxxxkkktu T
nn +⋅−= −L .   (9) 

Ecuaţia vectorial-matricială a sistemului cu 
reprezentare în spaţiul stărilor din figura 2 se prezintă astfel 
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Cu ajutorul reacţiei după stare este posibilă 

modificarea tuturor polilor sistemului condus, iar 
impunerea comportamentului dinamic în funcţie de 
performanţele dorite prevede alegerea corespunzătoare a 
valorilor proprii ale matricei ][ TbkA −  şi alcătuirea în 

baza lor a polinomului caracteristic dorit 
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Rădăcinile polinomului caracteristic sunt, în general, 
perechi de rădăcini complexe conjugate 

kiiii jp ωγ ±−= ++ 1,1, ,                      (12) 

lkni ki ...,,1,0;...,,2,1,0 =≥=> ωγ , 

unde γ  este partea reală, ω  - partea imaginară, k  - 
numărul de ordine a perechei de rădăcini complexe 
conjugate, l  - numărul perechilor de rădăcini complexe. 

Pentru a impune sistemului proiectat un grad maximal 
de stabilitate, în conformitate cu Afirmaţia 1, este necesar 
de a asigura ca părţile reale ale tuturor rădăcinilor 
polinomului caracteristic să fie egale între ele. Reieşind din 
aceste considerente se introduce noţiunea de grad maximal 
de stabilitate J  şi în rădăcinile (12) se efectuiază 
substituţia  

niJi ...,,1, ==γ .                        (13) 

Luând în consideraţie rădăcinile astfel obţinute, 
polinomul caracteristic dorit se alcătuieşte prin 
descompunerea polinomului (8) în n  factori liniari 
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unde l  - numărul perechilor de rădăcini complexe 
conjugate; z  - numărul de rădăcini reale; zln += 2  - 
gradul polinomului caracteristic al SRA proiectat; 
coeficienţii ),,( kii Jfq ω=  )1,...,0( −= ni . 

Totodată, dacă ne referim la aceeaşi Afirmaţie 1, primii 
doi coeficienţi ai polinomului caracteristic al sistemului 
închis se păstrează fixaţi şi egali cu nα  şi 1−nα  din (8), iar 

expresia pentru determinarea gradului maximal de 
stabilitate (4) capătă următoarea formă 

0

11
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a

n
J n == −α

.                          (15) 

Luând în consideraţie necesitatea compensării de către 
regulator a coeficientului de transfer 0β  al obiectului reglat 

(6) şi faptul că pentru obiecte cu inerţie şi astatism 
coeficientul liber al polinomului caracteristic 00 =α , 

atunci, în cazul prezentării sistemului în forma standard 
controlabilă, expresiile pentru calculul componentelor 
vectorului de reacţie (parametrilor de acord) ik  capătă 

următoarea formă [4, 6] 
)1(...,,1,;/ 000 −=−== niqkqk iii αβ ,      (16) 

unde iq  şi iα  sunt coeficienţii polinoamelor caracteristice 

)( pcϕ
 
(14) şi )( pAϕ

 
(8) respectiv. 

În baza consideraţiilor teoretice expuse mai sus s-a 
elaborat algoritmul de sinteză a regulatorului în spaţiul 
stărilor la obiecte cu inerţie şi astatism pentru sisteme 
automate cu grad maximal de stabilitate: 

 
Fig. 2. Schema bloc structurală a SRA pentru obiecte cu inerţie şi astatism. 
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1. Se obţine ecuaţia diferenţială normalizată după 0a  a 

obiectului cu inerţie şi astatism cu parametrii cunoscuţi 
).()()(...)()( 012

)1(
1

)( tutytytyty n
n

n βααα =++++ −
− &&&  

2. Se determină ecuaţia diferenţială în formă vectorial-
matricială în realizarea standard controlabilă 
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3. Verificarea controlabilităţii sistemului după relaţia 
nbAAbbrangrangU n == − ]...,,,[ 1 . 

o Dacă condiţia este îndeplinită, atunci sistemul 
este controlabil şi se trece la etapa următoare. 

o În caz contrar sistemul nu poate fi condus cu 
ajutorul acestui algoritm. 

4. Se proiectează structura regulatorului după relaţia 
ε032121 ]...,,,[]...,,,[)( kxxxkkktu T

nn +⋅−= − , 

unde )( yr −=ε , r  şi y  sunt eroarea, mărimea de 

referinţă şi de ieşire respectiv. 
5. Se obţine polinomul caracteristic al matricei A 

ppppp n
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n
A 1

2
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1
1 ...)( αααϕ ++++= −

− . 

6. Se determină polinomul caracteristic dorit, în 
conformitate cu criteriul gradului maximal de 
stabilitate: 

• Se introduce noţiunea de grad maximal de stabilitate 
J şi utilizând substituţia ki jJp ω±−= , polinomul 

caracteristic obţinut la pasul 5 se descompune în n  
factori liniari şi se aduce la forma 
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unde l  este numărul perechilor de rădăcini 
complexe conjugate; z  - numărul de rădăcini reale; 

zln += 2  - gradul polinomului caracteristic al 
sistemului proiectat; )1,...,0(),,( −== niJfq kii ω . 

• Se determină gradul maximal de stabilitate J  al 
sistemului proiectat 

0

11

na
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n
J n == −α

. 

7. În conformitate cu coeficienţii polinoamelor 
caracteristice )( pcϕ , )( pAϕ  şi relaţiile 

 
).1(...,,1,;/ 000 −=−== niqkqk iii αβ

 
 

se determină componentele vectorului de reacţie   
(parametrilor de acord). 
 

III.  SINTEZA REGULATORULUI  
ÎN SPAŢIUL STĂRILOR LA OBIECTE CU INERŢIE 

Obiectele cu inerţie se caracterizează cu următoarea 
funcţie de transfer 
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unde k  este coeficientul de transfer al obiectului; 
niai ...,,0, =  - coeficienţii funcţiei de transfer; n  - ordinul 

obiectului. 
Funcţia de transfer (17) se normalizează după 0a  
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Forma canonică controlabilă de reprezentare în spaţiul 
stărilor a funcţiei de transfer (18) este următoarea 
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În cazul obiectelor cu inerţie, pentru ca eroarea 
staţionară a sistemului automat la semnalul treaptă să 
devină nulă, este necesar de a adăuga în structura 
regulatorului un element astatic (un integrator), ceea ce 
aduce la creşterea ordinului sistemului proiectat.   

Schema bloc structurală a sistemului este prezintată în 
figura 3 [3, 5, 6]. 

În conformitate cu schema din figura 3, ecuaţiile 
sistemului (1), (2) se transformă  
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unde [ ]0,,0,0 K=TO  este un vector de dimensiunea 

)1( ×n ; r  şi y  sunt mărimile de referinţă şi de ieşire 

respectiv. 
Algoritmul de reglare este determinat de următoarea 

expresie 

 
Fig. 3. Schema bloc structurală a SRA pentru obiecte cu inerţie. 
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[ ] [ ] ε02121 ...)( kxxxkkktu T
nn +⋅−= L .  (21) 

Dacă se introduc notaţiile 
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unde Â  este o matrice de dimensiune )1()1( +×+ nn ; b̂  - 

un vector de dimensiunea 1)1( ×+n ; k̂  - un vector de 

dimensiunea 1)1( ×+n , atunci impunerea indicilor de 

performanţă ai sistemului presupune alegerea 

corespunzătoare a valorilor proprii ale matricei ]ˆˆˆ[ kbA − . 

Ecuaţia vectorial-matricială a sistemului cu 
reprezentare în spaţiul stărilor din figura 3 se prezintă astfel 
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În urma acestor modificări polinomul caracteristic al 

matricei Â  a sistemului (22) se prezintă în felul următor 
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Rădăcinile polinomului caracteristic sunt, în general, 
perechi de rădăcini complexe conjugate 

kiiii jp ωγ ±−= ++ 1,1, ,                        (24)  

lkni ki ...,,1,0);1...,,2,1(,0 =≥+=> ωγ , 

unde γ  este partea reală, ω  - partea imaginară, k  - 

numărul de ordine a perechei de rădăcini complexe, l  - 
numărul perechilor de rădăcini complexe. 

Pentru a impune sistemului proiectat un grad maximal 
de stabilitate, în conformitate cu Afirmaţia 1, este necesar 
de a asigura ca părţile reale ale tuturor rădăcinilor 
polinomului caracteristic să fie egale între ele. Reieşind din 
aceste considerente se introduce noţiunea de grad maximal 
de stabilitate J  şi în rădăcinile (24) se efectuiază 
substituţia  

)1...,,1(, +== niJiγ .                        (25) 

Luând în consideraţie rădăcinile astfel obţinute, 
polinomul caracteristic dorit se alcătuieşte prin 
descompunerea polinomului (23) în )1( +n  factori liniari 
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unde l  - numărul perechilor de rădăcini complexe; z  - 
numărul de rădăcini reale; zln +=+ 2)1(  - gradul 

polinomului caracteristic al sistemului proiectat; 
),...,0(),,( niJfq kii == ω . 

Totodată, dacă ne referim la aceeaşi Afirmaţie 1, primii 
doi coeficienţi ai polinomului caracteristic al sistemului 

închis se păstrează nemodificaţi şi egali cu nα  şi 1−nα  din 

(23) şi la faptul că prin introducerea în structura 
regulatorului a unui element astatic se măreşte ordinul 
sistemului, atunci în acest caz expresia pentru determinarea 
gradului maximal de stabilitate (4) capătă următoarea 
formă 
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Luând în consideraţie necesitatea compensării de către 
regulator a coeficientului de transfer 0β  al obiectului reglat 

(18), atunci, în cazul prezentării sistemului în forma 
standard controlabilă, expresiile pentru calculul 
componentelor vectorului de reacţie (parametrilor de acord) 

ik  capătă următoarea formă [4, 6] 

),...,,1(,;/ 1000 niqkqk iii =−== −αβ
     

     (28) 

unde iq  şi iα  sunt coeficienţii polinoamelor caracteristice 

)( pcϕ
 
(26) şi )(ˆ p

A
ϕ

 
(23) respectiv. 

În baza consideraţiilor teoretice de mai sus s-a elaborat 
algoritmul de sinteză a regulatoarelor în spaţiul stărilor la 
obiecte cu inerţie pentru sisteme automate cu grad maximal 
de stabilitate: 
1. Se obţine ecuaţia diferenţială normalizată după 0a  a 

sistemului monovariabil cu parametrii cunoscuţi 
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2. Se determină ecuaţia vectorial-matricială în realizarea 
standard controlabilă 
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3. Ecuaţia obţinută la pasul doi se supune următoarelor 
transformări 
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unde ]0...,,0,0[=TO . 

4. Verificarea controlabilităţii sistemului după relaţia 

1]ˆˆ...,,ˆˆ,ˆ[ +== nbAbAbrangrangU n . 

o Dacă condiţia se îndeplineşte, atunci sistemul este 
controlabil şi se trece la etapa următoare. 

o În caz contrar, sistemul nu poate fi condus cu 
ajutorul acestui algoritm. 

5. Se proiectează structura regulatorului după relaţia 
ε02121 ]...,,,[]...,,,[)( kxxxkkktu T

nn +⋅−= , 

)( yr −=ε& , 

unde r  şi y  sunt mărimile de referinţă şi de ieşire 

respectiv. 

6. Se obţine polinomul caracteristic al matricei Â  
pppp n

n
n

A 01
1

ˆ ...)( ααϕ +++= −
+ . 

7. Se determină polinomul caracteristic dorit, în 
conformitate cu criteriul gradului maximal de 
stabilitate 
• Se introduce noţiunea de grad maximal de 

stabilitate J şi utilizând substituţia ki jJp ω±−=  

polinomul caracteristic obţinut la pasul 6 se 
descompune în )1( +n  factori liniari  
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unde l este numărul perechilor de rădăcini 
complexe; z  - numărul de rădăcini reale; 

zln +=+ 2)1(  - gradul polinomului caracteristic; 

),,( kii Jfq ω= ),...,0( ni = . 

• Se determină gradul maximal de stabilitate J  al 
sistemului proiectat 

0

11

)1(1 an

a

n
J n

+
=

+
= −α

. 

8. În conformitate cu coeficienţii polinoamelor 
caracteristice )( pcϕ , )(ˆ p

A
ϕ  şi relaţiile  

),...,,1(,;/ 1000 niqkqk iii =−== −αβ  

se determină componentele vectorului de reacţie  
(parametrilor de acord). 
 

IV.  APLICAŢII ŞI SIMULARE PE CALCULATOR 

Presupunem că procesul tehnologic condus se 
caracterizează cu modelul obiectului cu inerţie de ordinul 
trei şi astatism cu parametrii cunoscuţi 

,
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;45,51 =a  .0;1;2,4 432 === aaa  

Este necesar de a sintetiza regulatorul în spaţiul stărilor 
la modelul obiectului reglat (29) şi de a determina vectorul 
parametrilor de acord k.  

Se obţine funcţia de transfer normalizată după 0a   
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Se determină ecuaţia vectorial-matricială în realizarea 
standard controlabilă 
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Se obţine polinomul caracteristic al matricei A  

.
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Verificăm controlabilitatea sistemului:  
[ ] 432 == bAbAbAbrangrangU . 

Deci sistemul este controlabil, deoarece rangul 
matricei U  este egal cu ordinul sistemului. 

În conformitate cu (9) algoritmul de reglare se prezintă 
astfel 

ε0432321 ],,[],,[)( kxxxkkktu T +⋅−= , 

unde )( yr −=ε , r  şi y  sunt eroarea, mărimea de 

referinţă şi de ieşire respectiv. 
În rezultatul aplicării algoritmului elaborat de sinteză a 

regulatoarelor la obiecte cu inerţie şi astatism pentru 
sisteme automate cu grad maximal de stabilitate s-au 
obţinut următoarele expresii pentru calculul parametrilor de 
acord  
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Rezultatele calculului sunt expuse în Tabelul I. 
Pentru a compara rezultatele obţinute prin metoda 

propusă de sinteză a regulatorului după criteriul gradului 
maximal de stabilitate utilizăm metodele Polilor Dominanţi 
şi Optimizării Parametrice. 

În conformitate cu metoda Polilor Dominanţi, iniţial se 
fixează indicii de performanţă impuşi str 10%,5 <<σ , 

care conduc la următorii poli dominanţi [3] 
o 1%5 ≈⇒< ψσ ; 

o 3,0
3

1010 ==⇒≈⇒< n
n

r st ψωη
ψω

,  

unde nω  este frecvenţa nominală; 

o în final se alege 3,02,1 −== dompγ , ceea ce 

permite impunerea celorlalţi poli 14,3 −=γ . 

Se determină polinomul caracteristic al sistemului 
proiectat 
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În conformitate cu (16) se determină vectorul 

parametrilor de acord k , valorile cărora se prezintă în 
Tabelul I. 

Pentru calculul parametrilor de acord după metoda 
Optimizării Parametrice s-a utilizat blocul de optimizare 
parametrică din pachetul de programe Matlab Simulink şi 
rezultatele se prezintă în Tabelul I. 

 
TABELUL I. REZULTATELE SINTEZEI REGULATORULUI. 

Nr. 
crt. Metoda de sinteză k0 k1 k2 k3 

J=0,6488 
1 Gradul Maximal 

de Stabilitate 0,0744 0,616 0,525 0 
2 Polii Dominanţi 0,038 0,304 0,29 0,005 

3 Optimizare 
Parametrică 

0,115 0.77 0.461 
-

0.0123 
 

Schema bloc structurală de simulare a sistemului 
automat în spaţiul stărilor se prezintă în figura 4. 

 
 

Fig. 4. Schema bloc structurală de simulare a SRA. 
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Procesele tranzitorii ale SRA proiectat se prezintă în 
figura 5. Numerotarea curbelor corespunde numerotării 
metodelor din tabelul 1. 

 

 
 

Fig. 5.  Procesele tranzitorii ale sistemului automat. 
 

În conformitate cu rezultatele simulării au fost 
determinate performanţele sistemului ( %5±=stε  din sty ), 

prezentate în Tabelul II. 
 

TABELUL II. PERFORMANŢELE SISTEMULUI PROIECTAT. 
Performanţele sistemului Nr. 

crt. 
Metoda de 

sinteză tc, s tr, s σ, % ψ 

1 Gradul Maximal 
de Stabilitate 

9,25 11,95 - - 

2 Polii Dominanţi 14,55 17,95 - - 

3 Optimizare 
Parametrică 

5,38 7,68 2 - 

V. CONCLUZII 

În urma analizei rezultatelor obţinute pot fi efectuate 
următoarele concluzii: 

1. În baza investigaţiilor teoretice a fost formulată şi 
soluţionată problema de sinteză a regulatoarelor în spaţiul 
stărilor pentru proiectarea sistemelor automate după 
criteriul gradului maximal de stabilitate, criteriu care oferă 
performanţe şi robusteţă ridicate sistemelor proiectate.  

2. În conformitate cu metodologia propusă au fost 
elaboraţi noi algoritmi de sinteză a regulatoarelor în spaţiul 
stărilor la modele de obiecte cu inerţie cu şi fără astatism 
pentru sisteme automate cu grad maximal de stabilitate. 

3. Metoda şi algoritmii elaboraţi reprezintă proceduri 
analitice simple, nu necesită un volum mare de calcule, nu 

impun restricţii asupra complexităţii obiectelor reglate şi 
pot fi aplicaţi pentru diverse tipuri de modele de obiecte: cu 
inerţie de ordin arbitrar; cu inerţie şi astatism; cu inerţie şi 
timp mort; cu inerţie, astatism şi timp mort. 

4. Analizând performanţele sistemelor automate 
proiectate după metoda şi algoritmii de sinteză a 
regulatorului în spaţiul stărilor, elaboraţi în conformitate cu 
criteriul Gradului Maximal de Stabilitate şi după alte 
metode cunoscute - Optimizării Parametrice şi Polilor 
Dominanţi, s-a constatat că metodele şi algoritmii elaboraţi 
în lucrare oferă sistemelor proiectate procese tranzitorii 
aperiodice, performanţe ridicate ale regimului tranzitoriu, o 
rezervă mare de stabilitate, iar gradul de stabilitate fiind cel 
mai mare în comparaţie cu alte metode utilizate în studiu. 
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