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Abstract - Tn lucrare se formuleazi si se soldioneazi problema sintezei regulatorului in spaiul stirilor
dupa criteriul gradului maximal de stabilitate, criteriu care ofefd performante si robusteti ridicate
sistemelor automate proiectate. Sunt elabogaalgoritmi de sintezi a regulatoarelor la obiecte cu inetie si la
obiecte cu inetie si astatism pentru sisteme automate cu grad maximade stabilitate. Se efectuiak analiza
performantelor sistemelor automate proiectate duj metodelesi algoritmii elaborati si dupa alte metode
cunoscute.

Index Terms — sisteme de reglare automét(SRA), regulator, spaiul starilor, grad maximal de stabilitate,
obiecte cu inetie si astatism.

I. FORMULAREA PROBLEMEI DE SJNTEZ urmitoarea afirmae.
A REGULATORULUI IN SPATIUL STARILOR Afirmatia 1. Dadi coeficienii a,, si a,_; ai ecudei

PENTRU SISTEME AUTOMATE caracteristice sunt fixa gradul de stabilitates al

CU GRAD MAXIMAL DE STABILITATE . . o . o
_ o _ sistemului stabil ofine valoarea maximal posibiegal cu
Problema sintezei sistemelor automate 1in tigpa an
starilor cu grad maximal de stabilitate se formukedn J=n,=—=, 4)
felul urmitor. Se considéro structuii de sistem automat _ . Nay o _ _
monovariabil cu reprezentare n g'pb_stﬁrnor (ﬁgura 1)’ atunci cand m’glle reale ale tuturoradacinilor p0|ln0mU|U|

care include obiectul reglat cu parametrii cungiscu caracteristic sunt egale intre glge=y, =...= y, =J [7].
X= Ax+bu, Din aceast afirmaie reiese & dad prin alegerea
{ychx, @) parametrilor de acordk; putem ajunge la sittia cand
si algoritmul de reglare partile reale ale tuturoridicinilor polinomului caracteristic
u(t) = —KTx(t) =‘[k1 k, - kn][ﬁxl X, ... xn]T (2) sunt egale intre ele, atunci parametrii deterika vor fi
unde A este matricea de stare cu dimensiugean); b - Ooptimali, in sensul asigmi gradului maximal de

stabilitate al sistemului proiectat.

Dadi, ngi, se pune problema proiégt unui sistem de
marimilor de iesire, (nx1); k - vectorul parametrilor de reglare in spéul stirilor dupi eroare, structura sistemului
acord,(nx1); X - vectorul variabilelor de star¢nx1); n  depinde de modelul obiectului reglat: cu tersau cu

vectorul narimilor de comand, (nx1); ¢ - vectorul

- ordinul sistemuluizy - mirimea de igire [, 2]. inertie si _astatism. Din aceste considerente, gohgrea
problemei formulate se efectuéain dependeti de tipul
u + i x y obiectului reglat.
b ] > Lp I —
+. J Il. SINTEZA REGULATORULUI IN SPATIUL
A STARILOR LA OBIECTE CU INERTIE SI ASTATISM
Obiectele cu ineie si astatism se caracterizéazu
T urmitoarea fungie de transfer
_ . CE ‘ , ©
Fig. 1. Schema bloc a unui sistem dinamic oS+ ST+ 434S
Tn spaiul strilor. unde k este coeficientul de transfer al obiectului;

Este necesar de a determina componentele vectorufyi i = 0...,(n—-1) - coeficienii functiei de transfer;n -
de reage (parametrilor de acord), astfel Thc@ se ordinul obiectului.

indeplineast condiia _ Fundia de transfer (5) se normalizéaupi a,
J=maxn(k),i= (1..n), 3) )

i N H(s) = ° NG
unde J este gradul maximal de stabilitatg;- gradul de SN+ a, SV I+a, ,S" 2+t ayS
stabilitate al sistemului;k; - componentele vectorului k Ay . . a

] : ) oundeBy=—; a0y == ...;a,,=—.
parametrilor de acordp - gradul polinomului caracteristic a ag ag
al sistemului automat. Forma canonic controlabili de reprezentare in gpa

La baza soltiondrii problemei formulate se pune stirilor a modelului obiectului (6) este ufitvarea
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y:[ﬁo 00 O]X::BOXI'
(7)
Polinomul caracteristic al matricei de stake a
sistemului (7) este
Pa(p) = p" +ap4p"t+.+ap. (8)

Pentru modelul obiectului reglat cu ifiersi astatism
(5), (6) eroarea st@nari a sistemului realizat in sl
starilor cu regulator propgional este ndl Schema
structural a sistemului in spial stirilor in cazul unor
astfel de obiecte se reprezimta in figura 2 [3, 5, 6].

Adiugarea blocului propgonal k, in conexiunea
directi amplifica eroareae=r-y, under si y sunt
marimile de referima si de iesire respectiv.

Din figura 2 reiese & algoritmul de reglare este
determinat de uritoarea expresie

_ T

u) =gk, ko) e X5 o X3]T +kos . (9)

Ecuaia vectorial-matriciad a  sistemului cu
reprezentare in spal stirilor din figura 2 se prezistastfel

Xy X
X2 1= al%2 |+
%] [
X2
X
+bl-[k, ks -y 3| +ko(r =Boxq) |, (10)
XI"I
y=[B, 0 0 olx.
Cu ajutorul reatiei dupa stare este posikil
modificarea tuturor polilor sistemului condus, i
impunerea comportamentului dinamic Tn ftiac de

performanele dorite prevede alegerea coresjitoere a
valorilor proprii ale matriceil A—bkT] si alcatuirea in
baza lor a polinomului caracteristic dorit

g.(P)=| | (Pp-pi)=

=(p- p)(P- P2)(P = Pa)x.. X (P~ Py).

(11)

Radacinile polinomului caracteristic sunt, in general,

perechi dedicini complexe conjugate

vi>0i=212....n; o 20k=1..1,
unde y este partea real « - partea imaginay k -
numirul de ordine a perechei deidicini complexe
conjugate,l - numirul perechilor deadacini complexe.
Pentru a impune sistemului proiectat un grad makkima

de stabilitate, Tn conformitate cu Afirmie 1, este necesar
de a asigura ca apgile reale ale tuturor adacinilor
polinomului caracteristicasfie egale intre ele. Reai@d din
aceste considerente se introducéumea de grad maximal
de stabilitate J si n radacinile (12) se efectuidz

substituia
yi=J,i=1..,n. (13)
Luand Tn considetee radiacinile astfel olinute,
polinomul caracteristic dorit se d&tocieste prin
descompunerea polinomului (8) infactori liniari
[
$.(p)= H[(p— ja +3)(p+ jay +J)]x
2 - (14)

x |_l(p+J) = PN+ P+ P+,
j:

unde | - nunirul perechilor de adicini complexe
conjugate; z - numarul de #dacini reale; n=21+z -
gradul polinomului caracteristic al SRA proiectat;
coeficienii ¢, = f;(J, ax), i = Q...n-1.

Totodati, daé ne referim la acegbAfirmatie 1, primii
doi coeficieni ai polinomului caracteristic al sistemului
inchis se pstreaz fixati si egali cua, si a,4 din (8), iar

expresia pentru determinarea gradului maximal de
stabilitate (4) cajta urmatoarea forra
a,, _a
J=—t=—L (15)
n  na,

Luand Tn considetge necesitatea compeins de citre
regulator a coeficientului de transfg;, al obiectului reglat

(6) si faptul ca pentru obiecte cu inge si astatism

rcoeficientul liber al polinomului caracteristiar, =0,

atunci, in cazul prezemi sistemului in forma standard
controlabik, expresiile pentru calculul componentelor
vectorului de regie (parametrilor de acordk; capita
urmitoarea form [4, 6]

Ko=0do/Bos ki =0 —a;, i =1...,(n=1, (16)
unde g; si a; sunt coeficietii polinoamelor caracteristice

$.(p) (14)si @a(p) (8) respectiv.

In baza considetilor teoretice expuse mai sus s-a
elaborat algoritmul de sintéza regulatorului n spial
starilor la obiecte cu inere si astatism pentru sisteme

Piisa = ~Min * 10 (12) Zutomate cu grad maximal de stabilitate:
4+ & + i i x N y ) ﬁ )
L..O—' ky b 1p 4J_> oT Bo,

I | i “‘. a3
_." X5
A \J—r x2
A3
x?ﬁ
ki ko, .. koo ) I
x/‘?

Fig. 2. Schema bloc structulisgd SRA pentru obiecte cu inirsi astatism.
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Se obine ecuda difereniald normalizai dup a, a
obiectului cu ingiie si astatism cu parametrii cunoscu
yO ) + gy () +.. 4 @, §(t) + any(t) = Bouh).
Se determii ecuaia diferenialda in forma vectorial-
matriciak in realizarea standard controlabil
{)‘( = AX+ bu;
y=CcTXx
Verificarea controlabilittii sistemului dug relaia
rangU =rang[b, Ab,...,A"1b] =n.

lll. SINTEZA REGULATORULUI
IN SPATIUL STARILOR LA OBIECTE CU INERTIE

Obiectele cu inele se caracterizedzcu urnitoarea
functie de transfer

H(s) = X LA
aps" +asnl+...+ta,4Sta,
unde k este coeficientul de transfer al obiectului;

a,i=0,..,n - coeficienii functiei de transfer;n - ordinul
obiectului.

o Dad condiia este indeplinit atunci sistemul Funaia de transfer (17) se normalizéatupi a,
este controlabii se trece la etapa uhoare. :
o 1n caz contrar sistemul nu poate fi condus cu H(s) = =) g - , (18)
ajutorul acestui algoritm. ST+ A ST A STt S
Se prmec_teevzstructura regulatorului dépelaia unde 3, :L; a, =i; a :ﬂ;m; . :ﬁ,
u(t) = =Ky Ky e kpng 10X5 Xg s X, T+ KoE S a, ag a, a,

unde e=(r—vy), r si y sunt eroarea, fnmea de
referin si de iesire respectiv.
Se oline polinomul caracteristic al matric&i

Forma canonit controlabifi de reprezentare in gpd
stirilor a funaiei de transfer (18) este ufitnarea

% 0 1 0 0 ] X
Pa(P) = PN+ 0P+ a,p2Haip. %o 0 0 0 0 | %
Se determin polinomul caracteristic dorit, Tn . = O O O 1 ot
conformitate cu criteriul gradului maximal de Xn-1 —a. -a -q —-a Xn-1
stabilitate: Xn ] L 70 ! n-2 ntl X
* Se introduce ngunea de grad maximal de stabilitate 0 A x (19)
J si utilizdnd substittia p, =-J £ ja,, polinomul 0
caracteristic otinut la pasul 5 se descompune rin +| U, y:[,ZS’O 00 O]x:,ZS’Ox1
factori liniari si se aduce la forma (1)
| z £ =
b

$.(p) = H(p— jo +3)(p+ ja +J)|_l(p+J) =
= j:
= PN+ QP+ P+,

unde | este nurrul perechilor de &adacini
complexe conjugatez - nunirul de adacini reale;
n=21+z
sistemului proiectay; = f;(J, @), i = @Q...,.n-1) .

*Se determiaa gradul maximal de stabilitate] al
sistemului proiectat

J:an—lz a‘l
n  na,
In  conformitate cu coeficigin polinoamelor

caracteristiceg.(p) , #A(p) si relaiile
ko =00/ Boi ki = —a;, i =1...(n-1).

se determi#icomponentele vectorului de reiac
(parametrilor de acord).

- gradul polinomului caracteristic al

In cazul obiectelor cu inge, pentru ca eroarea
staionad a sistemului automat la semnalul treast
devimi nula, este necesar de a adada Tn structura
regulatorului un element astatic (un integratogea ce
aduce la crgerea ordinului sistemului proiectat.

Schema bloc structugah sistemului este preziniain
figura 3 [3, 5, 6].

In conformitate cu schema din figura 3, eil@
sistemului (1), (2) se transfosm

P
y=CTX, E=—CTx+r

==& B[] 3]
unde OT =[0,0,...,0] este un vector de dimensiunea
(nxD; r si Y sunt narimile de referigi si de isire
respectiv.

Algoritmul de reglare este determinat de &twarea
expresie

rt & |k, |08 u + x X y =By
—( ) = () b ] S 1p e >
A_ P A_ + \,
\‘\ Xy
A <::---____ﬂ__:\ %y
kl, kz, ceeg kn hd . Xy

Fig. 3. Schema bloc structuisd SRA pentru obiecte cu inier.
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ut) =k, k, k] % ... x,]7 +koe. (21)

Dadi se introduc notéle
Al A Ol o_|bl T =
A—[_ T 0}' b—[o} KT =[KT ko] ,
unde A este o matrice de dimensiufe+1) x(n+1); b -

un vector de dimensiuneén+1)x1; K - un vector de
dimensiunea (n+1)x1, atunci impunerea indicilor de
performama ai  sistemului  presupune
corespunitoare a valorilor proprii ale matric{sj&— 6I2] .

Ecuaia vectorial-matriciad a  sistemului cu
reprezentare Tn spal stirilor din figura 3 se preziatastfel

x| [o 1 0 0][x
% .= 0 0 1 0|MXeq |+
X, 0y, — —y1 0] x,
& - 5o 0 0 0 &
0 X [0
Xy 0
+ 0|0 = [k, Ko ok, = ko]0 5 [ [+] 3], (22)
1 X, 0
0 £ 11
y=[8 0 0 .. gx

In urma acestor modifici polinomul caracteristic al

matricei A a sistemului (22) se prezinin felul urmitor
$i(p) = pr+a,,pt+..+ap? +agp (23)

Radacinile polinomului caracteristic sunt, in general,

perechi de#dicini complexe conjugate
Pii+1 = Niin * J% )
¥i>0i=@2..n+D); @ =20 k=1...1,
unde y este partea regl « - partea imaginar k -

numarul de ordine a perechei dédicini complexe,| -
numirul perechilor deadacini complexe.

(24)

Pentru a impune sistemului proiectat un grad malkima
de stabilitate, Tn conformitate cu Afirmie 1, este necesar

de a asigura ca apgile reale ale tuturor adacinilor
polinomului caracteristicasfie egale Tntre ele. Raii@d din
aceste considerente se introduceum@a de grad maximal
de stabilitate J si In radacinile (24) se efectuidz
substituia
y,=J,i=(@4...,.n+1).

Luand 1n considete radacinile astfel olgnute,
polinomul caracteristic dorit se &toieste prin
descompunerea polinomului (23) (n+1) factori liniari

(25)

| z
$.(p)= D[(p—ja& +J)(p+ ja +J)]|]:!(p+J) = 26)

=P+ Q, P+t QP2 + P+ o,
unde | - numirul perechilor de adicini complexe; z -
numiarul de ®#dacini reale; (n+1)=2+z - gradul
polinomului  caracteristic al  sistemului
G =fi(J, ). i=@..n).
Totodat, dad ne referim la acegbAfirmatie 1, primii

doi coeficieni ai polinomului caracteristic al sistemului

alegerea

proiectat;

inchis se pstreaz nemodificai si egali cua, si a,4 din

(23) si la faptul @& prin introducerea in structura
regulatorului a unui element astatic seregte ordinul
sistemului, atunci in acest caz expresia pentrerdeharea
gradului maximal de stabilitate (4) cap urmiatoarea
forma

_ &

T n+l (n+Da,
Luénd Tn considetie necesitatea compeins de citre
regulator a coeficientului de transfg;, al obiectului reglat
(18), atunci, in cazul prezemi sistemului in forma
standard controlaki] expresile pentru calculul
componentelor vectorului de re&c(parametrilor de acord)
k; capta urmitoarea form [4, 6]

Ko =0o/Bo; ki =0 —a,4, i = @...,n), (28)
unde g; si a; sunt coeficietii polinoamelor caracteristice
9.(p) (26)si ¢;(p) (23) respectiv.

In baza considetilor teoretice de mai sus s-a elaborat
algoritmul de sintex a regulatoarelor in spal stirilor la
obiecte cu ingie pentru sisteme automate cu grad maximal
de stabilitate:

1. Se obine ecuda difereniala normalizai dupi a, a

sistemului monovariabil cu parametrii cunogcu
YO ) + @,y D) +...+ o yO () +apy(t) = Bu(t).

e -

(27)

2. Se determia ecuaia vectorial-matricia in realizarea
standard controlabil
X = Ax+bu;
y=cCcTx
3. Ecugia ohinuti la pasul doi se supune uftoarelor
transfornari
X|_| A Ofx|,|b O],.
&=L SJE ekl
— ==
A b
y=cTx,
unde OT = [0,0,...,0].
4. Verificarea controlabilittii sistemului dug relgia

rangu = rang[B,AB,...,AHB] =n+1.

o Daa condiia se indeplinge, atunci sistemul este
controlabilsi se trece la etapa ustoare.
0 In caz contrar, sistemul nu poate fi condus cu

ajutorul acestui algoritm.
Se proiectedestructura regulatorului dépelaia

U(t) = _[kl ,k2 ,...,kn ]I:[Xl ,X2 ,...,Xn]T + kog ,
e=(r-y),
unde r si y sunt nirimile de referitd si de isire
respectiv.
Se ohine polinomul caracteristic al matrice
Pa(p)=pri+a, ph+..+app.
Se determin polinomul caracteristic dorit,
conformitate cu criteriul gradului maximal
stabilitate
 Se introduce nfunea de grad maximal
stabilitateJ si utilizand substittia p, =-J + ja
polinomul caracteristic alut la pasul 6 se
descompune Tifn+1) factori liniari

5.

n
de

de
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$.(p)= H(p—m +J)(p+ @ +J)|_|(p+J)—

=p™+q,pN +...+ QP+ o,
unde | este nurirul perechilor de adacini
complexe; z - numirul de #dicini reale;

(n+1) =2l +z - gradul polinomului caracteristic;

g =fi(J. @) i=@.n).
e Se determifh gradul maximal de stabilitatd al
sistemului proiectat

- = = &
n+l (n+1a,
8. In conformitate cu coeficigin polinoamelor

caracteristicep.(p) , ¢;(p) si relatiile

Ko =0o/ Boi ki =0 — iy, 1= (L),
se determiihcomponentele vectorului de reiac
(parametrilor de acord).

IV. APLICATII SI SIMULARE PE CALCULATOR

Presupunem & procesul
caracterizeaz cu modelul obiectului cu inge de ordinul
trei si astatism cu parametrii cunosicu

He (9) = > =
F s(07s+ 1%(l5$+ 1(2s+1)

(29)

" 21s% + 54583 + 4252 + 5
unde k=5T, =07sT, =155T; =2s; a5 = 21;
a, =545 a, =42a;=1a, =0.
Este necesar de a sintetiza regulatorul Tniwpstarilor

la modelul obiectului reglat (28) de a determina vectorul

parametrilor de acorkl
Se obine fungia de transfer normalizatiupi a,

Bo -
st +asst +a,s? +agsta
2,3809

T §4+25952%3 + 252 + 0,476

He(s) =

unde: a, =0,a; =— = 047624, =

ay =2 = 250528, =< = 23809
3 3

=2

Se determiéi ecuaia vectorial-matriciad Tn realizarea
standard controlalil

| o 1 0 0 x| Jo
% (|0 0 1 0 |*|,|0],
%;|~[0 O 0 1 x| |0]™
X, 0 -04762 -2 -25952 X4 1
y(t)=[23809 0 0 Ox
Se ohine polinomul caracteristic al matric&i
@a(p) = p*+25952p3 +2p2 +0,4762p =
=pt+azpd+a,p?+ap.
Verificam controlabilitatea sistemului:
rangu = rang[b bA  bA? bA3] =4.
Deci sistemul este controlabil, deoarece

matriceiU este egal cu ordinul sistemului.
In conformitate cu (9) algoritmul de reglare sezimta
astfel

tehnologic condus se

u(t) = kg, Ko, K] %, X5, X, ] + koe
unde £=(r-y), r si y sunt eroarea, inmea de
referinta si de issire respectiv.

Tn rezultatul apligrii algoritmului elaborat de sint&éza
regulatoarelor la obiecte cu imier si astatism pentru
sisteme automate cu grad maximal de stabilitater s-a
obtinut urmitoarele expresii pentru calculul parametrilor de
acord

:ﬁ:i, kO :J_4' kl =4J3 -a,,
4 day Bo
k,=6J2-a,,k; =4J -a,.

Rezultatele calculului sunt expuse n Tabelul I.

Pentru a compara rezultatele tiobite prin metoda
propud de sintez a regulatorului dup criteriul gradului
maximal de stabilitate utilim metodele Polilor Dominan
si Optimizarii Parametrice.

In conformitate cu metoda Polilor Domingnnitial se
fixeazi indicii de performati impusi o < ®4,t, <10s,
care conduc la uritorii poli dominani [3]

0 O<5% = yY=1;

3
0 t <10s=10=——=/7n=y¢w, =03,
' Yoo,

unde w, este frecvef@ nominai;
o 1in final se alege y;, = pgom =—03,
permite impunerea celortapoli y;, =-1.

Se determi polinomul caracteristic al sistemului
proiectat

ceea ce

$.(p)=(p+03)2(p+1N2 =
= p4+26p3+ 229p2 + 0,78p + 009

=pA+qap3+0q,p2 + 0 p+Qo-

In conformitate cu (16) se determinvectorul
parametrilor de acordk, valorile drora se preziat in
Tabelul I.

Pentru calculul parametrilor de acord dumetoda
Optimizirii Parametrice s-a utilizat blocul de optimizare
parametrié@ din pachetul de programe Matlab Simuligik
rezultatele se prezihin Tabelul I.

TABELUL I. REZULTATELE SINTEZEI REGULATORULUI.

2:,; Metoda de sinte# ko kq ko ks
1 Gradul Maximal J=0,6488
de Stabilitate 0,0744 | 0,616 | 0,525 0
2 Polii Dominanti 0,038 | 0,304 | 0,29 | 0,005
Optimizare -
3 Parametrica 0115 | 0.77 | 0.461 0.0123

rangt

Schema bloc structugalde simulare a sistemului
automat in spaul starilor se prezint n figura 4.

W =By b [
Seope
o } O < 'jl . ;
Step State-Space
[t k2, k3]
K"uI‘-’

Fig. 4. Schema bloc structuiade simulare a SRA.
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Procesele tranzitorii ale SRA proiectat se prézint
figura 5. Numerotarea curbelor corespunde nurigirot
metodelor din tabelul 1.

121

1

0ar

06

0.4r

0z2r

il L i

30

Fig. 5. Procesele tranzitorii ale sistemului audibm

In conformitate cu rezultatele sindl au fost
determinate performagle sistemului €4 =+5% din yg ),

prezentate Tn Tabelul Il.

TABELUL Il. PERFORMANTELE SISTEMULUI PROIECTAT.

Nr. Metoda de Performantele sistemului
crt. sintezi te, S t, S o, % v
Gradul Maximal
L | “de Stabilitate | 0% | | - -
2 Polii Dominarti 14,55 | 17,95 - -
3 Optimizare 538 | 7.68 2 ;
Parametrica
V. CONCLUZII

In urma analizei rezultatelor gbute pot fi efectuate
urmatoarele concluzii:

1. In baza investigalor teoretice a fost formulatsi
soluionat problema de sintéza regulatoarelor in spal
starilor pentru proiectarea sistemelor automate adu
criteriul gradului maximal de stabilitate, criterdare ofek
performaite si robustes ridicate sistemelor proiectate.

2. In conformitate cu metodologia propuau fost
elabora noi algoritmi de sintexa regulatoarelor in spal
starilor la modele de obiecte cu iner cusi fara astatism
pentru sisteme automate cu grad maximal de seilit

3. Metodasi algoritmii elabora@ reprezind proceduri
analitice simple, nu necesitin volum mare de calcule, nu

4

impun restrigi asupra complexitii obiectelor reglatesi
pot fi aplicai pentru diverse tipuri de modele de obiecte: cu
inertie de ordin arbitrar; cu inge si astatism; cu ingie si
timp mort; cu inetie, astatisngi timp mort.

4. Analizdnd performgele sistemelor automate
proiectate du metoda si algoritmii de sintez a
regulatorului in spi@ul starilor, elaborai ih conformitate cu
criteriul Gradului Maximal de Stabilitatgi dupa alte
metode cunoscute - Optindii Parametricesi Polilor
Dominani, s-a constatataicmetodelesi algoritmii elaborgi
in lucrare ofet sistemelor proiectate procese tranzitorii
aperiodice, performae ridicate ale regimului tranzitoriu, o
rezend mare de stabilitate, iar gradul de stabilitatedicel
mai mare Tn compatie cu alte metode utilizate Tn studiu.
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