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INTRODUCERE

Modelarea matematica se utilizeaza de
mult timp in stiintd si tehnicd. Odatd cu aparitia
calculatoarelor electronice de ultima generatie cu
volum mare de memorie operativa si vitezd mare
de calcul, au fost create conditii pentru
desavarsirea modelelor matematice si realizarea
experimentelor numerice in baza carora se obtine
informatie importanta pentru stiintele
fundamentale si tehnice. In ultimul timp
modelarea matematica se implementeaza masiv in
invatamantul universitar tehnic [1].

Tn lucrarea dati sunt abordate unele
aspecte ale modeldrii matematice a sistemelor
mecanice oscilante cu multe grade de libertate si
problemele realizarii experimentelor numerice in
timp real.

1. REZOLVAREA NUMERICA A
SISTEMELOR DE ECUATII
DIFERENTIALE ORDINALE DE
ORDINUL 1

Deoarece rezolvarea unui sisteme din n
ecuatii diferentiale de ordinul doi se poate reduce
la rezolvarea uni sistem din 2n ecuatii diferentiale
de ordinul unu, vom prezenta Th continuare
algoritmul si metoda pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii ordinale de ordinul unu de tipul (2)

dx; (t)
dt

= F (6%, % %,), j =0..n @

cu conditiile initiale
tZtO,XjZXOj,jZO...n (3)

Pentru determinarea solutiei sistemului
(3) Tn momentul t#t,, cu precizia ¢, intervalul

h=(t—t;) se imparte in 2, 4, ... subdiviziuni. La
fiecare etapa solutia se obtine cu pasi separasi
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De reguld, in rezultatul modelarii
matematice a sistemelor mecanice oscilante se
obtin sisteme de ecuatii diferentiale ordinale de
gradul doi de tipul

dij'(t)
dt?

= I:i (t’ql"'qmql’---qn), J =1..n (1)

unde g si (sunt coordonate si viteze

generalizate; n - numarul gradelor de libertate, t -
timpul.

Pentru modelarea si implementarea pe
calculator Tn timp real a experimentelor humerice
sunt necesare metode numerice efective de
rezolvare a sistemelor de ecuatii (1) in intervale de
timp comparabile cu timpul de realizare a
experimentelor reale (zeci de minute si chiar ore).

(solutia la pasul m+1 utilizeaza in calitate de
conditii initiale solutiile obtinute la pasul m).
Procesul de determinare a solutiilor se termind la
etapa pentru care diferenta in valoare absoluta
dintre solutia curentd si precedentd devine
inferioara preciziei ¢. La fiecare pas solutia
sistemului se determind prin metoda clasica
Runge-Kutta [2] generalizatd pentru un sistem de
ecuatii diferentiale de ordinul unu.

xgl>:xg°>+g(K}+2K§+zK$+K;*) (@)
unde
KE= (g, X2, X .. x®)
-2:f-(t0+05h X (<.°>+05m<1) Xy
K3 = f,(t, +0.5h,x®,x,..., (¥ +05nK2)..., x?)
K? =1, (t +0.5h,x§°>,...,(x§°> +hK? )...,xg°>)
j=0.n, x{ =x;@t;+h), xO=x;

Acest algoritm a fost implementat in procedura
RK4m pentru mediul de programare Delphi 7.0.

In continuare prezentim integral aceasti
procedura cu comentari succinte.



Modelarea matematica si elaborarea software-lor pentru simularea n timp real pe calculator... 59

type vtr= array of extended;
Tftx=procedure (t:extended;x:vtr; var
f:vtr);

{Tftx este un tip procedural cu ajutorul ciruia se
declara sistemul real de ecuatii diferentiale (2).
Variabilele Xo...Xn sunt componente ale vectorului
x:vtr, iar fo..f,, componente ale vectorului f:vtr}

procedure RK4m (eps,t0:extended;

x0: vtr; fnx:Tftx; var t:extended;

var x: vtr);

var n,i,j,ned,dv:integer;
h,ti:extended;
xc,xp,xi,k0,k1,k2,k3,x00,£f: vtr;
p:boolean;

const cld6=1/6;

{Procedura RK4 serveste pentru determinarea
solutiilor sistemului de ecuatii diferentiale cu
pasul h fixat, conform formulei (4)}
var i:integer;
begin
fnx (t0,x0,£f) ;
for i:=0 to ned do begin
kO[i] :=h*£f[i];
x00[1i] :=x0[1i]+k0[i]*0.5;
end;
fnx (t0+h*0.5,x00,£f) ;
for i:=0 to ned do begin
k1[i] :=h*£f[i];
x00[i] :=x0[1i]+k1[i]*0.5;end;
fnx (t0+h*0.5,x00,£f) ;
for i:=0 to ned do begin
k2[i] :=h*£f[i];
x00[i] :=x0[i]+k2[i]; end;
fnx (t0+h,x00,£f) ;
for i:=0 to ned do begin
k3[i] :=h*£f[i]; end;
for i:=0 to ned do
xc[i] :=x0[i]+(kO[i]+2*k1[i]+
2*k2[i]+k3[i]) *cld6;
end; {RK4}
begin {RK4m}
ned:=high(x0) ; dv:=ned+1;
setlength(xc,dv); setlength(xp,dv);
setlength (xi,dv); setlength(kO0,dv);
setlength(kl,dv); setlength(k2,dv);
setlength (k3,dv) ;setlength (x00,dv) ;
setlength(£f,dv) ;
n:=1;h:=t-t0;
RK4 (t0,h,x0) ;
repeat p:=true;
for i:=0 to ned do
begin xp[i] :=xc[i];
xi[i]:=x0[i] end;
n:=n*2;h:=h*0.5; ti:=t0;
for j:=1 to n do begin
RK4 (ti, h,xi); ti:=ti+h;
for i:=0 to ned do
xi[i] :=xc[i];

end;
for i:=0 to ned do
p:=p and (abs(xc[i]-xp[i])<eps) ;
until (p) ;
for i:=0 to ned do x[i] :=xc[i];
end; {RK4m}

Aceastd procedura a fost testata in mediul
de programate Delphi 7.0 la un calculator Pentiun
4 cu frecventa de lucru 2.53GHz pentru un sistem
din 500 oscilatori armonici independenti. Sistemul
de ecuatii diferentiale pentru acest caz are forma:

dx; (t
djt( ) =X, 1=0,2,.999
dx, (1) _ ®)
—— =X, J= 1,3,..1000
dt
Pentru conditiile initiale
(-0 X;=1j=0,2,..,999 6
% =0, j=13,...,1000 ©

solutiile sistemului (5) cu precizia 0.00001 se
obtin in 0.03 s. In cazul intervalelor mai mici de
timp h=~0.05s, utilizate pentru simularile in
timp real, rezultatele se obtin practic momentan.
Procedura Delphi in care se definesc ecuatiile (5)
are forma:

Const nec=999:
procedure ff(t:extended; x:array of
extended; var f:array of extended);
var j:integer;
begin

for j:=0 to nec do

if odd(j) then
fl[jl:=-x[j-1]else f[j]l:=x[j+1];
end;

Procedura Delphi in care se rezolva
ecuatiile (5) pentru conditiile initiale (6) in
momentul de timp t=10s si se afiseazd rezultatul
Tn obiectul Labell, are forma:

procedure TForml.ButtonlClick (Sender:
TObject) ;
var t0,t:extended; i:integer;
x0,x:array[0. .nec]of extended;
begin
t0:=0,t:=10;
for i:=0 to nec do if odd(i) then
xx0[i] :=0 else x0[i]:=1 ;
RK4m (0.00001,t0,x0,£f£f,t,x);
labell.Caption:='S.Nm="'+
floattostr (x[0]) ;
end;
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Aceste testari demonstreaza eficacitatea
algoritmului pentru realizare pe calculator a
simularilor in timp real a problemelor de dinamica
cu multe grade de libertate, In care se cere

2. SIMULAREA TN TIMP REAL PE
CALCULATOR A OSCILATIILOR
PENDULULUI MATEMATIC
MULTIPLU

Pendulul matematic multiplu reprezinta
un sistem de puncte materiale de masa m diferita
suspendate consecutiv de fire inextensibile de
lungimi | diferite. Schema pendulului matematic
multiplu este reprezentata in figura 1.
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Figura 1. Schema pendulului matematic multiplu.

Ecuatiile miscarii acestui sistem mecanic
cu n grade de libertate pot fi deduse utilizand
formalismul Lagrange.

g(i%j_(i}o,izl...n ¢
dt 8q, 5q,

unde functia Lagrange are forma:

Ti si Ui sunt energiile cinetice si potentiale ale
punctului material cu indicele i.

Ti :%(szi +Vy2i):

| - a
% {le(pjsin((pj)} +[le¢jcos((pj)J

j=1 j=1

rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale de
tipul (1-2).

U, :migzlj(l_cos((p,.)) ©)

i1

unde @;si @; sunt coordonatele si vitezele

generalizate pentru corpurile pendulului multiplu
(abaterile de la pozitia verticala si vitezele
unghiulare), g- acceleratia caderii libere.

Substituind expresiile (8) si (9) in (7) se
obtin ecuatiile diferentiale care descriu miscarile
pendulului multiplu

n

Zépili COS((Pk —(Pi)M ki T

MQ:ij (11)

MDD MI M L MD
MI MI M . MP
IMg|=[M2 M2 M . M. (12)

M) M) M! ... M]

Pentru rezolvarea numerica, sistemul de
ecuatii diferentiale (10) trebuie sa fie adus la
forma explicitd de tipul (1). Aceste transformari
pot fi realizate utilizind metode din algebra liniara
deoarece (10) reprezintd un sistem de ecuatii
algebrice liniare cu necunoscutele @,,i=1..n,

care poate fi scris in forma:

n

i=1

unde
a =1; COS((Pk —O; )M ki (14)
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n

b, = —Z(Pizli Sin((Pk —¢; )M i —gsin ((Pk )Ml?(ls)

i=1

In caz particular, din (10) se obtin
ecuatiile diferentiale, care descriu miscarile
pendulului matematic simplu, dublu, triplu, etc.
Pendulul matematic simplu (n=1)

¢ = _IgSin((Pl) (16)

1
Pendulul matematic dublu (n=2)

_ bay, —bay,
8,18, — ;58

_ bya;; —bja,

= (17)
8,18, — g8y

P 2

unde
a = |1(m1 + mz)a a;, =Myl, COS((Pl _(Pz)

ay, =l,m, cos(p, —, ), ay, =1,m,

b, = -m,l,¢2 sin(p, — @, )—(m, +m,)gsin(e,)
b, =-m,l,¢?sin(p; —¢,)—m,gsin(p, )
Pendulul matematic triplu (n=3)

$; = (bjas,a5; +0,83,8,5 +bya;,a,; —

(18)
b183,8,3 —b,a1,853 —byaa3)/ D
P, = (Da384; +byay,a5; +bya5a5 - (19)
byay;a55 —b,a5385 —bzaa,,)/ D
P53 = (bayag, +b,a,,a5, +0;38,8,, - (20)

b2y, —b,a3,8;,; —b3a,,85,)/ D

D = (81185833 + 1589385, + 835,33 —
831857813 — 838,381 — 8,181,833)

Coeficientii a; si b, pentru i,k=1,23 se
calculeaza cu ajutorul expresiilor (14) si (15) in
care se utilizeazd urmatoarele elementele ale
matricei

(M, +m, +mg) (m, +mg) m
M= (my+mg)  (m,+my) m
M M M
Pentru  n>3 expresiile  ecuatiilor
diferentiale care descriu migcarile pendulului

matematic multiplu devin foarte voluminoase si
practic nu simplificd procesul rezolvarii numerice
a problemei. Tn acest caz este mai simplu de
rezolvat numeric sistemul de ecuatii algebrice
(12). Procedura Delphi care defineste sistemului
de ecuatii diferentiale pentru pendulul matematic
multiplu cu n grade de libertate In urma rezolvarii
numerice a sistemului de ecuatii (12) are forma:

procedure ff (t:extended; =x:array of
extended; var f:array of extended);
var a:array of array of extended;
b,sol: array of extended;
begin

setlength(b,n); setlength(sol,n);

setlength(a,n,n);

for i:=0 to 2*n-1 do

if not(odd(i)) then £[i]:=x[i+l];
calcA(a); calcb(b);

{aceste proceduri calculeaza

coeficientii Qi si b; conform
formulelor (13-14)}
gauss (a,b,sol) ;
{rezolva sistemul de
algebrice prin metoda Gauss}
for i:=0 to np do f[2*i+l]:=s0l[i];
end;

ecuatii

In baza acestor proceduri a fost realizata
aplicatia Delphi pentru simularea in timp real pe
calculator a oscilatiilor pendulului matematic
multiplu. Interfata aplicatiei pentru pendulul
matematic cu 3 grade de libertate se reproduce in
figura 2.

In aplicatia din figura 2 utilizatorul are
posibilitate sa realizeze experimente numerice
pentru extragerea informatie despre
caracteristicile miscarii pendulului matematic
triplu. Parametrii pendulului (lungimile Iy, Iz, I3;
masele mi;, m;, ms si unghiurile de abatere a
greutatilor pendulelor din pozitia de echilibru ¢,
02, @3.) pot fi setati in fereastra ,,Parametrii
sistemului de pendule”. Dupa apasarea butonului
»otart” se declangeaza in timp real procesul de
oscilatii a sistemul de pendule. in ferestrele din
partea stangd a aplicatiei se deseneaza graficele
dependentei de timp a unghiurilor de abatere a
pendulelor de la pozitia de echilibru. Timpul real
se afiseaza in partea superioara a aplicatiei.

Pendulul matematic triplu Th campul
gravitational omogen este un sistem mecanic
conservativ In care energia totald (cineticd si
potentiald) trebuie sid fie constantd. Aceasta
proprietate se utilizeaza pentru verificarea
indirecta a corectitudinii metodei numerice de
rezolvare a sistemului de ecuatii diferentiale. Tn
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partea superioara a aplicatiei se afigeaza in timp
real diferenta relativa in procente dintre energia

totala
n

ET = Z(Ti £U,)= F (01 003 0.y (1) 0 (1)

i=1
in momentul dat de timp si in momentul initial de
timp (ET/ET0-1)100%

Aceasta marime conform teoriei trebuie sa
fie egald cu zero. In realitate ea usor creste pe
parcursul timpului, rimanand mai mica ca 0.001%
n intervalul de timp de 60 minute.

?-"Simularea oscilatiilor pendulului triplu ;IEIEI
Fisier  Ajukor
Parametii | t=13,17s (ET/ETO-1)*100=0,00008520%
o0 A ﬂ

Start |

F-100

;\/v AVAR VALY

Al A

IR

mé\/ 115

Parametrii sistemului de pendule -

L(m] Mkg) P (grade]
Pendulul]l] j |1g j |.47 j
Pendullzlo2 31 135 3 |41 3

PendululSI] j Ig 5 j I 52 j

s r

Figura 2. Interfata aplicatiei Delphi pentru simularea in timp real a oscilatiilor pendulului matematic triplu.

Mentiondm ca aplicatia functioneaza la fel
de stabil atat pentru oscilatii mici cat si mari, cind
abaterile pendulelor din pozitia de echilibru sunt
aproape de valoarea 180°. Din graficele afisate pe
ecranul calculatorului se vede caracterul absolut
aperiodic al oscilatiilor.

in cazul oscilatiilor mici, aplicatia poate fi
utilizatd pentru verificarea concluziilor teoriei cu
privire la existenta frecventelor proprii si a
fenomenului de batai. Daca m; >>m,, |, =1,,

¢, =0si ¢, <<0, In conformitate cu teoria [2] se

observa fenomenul de batai (figura 3).

Calculatorul Pentium 4 cu frecventa de
lucru 2.53GHz permite realizarea stabilda a
experimentului numeric pentru un sistem de
pendule matematice cu numarul gradelor de
libertate <=10. Pentru un numar mai mare de
grade de libertate este necesar un calculator cu
caracteristici mai performante.
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Figura 3. Fenomenul de batai in oscilatiile pendulului dublu.

3. SIMULAREA TN TIMP REAL PE
CALCULATOR A OSCILATIILOR
UNUI SISTEM DE PENDULE
GRAVITATIONALE CUPLATE.

Schema sistemului din n pendule
gravitationale de lungimi I si mase m; diferite,
cuplate prin intermediul a (n—1) resorturi de
rigiditatea k este reprezentata in figura 4.

Alegdnd 1n calitate de coordonate
generalizate unghiurile de abatere @ a pendulelor
de la pozitia de echilibru obtinem 1in baza

formalismului Lagrange (7) urmatoarele ecuatii
diferentiale ale miscarii:
.. g . 1 ov
. =—=sin(p, ) - ————,
# == sinle) 12m, 09, (21)

i=1..n

unde V este energia potentiald a resorturilor
deformate.

Considerand ca in pozitia de echilibru,
resorturile nu sunt deformate si au lungimea a
egald cu distanta dintre punctele de suspensie a
pendulelor scriem in forma explicita expresia (22)
pentru energia potentiala a resorturilor deformate.

2

V(@i 0, ) = ni(\/(a +bsin(¢,,,)—-bsin (¢, ))* + (bcos(g,,, )—bcos(p, ) - a) (22)

i=1

unde b este distanta de la punctul de insertie a resorturilor pana la punctul de suspensie a pendulelor.

Figura 4. Schema sistemului de pendule matematice cuplate

In caz general forma explicitd a ecuatiilor
(21) este foarte complicatd din cauza expresiilor
voluminoase a derivatelor partiale 0V /0o,
calculate din (22). Pentru rezolvarea numericd a
sistemului de ecuatii diferentiale (21) este mai

rentabil de calculat numeric aceste derivatele
partiale.

Procedura  Delphi  care  defineste
sistemului de ecuatii diferentiale pentru sistemul
de n pendule cuplate are forma:
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procedure fpm(t:extended;x:array of extended;var
f:array of extended);
var i:integer; xp,vd,eps:extended;
ff:array of extended;
begin
eps:=1e-6
setlength(ff,high(x)+1);
for i:=0 to nec do
if not(odd(i)) then f[i]:=x[i+1];
for i:=0 to 2*np-1 do
if not odd(i) then
{urmaitoarele instructiuni calculeazi numeric
derivata partiala cu pasul eps }
begin
xp:=x[i]; x[i]:=xp+eps;
vd:=v(x); X[i]:=xp;
ffli+1]:= (vd-v(x))/eps;
end;
fori:=1tonpdo
f[2*i-1]:=-(g/1[i])*sin(x[2*i-2])-
ff[2*i-1]/m[i]/sqr(I[i]);
end;
function v(x:array of extended):extended;

‘[ simularea oscilatiilor pendulelor cuplate

! t=30.79 s

Parametrii | Start |

(ET/ET0-1)*100=0,000970190633085567

{in aceasti proceduri se defineste energia
potentiala a arcelor deformate in
conformitate cu expresia (21})
var s:extended;i:integer;
begin

s:=0;

for i:=1 to np do

s:=s+ sqr(sqrt(sqr (at+b*sin(x[2*i]) -

b*sin (x[2*i-2]))+

sqr (b*cos (x[2*i]) -

b*cos (x[2*i-2]))) -a)

v:=0.5%k*s;
end;
In baza acestei proceduri si a procedurilor descrise
in compartimentul 1 al lucrarii a fost realizata
aplicatia Delphi pentru simularea in timp real pe
calculator a oscilatiilor sistemului de pendule
gravitationale cuplate. Calculatorul Pentium 4 cu
frecventa de lucru 2.53GHz permite realizarea
stabild a experimentului numeric pentru un sistem
de 25 pendule gravitationale cuplate.

Interfata aplicatiei pentru sistemul de 3

pendulule gravitationale cuplate se reproduce in
figura 5.

=18

A~ AN~ A NN A e ATV A

vw\/\?v\/\%\ﬁ&v\/v\/vsvs\/vv\}
Parametrii sistemului de pendule
/\ /\ [\ /\ L{rm) Mikg) (p [grade) K[ M)
/ \7 \] \j \jss SPWMW Jos 10 [32 3 Jioo
Fendululz ID'4 Iw |.15 j

Pendulul3 IU 4 |1 3 j

A A LA A AAATE A
AT AR ATAVATAVAAATA VA A}

Figura 5. Interfata aplicatiei Delphi pentru simularea in timp real a oscilatiilor sistemului din 3 pendule
gravitationale cuplate.
In fereastra ,Parametrii sistemului de interactiv parametrii sistemului (lungimea si
pendule cuplate” utilizatorul stabileste in mod masele pendulelor, rigiditatea resorturilor de
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cuplare si abaterile din pozitia verticald a fiecarui
pendul. Dupa apdsarea butonului ,,Start” incepe
procesul de simulare in timp real al oscilatiilor
sistemului de pendule.

Precizia calculelor numerice se verifica
indirect, calculand in fiecare moment de timp
energia totalda a sistemului, care conform teoriei
trebuie sa fie constantd. In aplicatie se afiseaza
diferenta relativa in procente dintre energia totala
in momentul dat de timp si energia totald in
momentul initial.

Mentiondm cd in codul programului nu
este inclusa nici o restrictie cu privire la marimea
unghiurilor de abatere a pendulelor de la pozitia
de echilibru.

In cazul oscilatiilor mici, utilizatorul
poate verifica rezultatele de bazd ale teoriei
sistemelor oscilante in care se observa pulsatii
proprii. Pentru aceasta utilizatorul trebuie sa
stabileasca in mod convenabil conditiile initiale.

In figura 6 sunt reprezentate doud
secvente in care se observa pulsatiile proprii ale
unui sistem din doud pendule gravitationale
identice: mi=m,=m, l:=l>=l, b=I. Conform teoriei
[3] pulsatiile proprii ale oscilatiilor mici pentru
acest caz se calculeaza cu ajutorul expresiilor

=\/§7 a)2: g+2£
I V1 m

Pentru m=1 kg, I=1Im, k=10 N/m. si
g=9.81 m/s® obtinem urmitoarele valori ale
perioadelor oscilatiilor proprii: T:=2.005 s si
T>=1.150 s. Aceste valori se confirma cu precizie
inalta in reprezentarile grafice din figura 6
obtinute in rezultatul experimentului numeric. in

Y

k )
cazul —< E se observa fenomenul de batai cu
m

pericada T =2*7/(w,—a,) .Pentru  m=1kg,
I=1m, k=2N/m. si g=9.81m/s? obtinem T=10.75s.
Aceastd valoare se confirma in figura 7 obtinuta in
rezultatul experimentului numeric cu parametrii
susmentionati.

Experimentul numeric demonstreaza ca
fenomenul de batai se observa nu numai pentru
oscilatii mici. In figura 8 este reprezentat
fenomenul de batdi pentru abateri mari

((pl =90°,¢, = OO) a pendulelor gravitationale de
la pozitia de echilibru. Pentru aceiasi parametri ca
si in cazul precedent perioada batdilor T=16.3s

Parametrii sistermului de pendule
Lim) Mlka) @ [orade] K{ Nim)

Penduii1f7 E [ & | ER
Pendulul2|1 E |1 |2| |_5 El

VANAAAAAAANANAANN D

AVAVRTATAYAVAVAVRVRTATATRVRVAVATRY

Parametrii sistemului de pendule
Lim) Mlka) & [grade] K(N/m]

Pendul E [ & ERE
Pendulul2l1 E |1 m IE j

NWAWAWAWAWAWANWAWAWAN

AVEAVAAVAAVEAVA

15 15\7 ] 163 75 18s 95 EDs

Figura 6. Pulsatii proprii ale sistemului din doud pendule gravitationale cuplate
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Figura 7. Fenomenul de batai in sistemul de doud pendule gravitationale cuplate.
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Figura 8. Fenomenul de batai in sistemul de doua pendule gravitationale cuplate (oscilatii mari).

4. CONCLUZII
Experimentul numeric nici intr-un caz nu
preconizeaza substituirea completa a

experimentului real. Tn caz general rezultatele
experimentului numeric trebuie confruntate cu
rezultatele experimentului real pentru verificarea
calitatii modelelor matematice utilizate si a
calculelor  numerice.  Rolul  experimentului
numeric in linii mari constd in completarea
experimentului real cu informatii care permit
perfectarea calitatii modelelor fizice utilizate Tn
descrierea teoreticd a experimentului real.

Cu ajutorul experimentelor numerice
descrise in lucrarea data, utilizatorul poate verifica
concluziile de baza ale teoriei oscilatiilor mici

(pulsatii proprii, batai, etc) si obtine informatii
originale In cazul oscilatiillor mari (neliniare)
pentru care teoria nu este suficient de bine
dezvoltata.
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