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INTRODUCERE  
 

De obicei, la determinarea eforturilor în 

diferite construcţii este folosit modelul liniar elastic 

de comportare sub acţiunea încărcărilor. Criteriul de 

stare limită a construcţiei este dat de condiţia ca cea 
mai mare tensiune (normală, tangenţială sau 

echivalentă) să nu depăşească rezistenţa de calcul a 

materialului. În baza acestor idei au fost elaborate 
metodele tradiţionale de verificare sau dimensionare 

a structurilor de rezistenţă. Dacă construcţia este 

alcătuită din materiale ductile, apariţia tensiunilor 
maxime în careva secţiuni nu întotdeauna conduc la 

cedarea construcţiei. Ca rezultat starea limită a 

construcţiei va fi alta decât cea considerată în 

calcul. Prin urmare, starea limită reală a construcţei, 
care corespunde epuizării capacităţii portante este 

alta, de obicei, mai mare. Starea limită este atinsă 

numai după ce careva părţi ale construcţiei 
suprasolicitate vor trece în stare plastică de 

comportare a materialului. Evident, că nu se va lua 

în seamă epuizarea capacităţii portante provocată de 
pierderea stabilităţii locale, oscilaţii cu amplitude 

inadmisibile ş.a. În cele mai multe cazuri de 

estimare a capacităţii portante a structurii este 

folosit modelul de comportare ideal-rigid-plastică, 
aşa numita diagrama lui Prandtl [1, 4]. 

În limitele acestui model se rezolvă 

problema determinării încărcării limită a grinzii 
infinite pe mediu elastic de tip Winkler. 

 

 

1. GRINDĂ INFINITĂ PE MEDIU 

ELASTIC DE TIP WINKLER 
 

Se studiază grinda de lungime mare, 
solicitată de o sarcină locală, de exemplu, o forţă 

concentrată (fig. 1) 

Ecuaţia diferenţială a grinzii pe mediu 

elastic de tip Winkler are forma [1, 4] 
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unde v(x) este deplasarea verticală a grinzii, c  − 

coeficientul de tasare (de pat), care depinde de tipul 

terenului de fundare. 

 Din motivul că grinda este infinită pentru 

rezolvarea ecuaţiei (1) poate fi folosită metoda 

transformării integrale Fourier [2, 5]. Multiplicând 

ecuaţia (1) cu 
xie 

 (  - parametrul transformării), 

integrând pe părţi şi considerând că funcţia v(x) şi 

derivatele sunt nule pentru x  obţinem 
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 Folosind formula de inversare a 

transformării Fourier, obţinem 
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2. STARE LIMITĂ A GRINZILOR 

SOLICITATE DE FORŢE 

CONCENTRATE 
 

 Pentru grinda solicitată de o forţă 

concentrată F (fig. 1, a) ),()( xFxq   

Fq )( , )x(  − funcţia lui Dirac şi soluţia 

problemei are forma 
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 Dacă forţa F se măreşte treptat se va ajunge 

la un moment când în secţiunea 0x  a grinzii va 

apărea o articulaţie plastică (fig. 1, b) şi 

,)( 1 plMMxM   unde Mpl este momentul 
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plastic al secţiunii. În grindă sub forţă apare prima 

articulaţie. 
 Soluţia acestei probleme poate fi obţinută 

prin superpoziţie, ca suma a două soluţii: prima 

)(xv  provenită din forţa F şi a doua – )(* xv , 

provenită din saltul unghiului de rotire a secţiunii în 

articulaţie 
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unde   este saltul unghiului de rotire al secţiunii 

grinzii în articulaţie 1 (fig. 1, b). 
 Soluţia (5) poate fi obţinută folosind metoda 

transformării integrale Fourier conform schemei 

generalizate [3]. 

 Din condiţia pl
* M)(M)(M  00  obţi-

nem relaţia dintre saltul unghiului de rotire şi 

momentul plastic 
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Figura 1. Scheme de calcul şi diagrama 

momentului de încovoiere 
 

 La creşterea forţei F momentul M1 rămâne 

constant şi egal cu momentul plastic al secţiunii. 

Diagrama momentelor )(xM  este prezentată în fig. 

1, c. Sarcina va creşte până când momentul M2 va fi 

                                                
1 Această soluţie în [1] este greşită. A.R. Rzhaniczy’n nu 

foloseşte noţiunea de salt al unghiului de rotire. Soluţia 

din saltul concentrat al unghiului de rotire a fost folosită 

de B.G. Korenev. Ea a fost obţinută prin diferenţierea 

soluţiei provenită dintr-o forţă concentrată. În [2] a fost 

propusă o metodă generală de obţinere a soluţiilor 

discontinue. 

egal cu momentul plastic al secţiunii. Coordonata s 

în care va fi atinsă această valoare se va determina 
din condiţia 
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unde M este momentul provenit din forţa F, iar M* 

este momentul provenit din Mpl din prima 
articulaţie. Aceste momente sunt egale 
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 Realizând condiţia (6) obţinem pentru s 

ecuaţia transcendentă 
 

,0cos  se s 
 

 

cu rădăcina cea mai mică pozitivă 293,1s . 

 Substituind această valoare în (6) se poate 
determina valoarea forţei F în momentul apariţiei 

articulaţiei a doua 

 

,03,14 plMF   

 

care esenţial diferă de valoarea plMF 74,9 , 

obţinută în [1]. 
 În continuare se prezintă diagrama 

momentelor de încovoiere raportate la Mpl  în grinda 

infinită solicitată de o forţă concentrată până la 
apariţia primei articulaţii plastice (fig. 2, a) şi după 

apariţia articulaţiei (fig. 2, b). Introducând notaţia 

plM

F


   relaţia pentru plM/)x(M  capătă forma 
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În cazul apariţiei articulaţiei plastice 
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Diagramele au fost trasate pentru câteva 

valori arbitrare ale parametrului  . Este necesar de 

remarcat că a doua articulaţie plastică se formează 

pentru valori ale parametrului   mai mari de 10. 
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Figura 2. Diagrama momentului de încovoiere până 
la apariţia (a) şi după apariţia primei articulaţii (b). 

 

 Folosind relaţiile de calcul obţinute anterior 
s-a rezolvat problema grinzii infinite solicitată de 

două forţe F amplasate la distanţe egale de originea 

sistemului de coordonate (fig. 3, a). Prima fază 
include calculul grinzii în domeniul elastic de 

comportare. Momentele de încovoiere se vor obţine 

ca suma soluţiilor provenite din două forţe F care 

acţionează în punctele 2/ax  , respectiv. 

Folosind relaţia (7) şi principiul superpoziţiei putem 

scrie 
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Faza următoare este caracterizată prin 

apariţia simultană a două articulaţii plastice în 

secţiunile 2/ax   (fig. 3, b). Ţinând seama de 

relaţia (9) expresia momentului de încovoiere 
capătă forma 
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Figura 3. Grindă infinită solicitată de două forţe 

concentrate: faza elastică (a); faza elastoplastică (b). 

 
Din considerente de simetrie 

  21 . Egalând momentele de încovoiere 

în secţiunile 2/ax   cu momentul plastic al 

secţiunii Mpl obţinem relaţia 
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     Relaţia (10) leagă mărimea saltului 

unghiului de rotire   cu momentul plastic al 

secţiunii Mpl. Introducând notaţiile plMFa / , 

,a   şi variabila xax  , (a – distanţa dintre 

forţe), expresia momentului de încovoiere în 
domeniul elastic va avea forma  
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iar în stadiul elastoplastic 
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 În fig. 4 este prezentat raportul plM/M  

până la apariţia articulaţiilor plastice (fig. 4, a) şi 
după apariţia lor (fig. 4, b).  

 

0

0,4   2,5

  5,0

  10,0

a

x

-0,4

-0,8

-1,2

2,0 4,0 6,0

0,4

-0,2

-0,6
  2,5

  5,0

  10,0

2,0 4,0 6,0

a

b

plM

)x(M

plM

)x(M

a

x

-1,0
 

Figura 4. Diagrama momentului plM/M  până 

apariţia articulaţiilor plastice (a) şi după –  (b). 

 Relaţia (12) permite delimitarea domeniului 

de comportare elastică a grinzii de domeniul de 
comportare plastică. . Pentru aceasta relaţia (12) s-a 

egalat cu unitatea. În acest mod se evidenţiază 

valorile parametrilor   şi   pentru care grinda 

atinge limita de epuizare a capacităţii portante 
(fig.5) 
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Figura 5. Delimitarea domeniului de comportare în 

faza elastică şi faza elastoplastică. 

 
 Se menţionează că apariţia articulaţiilor 

plastice este însoţită de creşterea tensiunilor de 

contact dintre grindă şi mediu şi a deplasărilor 
verticale. Reieşind din ideile expuse se pot formula 

şi alte criterii limită, cum ar fi, de exemplu, 

limitarea deplasărilor verticale ale grinzii sau 
restricţii referitoare la mărimea deschiderilor 

fisurilor în partea întinsă a grinzilor din beton 

armat. 
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