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tiforme de căldură . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.2.3. Tensiunile termice explicite ı̂n pătrimea de plan pentru o problemă par-
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tiforme de căldură pentru semispat, iu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Anexa A. Fâs, ia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
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ADNOTARE

Cret,u Ion. Solut, ii integrale ı̂n termoelasticitatea necuplată, teza pentru obt, inerea

titlului de doctor ı̂n tehnică, Chis, inău, 2018.

Teza include: introducere, trei capitole, concluzii s, i recomandări, 120 pagini text de bază

s, i 39 figuri, surse bibliografice din 122 titluri s, i 4 anexe. Rezultatele obt, inute au fost publicate

ı̂n 10 lucrări s,tiint, ifice.

Cuvinte-cheie: solut, ii integrale, termoelasticitate, funct, ia Green, funct, ia de influent, ă,

deplasări termoelastice, tensiuni termice, condit, ii de limită, dilatare de volum.

Domeniul de studiu: teoria termoelasticităt, ii.

Scopul tezei: obt, inerea solut, iilor integrale ı̂n termoelasticitatea necuplată prin gene-

ralizarea metodei reprezentărilor integrale armonice (MRIA), folosirea metodei Maysel (MM) s, i

a metodei GΘ convolut, iei (MGΘ-C) pentru probleme de limită noi a diferitor domenii canonice.

Obiectivele cercetării: construirea funct, iilor Green; obt, inerea solut, iilor integrale pentru

câmpul de temperatură ı̂n baza funct, iilor Green; reprezentările generale integrale ale funct, iilor

principale termoelastice Green (FPTG); determinarea FPTG ı̂n baza reprezentărilor generale

folosind MRIA pentru sistemul de coordonate cartezian s, i a MGΘ-C pentru domeniul canonic

sferic; calcularea unor integrale pe suprafat, ă s, i pe volum la obt, inerea solut, iilor integrale; re-

zolvarea problemelor particulare ı̂n termoelasticitatea necuplată ı̂n baza solut, iilor integrale prin

MRIA s, i MGΘ-C s, i a metodologiei de aplicare a formulei Maysel; trasarea graficelor folosind

programa Maple 18 s, i analiza ulterioară a acestora pentru FPTG s, i a solut, iilor analitice pentru

câmpul de temperatură, deplasările s, i tensiunile termice; validarea rezultatelor obt, inute.

Noutatea s, i originalitatea s,tiint, ifică: lărgirea arsenalului de solut, ii integrale obt, inute la

rezolvarea problemelor de limită prin generalizarea MRIA pentru domeniile canonice carteziene

s, i a MGΘ-C pentru domeniul canonic sferic s, i folosirea solut, iilor integrale la rezolvarea prob-

lemelor particulare de limită noi.

Semnificat, ia teoretică: dezvoltarea MRIA s, i a MGΘ-C pentru domeniile carteziene s, i

sferice prin obt, inerea solut, iilor integrale datorită cărora pot fi rezolvate probleme din termo-

elasticitatea necuplată.

Valoarea aplicativă: MRIA s, i MGΘ-C au avut un aport la mărirea arsenalului de solut, ii

integrale din domeniul mecanicii corpului solid deformabil. Acestea au o important, ă majoră,

fiind posibilă rezolvarea altor probleme de limită noi din domeniu, sau pot fi folosite ca probleme

test pentru validarea metodelor clasice s, i numerice.

Implementarea rezultatelor s,tiint, ifice. Rezultatele obt, inute pot fi aplicate la deter-

minarea tensiunilor s, i deplasărilor termice pentru domeniile care au aceeas, i formă ca s, i domeniul

calculat, inclusiv ı̂n elementele de construct, ie s, i nu numai (fâs, ia - peretele unei clădiri, semifâs, ia

- peretele de lângă golul de us, ă sau fereastră, pana sferică - cordon de sudură etc.).
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АННОТАЦИЯ
Крецу Ион. Интегральные решения в несвязаной термоупругости,

диссертация на соискание ученой степени доктора наук, Кишинэу, 2018.
Докторская диссертация включает: введение, три главы, общие выводы (120 стр.

текста, 39 рисунков), библиография (122 источников) и 4 приложений. Результаты были
опубликованы в 10 научных работах.

Ключевые слова: интегральные решения, термоупругость, функция Грина, функция
влияния, термические перемещения, термические напряжения, граничные условия, объём-
ное расширение.

Область исследования: теория термоупругости.
Цель диссертации: Получение интегральных решений в несвязаной термоупругости

обобщёным методом гармонических интегральных представлений (МГИП), используя ме-
тод Майзеля (MM) и метод GΘ свертки (MGΘ-C) для новых граничных задач различных
канонических областей.

Задачи исследований: построение функции Грина; получение интегральных ре-
шений для температурного поля на основе функций Грина; общие интегральные представ-
ления основных термоупругих функций Грина (ОТФГ); построение ОТФГ с использова-
нием МГИП для канонических областей декартовой системы координат и MGΘ-C для
сферического клина; вычисление некоторых поверхностных и объемных интегралов для
получение интегральных решений; решение конкретных задач в несвязаной термоупру-
гости на основе интегральных решений используя МГИП, MGΘ-C и методологии приме-
нения формулы Майзеля; построение графиков с использованием программы Maple 18 и
их последующий анализ для ОТФГ и аналитические решения для температурного поля,
термических перемещений и термических напряжений; проверка и подтверждение полу-
ченных результатов.

Научная новизна и оригинальность результатов: расширение арсенала с интег-
ральных решений полученных для граничных задач oбобщённым методом гармонических
интегральных представлений для декартовых канонических областей и методом GΘ сверт-
ки для сферического клина, а также использование полученных интегральных решений
для определения термоупругих перемещений и напряжений новых конкретных граничных
задач.

Теоретическая значимость работы: развитие метода гармонических интегральных
представлений и метода GΘ свертки для декартовых и сферических областей и получение
на их основе решений в интегралах с помощью которых могут быть решены конкретные
задачи в несвязаной термоупругости.

Практическая значимость работы: метод гармонических интегральных представ-
лении и метод GΘ свертки позволили расширить арсенал интегральных решений краевых
задач механики деформированного твердого тела. Полученные решения в интегралах
имеют важное практическое значение для получения термоупругих перемещений и напря-
жений при заданных различных законов изменения термических воздействий. Они также
могут быть использованы в качестве тестовых задач для проверки и оценки различных
численных методов.

Внедрение научных результатов. Полученные результаты могут быть применены
к определению термических перемещений и напряжений для областей, которые имеют ту
же форму, что и изучаемое область, в том числе в элементах строительных конструкций,
и не только (полоса - стена здания, полуполоса - стена возле двери или окна, сферический
клин - сварочный шов и т. д.).
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ANNOTATION
Cret,u Ion. Integral solutions in uncoupled thermoelasticity for conferring

a PhD Degree, Chişinău, 2018.
The thesis structure: introduction, three chapters, conclusions, 120 pages of basic text

including 39 figures, bibliography containing 122 sources and 4 Annexes. Results are published

in 10 articles.

Key words: integral solutions, thermoelasticity, Green’s functions, influence functions,

thermal displacements, thermal stresses, boundary conditions, volume dilatation.

The field of the investigation: theory of thermoelasticity.

The thesis aim: obtaining integral solutions in uncoupled thermoelasticity by generalizing

the harmonic integral representation method (HIRM), using the Maysel’s method (MM) and

the GΘ convolution method (GΘ-CM) for new boundary value problems for various canonical

domains.

The objectives: construction of Green’s functions; obtaining integral solutions for the

temperature field based on Green’s functions; general integral representations of the main ther-

moelastic Green’s functions (MTGFs); determination of MTGFs based on general representa-

tions using HIRM for the Cartesian coordinate system and GΘ-CM for the spherical canonical

domain; сalculating some surface and volume integrals to get the integral solutions; solving

particular problems in uncoupled thermoelasticity based on integral solutions using HIRM,

GΘ-CM and the methodology of application of the Maysel’s formula; plotting graphs using the

Maple 18 program and their subsequent analysis for the MTGFs and analytical solutions for

the temperature field, thermal displacements and stresses; validation of the results obtained.

Scientific novelty and originality of the results: to increase the arsenal with integral

solutions obtained in solving boundary value problems by generalizing the HIRM for Cartesian

canonical domains and the GΘ-CM for the spherical canonical domain and use of integral

solutions to solve particular new boundary value problems of thermal elasticity.

The theoretical importance: developing the HIRM and the GΘ-CM for cartesian and

spherical domains by obtaining integral solutions with the help of which problems of uncoupled

thermoelasticity can be solved.

The applied value: HIRM and the GΘ-CM had a contribution to increase the arsenal

of integral solutions in the field of solid body mechanics. These are of major importance due

to the possibilities of solving other new boundary problems in the field, or can be used as test

problems for validation classic methods.

The scientific results implementation. The results obtained can be applied to the

determination of thermal displacements and stresses for domains that have the same shape

as the calculated domain, including building elements, and not only (strip - building wall,

half-strip - wall near the door or window, spherical wedge - welding seam etc.).
8



LISTA ABREVIERILOR

1D - unu dimensional

2D - bidimensional

3D - tridimensional

CL - condit, ii de limită

FG - funct, ia Green

FGEP - funct, ia Green a ecuat, iei Poisson

FPTG - funct, ii principale termoelastice Green

MGΘ-C - metoda GΘ convolut, iei

MM - metoda Maysel

MRIA - metoda reprezentărilor integrale armonice

PL - problemă de limită

9



INTRODUCERE

Actualitatea s, i important,a problemei studiate. Pentru multe domenii prezent,a

act, iunilor termice (sursa interioară de căldură, gradient de temperatură, flux de căldură etc.)

au un efect distructiv privind rezistent,a elementelor. Posibilitatea realizării unei astfel de

construct, ii, care să suporte influent,a tuturor act, iunilor termice necesită un calcul minut, ios,

folosind teoria termoelasticităt, ii, plasticităt, ii etc. În prezenta teză s-au obt, inut solut, iile analitice

sub formă de integrale ı̂n termoelasticitatea necuplată (unde câmpul de temperatură nu de-

pinde de câmpul deplasărilor elastice). Teoria termoelasticităt, ii este o combinat, ie atât a teoriei

conductibilităt, ii de căldură, cât s, i a teoriei elasticităt, ii. Obt, inerea solut, iilor sub formă inte-

grală prezintă un avantaj la rezolvarea PL ı̂n termoelasticitate. În calculele practice cea mai

raspândită teorie este cea a tensiunilor termice.

Teoria termoelasticităt, ii s-a dezvoltat destul de mult datorită execut, iei unor piese absolut

necesare pentru realizarea unor construct, ii noi, as,a ca: reactoare nucleare, turbine pe gaz,

motoare reactive, a pieselor folosite la ansamblarea calculatoarelor etc. Aceste elemente lucrează

ı̂n condit, ii de ı̂ncălzire neuniformă. În urma acestei ı̂ncălziri neuniforme apar gradient, i de

temperatură care duc la aparit, ia deformat, iilor neuniforme ı̂n diferite părt, i ale elementului.

În caz general, de la ı̂ncălzirea neuniformă, apar deplasări s, i tensiuni termice, uneori chiar

cu aparit, ia s, i dezvoltarea fisurilor. Fisurile ı̂ntr-un corp pot apărea fie de la tensiunile termice,

fie de la cele mecanice, sau de la ambele tensiuni concomitent. Aceste fisuri pot duce la cedarea

elementului. Anume aceste valori ale deplasărilor s, i tensiunilor termice sunt necesare pentru

analiza rezistent,ei elementului ı̂n particular s, i a construct, iei ı̂n ansamblu. Astfel, obt, inerea

solut, iilor integrale ale deplasărilor s, i tensiunilor termoelastice sunt apreciate de cercetătorii din

domeniu, deoarece ele dau posibilitatea să fie rezolvate (pentru fiecare tip de PL concretă) o

mult, ime de probleme de la act, iunea diferitor legi de schimbare a sursei interioare de căldură,

a temperaturii etc. În baza solut, iilor integrale pot fi obt, inute solut, iile analitice s, i comparate

cu rezultatele căpătate prin metodele clasice. Dacă aceste solut, ii sunt ı̂n funct, ii elementare,

important,a acestor rezultate cres,te s, i mai mult. Din aceste considerente tema tezei "Solut, ii

integrale ı̂n termoelasticitatea necuplată" este destul de importantă. Actualitatea temei se

explică prin aceea că solut, iile integrale conduc la mărirea arsenalului de PL rezolvate sub formă

analitică cu ajutorul cărora pot fi rezolvate un set de probleme de limită concrete noi. Cu atât

mai mult, aceste solut, ii integrale, ı̂ncă nu au fost obt, inute pentru toate corpurile posibile a

tuturor sistemelor de coordonate.
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În baza cercetărilor efectuate au fost obt, inute solut, ii integrale s, i analitice folosind MGΘ-C s, i

MRIA s, i a metodologiei de aplicare a formulei Maysel pentru un set de PL noi. Aceste metode

s-au dovedit a fi mai eficiente decât metodele clasice.

Scopul lucrării constă ı̂n obt, inerea solut, iilor integrale ı̂n termoelasticitatea necuplată

prin generalizarea metodei reprezentărilor integrale armonice (MRIA), folosirea metodei Maysel

(MM) s, i a metodei GΘ convolut, iei (MGΘ-C) pentru probleme de limită (PL) noi a diferitor

domenii canonice.

Obiectivele de bază:

• construirea FGEP pentru conductibilitate termică;

• obt, inerea solut, iilor integrale pentru câmpul de temperatură ı̂n corpuri din sistemul carte-

zian de coordonate ı̂n baza FG construite;

• reprezentările generale integrale ale FPTG prin FG ale conductibilităt, ii termice;

• determinarea FPTG ı̂n baza reprezentărilor generale folosind MRIA pentru sistemul de

coordonate cartezian s, i a MGΘ-C pentru sistemul de coordonate sferic;

• calcularea unor integrale pe suprafat, ă s, i pe volum la obt, inerea solut, iilor integrale;

• rezolvarea problemelor particulare ı̂n termoelasticitatea necuplată, ı̂n baza solut, iilor in-

tegrale prin MRIA s, i MGΘ-C s, i a metodologiei de aplicare a formulei Maysel;

• trasarea graficelor folosind programa Maple 18 s, i analiza ulterioară a acestora pentru

FPTG s, i a solut, iilor analitice pentru câmpul de temperatură, deplasările s, i tensiunile

termice;

• validarea rezultatelor obt, inute.

Noutatea s,tiint, ifică constă ı̂n următoarele:

• obt, inerea solut, iilor integrale pentru câmpul de temperatură ı̂n domeniile canonice ale

sistemului de coordonate cartezian;

• extinderea MRIA prin obt, inerea solut, iilor integrale ı̂n termoelasticitate pentru domeniile

canonice ale sistemului de coordonate cartezian;

• extinderea MGΘ-C prin obt, inerea solut, iilor integrale ı̂n termoelasticitate pentru domeni-

ile canonice ale sistemului de coordonate sferic;
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• crearea unui procedeu de calcul a unor integrale pe volum de la produsul dintre funct, ia

de tip Green din conductibilitatea termică s, i funct, ia de influent, ă a dilatării elastice de

volum de la act, iunea unei fort,e unitare concentrate pentru MGΘ-C. Calculul mai multor

integrale pe suprafat, ă ı̂n MRIA;

• lărgirea arsenalului de funct, ii termoelastice prin generalizarea MRIA pentru domeniile

canonice ale sistemului de coordonate cartezian s, i a MGΘ-C pentru domeniile canonice

ale sistemului de coordonate sferic;

• obt, inerea solut, iilor integrale ale deplasărilor s, i tensiunilor termoelastice ı̂n funct, ii ele-

mentare pentru unele PL particulare noi.

Problema ştiinţifică importantă soluţionată constă ı̂n generalizarea MRIA s, i aplicarea

acestei metode la obt, inerea solut, iilor integrale ale deplasărilor s, i tensiunilor termice, pentru

domeniile canonice ale sistemului de coordonate cartezian s, i generalizarea MGΘ-C s, i aplicarea

ei la obt, inerea solut, iilor integrale ale deplasărilor termoelastice, pentru domeniile canonice ale

sistemului de coordonate sferic.

Semnificat, ia teoretică s, i valoarea aplicativă a lucrării. În baza MGΘ-C s, i MRIA,

ı̂n urma rezolvării unor PL noi au fost obt, inute solut, iile integrale ale deplasărilor s, i tensiu-

nilor termice. Aceste solut, ii obt, inute ı̂n funct, ii elementare au o important, ă destul de mare ı̂n

domeniul termoelasticităt, ii s, i anume: completează arsenalul de solut, ii integrale cu rezultatele

obt, inute (folosind aceste rezultate cres,te s, i valoarea aplicativă a lucrării), permit rezolvarea

altor PL noi, pot fi folosite ca probleme test pentru validarea metodelor clasice etc.

Implementarea rezultatelor s,tiint, ifice. Rezultatele obt, inute pot fi aplicate la deter-

minarea tensiunilor s, i deplasărilor termice pentru domeniile, care au aceeas, i formă ca s, i dome-

niul calculat, inclusiv ı̂n elementele de construct, ie s, i nu numai (fâs, ia - peretele unei clădiri,

semifâs, ia - peretele de lângă golul de us, ă sau fereastră, pana sferică - cordon de sudură etc.).

Aprobarea rezultatelor cercetărilor. Rezultatele cercetărilor au fost validate ı̂n cadrul

lucrărilor publicate ı̂n reviste internaţionale şi naţionale:

- Articol ı̂n revistă internat, ională (cotată ISI): "Acta Mechanica", vol. 224, Nr. 4, 2013;

- Articole ı̂n revistă internat, ională (ISSN): "Transylvanian Journal of Mathematics and

Mechanics", vol. 7, Nr. 1, 2015; vol. 8, Nr. 2, 2016;

- Articol ı̂n revistă nat, ională (ISSN): "Meridian ingineresc", vol. 7, Nr. 1, 2017.
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Rezultatele cercetărilor au fost prezentate s, i discutate la conferint,e, simpozioane internaţio-

nale şi naţionale cu publicarea ı̂n lucrările acestora:

- Articole la: "Conferinţa Tehnico-Ştiinţifică a Colaboratorilor, Doctoranzilor şi Studenţilor

UTM", Universitatea Tehnică a Moldovei, Chişinău, Republica Moldova, 2012;

- Articole la: "Conferinţa Jubiliară Tehnico-Ştiinţifică a Colaboratorilor, Doctoranzilor

şi Studenţilor consacrată celei de-a 50-a Aniversări a UTM", Universitatea Tehnică a

Moldovei, Chişinău, Republica Moldova, 2014;

- Articol la conferint,a internat, ională: "The Third Conference of Mathematical Society of

the Republic of Moldova", Academia de S, tiint,e a Moldovei, Chişinău, Republica Moldova,

2014;

- Articol la simpozionul internat, ional: "Utilizarea eficientă a resurselor hidro-funciare ı̂n

condit, iile actuale - realizări s, i perspective", Universitatea Agrară de Stat din Moldova,

Chişinău, Republica Moldova, 2016.

Publicaţii la tema tezei. La tema tezei au fost publicate 10 lucrări ştiinţifice: un articol

ı̂ntr-o revistă internaţională cotată ISI; două articole ca singur autor ı̂ntr-o revistă de circulaţie

internaţională; un articol ca singur autor ı̂ntr-o revistă recenzată de circulaţie naţională, s,ase

articole ı̂n culegeri de lucrări ale conferinţelor s, i simpozioanelor internaţionale s, i nat, ionale,

dintre care 4 fără coautori.

Structura şi volumul lucrării. Teza este compusă din adnotări (română, rusă s, i en-

gleză), introducere, trei capitole, concluzii s, i recomandări, bibliografie (122 titluri) s, i 4 anexe.

Conţinutul de bază al tezei este expus pe 120 pagini şi inserează 39 figuri.

Cuvinte-cheie: solut, ii integrale, termoelasticitate, funct, ia Green, funct, ia de influent, ă,

deplasări termoelastice, tensiuni termice, condit, ii de limită, dilatarea de volum.

Conţinutul tezei.

Capitolul 1. Metodele de calcul folosite la rezolvarea PL ı̂n termoelasticitate. În acest capitol

este analizată situat, ia din domeniul teoriei termoelasticităt, ii: monografii, articole, materiale

ale conferint,elor s,tiint, ifice etc., savant, ii care au pus bazele dezvoltării acestui domeniu. Sunt

stipulate metodele clasice aplicate ı̂n teoria termolelasticităt, ii publicate ı̂n t,ară s, i peste hotare.

În baza literaturii de specialitate studiate s-a făcut o analiză comparativă a situat, iei existente

ı̂n domeniu. O atent, ie deosebită s-a acordat metodelor dezvoltate ı̂n ultimii ani, acestea fiind
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MGΘ-C s, i MRIA, avantajele s, i dezavantajele ı̂n raport cu celelalte metode. Sunt enunt,ate

publicat, iile efectuate ı̂n baza acestor metode relativ noi.

Capitolul 2. Solut, ii integrale termoelastice pentru PL 2D. Este prezentată metodica de

obt, inere a solut, iilor integrale ale deplasărilor s, i tensiunilor termice folosind MRIA pentru PL

2D sub formă de fâs, ie cu anumite CL. Pentru aceasta, preventiv s-a construit FG a aceluias, i

domeniu s, i s-au dedus FPTG. S-au obt, inut expresiile pentru câmpul de temperatură cu CL

de tip Dirichlet. Folosind aceeas, i MRIA au fost obt, inute expresiile analitice ale deplasărilor s, i

tensiunilor termice pentru un domeniu ı̂n formă de pătrime de plan. Folosind metoda Maysel

au fost deduse solut, iile analitice ale deplasărilor s, i tensiunilor termoelastice pentru semifâs, ie.

Pentru expresiile obt, inute: FG, câmpul de temperatură, tensiunile termice ı̂n fâs, ie, pătrime de

plan s, i semifâs, ie folosind programa Maple 18 au fost prezentate grafic aceste relat, ii, cu analiza

ulterioară a lor. Au fost validate rezultatele folosind MRIA, pentru aceasta s-a rezolvat o PL

2D (pătrime de plan). Problema dată a fost rezolvată deja ı̂n literatura de specialitate printr-o

altă metodă s, i rezultatele ei sunt cunoscute. În final se demostrează că aceste rezultate coincid,

ceea ce arată că utilizarea MRIA oferă solut, ii integrale exacte pentru PL 2D noi.

Capitolul 3. Solut, ii integrale termoelastice pentru PL 3D. Cu aplicarea MRIA au fost

obt, inute FPTG, tensiunile termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură s, i

solut, iile analitice ale deplasărilor termice pentru semispat, iu. Folosind programa Maple 18 au

fost prezentate grafic expresiile FPTG (3 pentru deplasările termoelastice s, i 6 pentru tensiunile

termice) s, i ale solut, iilor analitice pentru deplasările termice (9 grafice). Folosind MGΘ-C

a fost rezolvată o PL ı̂n sistemul de coordonate sferic s, i au fost deduse FPTG s, i solut, iile

integrale termoelastice pentru pana sferică. Folosind programa Maple au fost prezentate 12

grafice ale solut, iilor integrale ale deplasărilor termice pentru pana sferică, cu analiza ulterioară

a acestor grafice. Au fost validate rezultatele prin MRIA. Pentru aceasta s-a rezolvat o PL 3D

(semispat, iu) la care sunt cunoscute rezultatele ı̂n literatura de specialitate, această problemă

fiind rezolvată printr-o altă metodă. În final se demostrează că aceste rezultate coincid, ceea

ce arată că utilizarea MRIA oferă solut, ii integrale exacte pentru PL 3D noi.

Concluzii generale şi recomandări. Această sect, iune cuprinde sinteza rezultatelor tezei

s, i sugestii privind cercetările de perspectivă.
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1. METODE DE CALCUL FOLOSITE LA REZOLVAREA

PROBLEMELOR DE LIMITĂ ÎN TERMOELASTICITATE

Rezolvarea PL din teoria termoelasticităt, ii ca s, i ı̂n teoria elasticităt, ii constă ı̂n obt, inerea

a 15 funct, ii: σij - tensiuni, εij - deformat, ii, ui - deplasări, care satisfac 3 ecuat, ii de echilibru,

6 relat, ii fizice s, i 6 relat, ii geometrice ı̂n dependent, ă de CL cunoscute, fie ı̂n deplasări, fie ı̂n

tensiuni.

Pentru simplificarea prezentării solut, iilor obt, inute la rezolvarea PL ı̂n termoelasticitate

se folosesc vectorii de deplasări ui sau tensorul de tensiune σij. Folosind aceste notări se

diferent, iază PL ı̂n termoelasticitate ı̂n deplasări, dacă ı̂n prima fază se determină deplasările

ui s, i PL ı̂n termoelasticitate ı̂n tensiuni, dacă ı̂nainte de toate se determină tensiunile σij.

1.1. Metodele clasice

La baza cercetărilor efectuate ı̂n teoria termoelasticităt, ii au stat problemele pentru deter-

minarea deplasărilor termice ı̂n elementele construct, iei. Acestea se realizau după teoria dez-

voltată de Duhamel M.C. [122] (1837) s, i Neumann F.E. [121] (1841), care au ajuns la concluzia:

deformat, ia totală este egală cu suma deformat, iilor elastice s, i a deformat, iilor termoelastice ce

are o strânsă legătură cu câmpul de temperatură din conductibilitatea de căldură. În scurt timp

s-a ajuns la concluzia că teoria Duhamel-Neumann, pentru termoelasticitatea nestat, ionară s, i

a act, iunilor mecanice este limitată. Această teorie nu permite exact să fie descrise deplasările

corpului elastic, ı̂n dependent, ă de act, iunile termice.

Cercetările efectuate ı̂n domeniul termoelasticităt, ii necuplate au pus baza unei metode ela-

borate de Papkovici P.F., la rezolvarea problemelor practice, cu obt, inerea unei solut, ii generale.

În această formă, solut, ia ecuat, iei omogene pentru vectorul de deplasare cont, ine variabilele

vector s, i scalar. Solut, ia particulară a solut, iei neomogene de la câmpul de temperatură se

determină folosind o funct, ie scalară numită potent, ialul deplasărilor termoelastice.

La dezvoltarea teoriei termoelasticităt, ii au avut un aport cercetările efectuate de savant, ii:

Boley B.A. s, i Weiner I.H. [18], Galerkin B.G. [75] Nowacki W. [30], Covalenco A.D. [87], Maysel

V.M. [102], Lomakin V.A. [96], Melan E. s, i Parcus N. [103], Timos,enco S.P. s, i Goodier Dj. [114].

Metode relativ noi ı̂n termoelasticitate sunt prezentate ı̂n [26].

În cazul rezolvării PL ı̂n termoelasticitate, atât pentru metoda potent, ialului termoelastic
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oferit de Timos,enko s, i Goodier, alte metode a potent, ialului termoelastic, cât s, i pentru multe

alte metode tradit, ionale, trebuie să fie rezolvată init, ial o PL a conductibilităt, ii de căldură

pentru a determina câmpul de temperatură (aceasta este prima etapă a solut, iei) s, i ulterior,

ı̂n baza câmpului de temperatură cunoscut, se rezolvă ecuat, iile Lame (cea de-a doua etapă a

solut, iei). Această metodă complică obt, inerea solut, iei pentru PL ı̂n termoelasticitate.

La rezolvarea PL ı̂n termoelasticitatea necuplată poate fi aplicată s, i metoda Maysel, la baza

căreia stă formula lui Maysel [30, 46, 102], [106, p. 483]. Această formulă este caracterizată de

deplasările termoelastice ı̂n formă de integrală pe volum de la produsul dintre câmpul interior de

temperatură s, i funct, iile de influent, ă a dilatării de volum de la act, iunea fort,elor concentrate. În

majoritatea cazurilor câmpul interior de temperatură este necunoscut s, i ca ı̂n cazul metodelor

precedente, trebuie să fie determinat prin rezolvarea unei PL ı̂n conductibilitate termică. Acest

câmp interior de temperatură se determină de la act, iunea unor factori de căldură, de volum

s, i de suprafat, ă cunoscut, i. Anume necesitatea determinării câmpului interior de temperatură

s, i rezolvarea unei integrale pe volum, crează unele dificultăt, i ı̂n obt, inerea solut, iilor pentru

deplasările termoelastice, la aplicarea formulei Maysel.

Prima etapă ı̂n rezolvarea problemelor din termoelaticitatea necuplată se bazează pe deter-

minarea câmpului de temperatură cu aplicarea metodelor din teoria conductibilităt, ii de căldură,

dezvoltate ı̂n monografiile savant, ilor Lâcov A.V. [99, 100], Karlsou G. s, i Egher D. [85] s, . a.

Pentru cea de-a doua etapă se folosesc metodele cunoscute ı̂n teoria elasticităt, ii [13, p. 12],

dintre care pot fi remarcate:

• Metoda solut, iilor generale [16, 65, 74, 90, 97, 98, 108, 110]. La baza acestei metode stau

reprezentările generale ale vectorului de deplasări, care este redat printr-un vector armonic

sau biarmonic arbitrar. Aceste reprezentări trebuie să satisfacă ecuat, iile de echilibru ı̂n

deplasări s, i a CL de la suprafat,a corpului elastic.

• Metoda solut, iilor omogene [97, 98, 111, 112]. În această metodă, PL trebuie să fie re-

zolvată ı̂n două etape. Înainte de toate, se utilizează solut, iile omogene, care reprezintă

integrale ale ecuat, iilor teoriei elasticităt, ii. Acestea trebuie să satisfacă condit, iile omogene

pe o parte a suprafet,ei corpului elastic. Ulterior, solut, ia problemei init, iale se reprezintă

sub formă de superpozit, ii a mai multor solut, ii particulare.

• Metoda separării variabilelor [79, 80, 97, 98, 110] se bazează pe obt, inerea solut, iilor ı̂n

formă de serii. Această metodă este eficientă dacă variabilele se separă, iar corpul elastic

este mărginit de o suprafat, ă a unui sistem de coordonate.
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• Metoda Fourier [97, 98, 119] constă ı̂n folosirea diferitor reprezentări a ecuat, iilor de echili-

bru prin funct, ii de tensiune. Astfel problema init, ială se reduce la rezolvarea unor ecuat, ii

diferent, iale mai simple pentru fiecare funct, ie de tensiune. Dacă se foloses,te ı̂n conti-

nuare metoda separării variabilelor pentru ecuat, iile diferent, iale mai simple, se obt, ine

reprezentarea solut, iei problemei init, iale care este ı̂n formă de serii s, i integrale. Aceste

solut, ii cont, in de obicei funct, ii speciale.

• Metoda transformărilor integrale [94, 95, 115] constă ı̂n utilizarea unei transformate in-

tegrale cunoscute: Fourier, Hankel, Mellin, Laplace etc. Pentru aplicarea acestei metode

ecuat, iile problemei init, iale de limită sunt supuse unor transformări integrale astfel ı̂ncât

PL obt, inută să fie us,or rezolvabilă. Ulterior se trece de la solut, ia ı̂n imagini la solut, ia

problemei init, iale, care de obicei poate fi efectuată numai prin metode numerice.

• Metodele lui S, vart, s, i S, vart, -Neumann [113] se folosesc dacă PL reprezintă o intersect, ie sau

o ı̂mbinare din două sau mai multe domenii ı̂n cazul ı̂n care solut, iile PL a domeniilor ce

se ı̂mbină sunt cunoscute. Aceste metode pot fi utilizate la rezolvarea problemelor pentru

un domeniu arbitrar.

• Metodele variat, ionale [83, 84, 104, 116, 117, 118] sau dezvoltat datorită dificultăt, ilor care

apăreau la verificarea CL pentru metodele enunt,ate mai sus. Esent,a s, i bazele teoretice

ale acestei metode sunt redate ı̂n [105].

• Metoda potent, ialilor s, i metoda potent, ialilor de elasticitate [25, 64, 76, 81, 89, 91, 92, 93]

constă ı̂n generalizarea metodei Green din teoria potent, ialilor armonici. Aceste metode se

bazează pe reprezentări ı̂n formă de integrale definite cu singularităt, i ı̂n punctele interioare

sau ı̂n punctele suprafet,ei corpului elastic.

Chiar dacă numărul metodelor analitice este destul de mare, rezolvarea PL s, i obt, inerea

rezultatelor este foarte anevoioasă fără utilizarea mas, inilor electronice de calcul, sau dacă se

solut, ionează us,or, doar pentru un cerc ı̂ngust de probleme spat, iale. Progresul mas, inilor elec-

tronice de calcul a adus un aport substant, ial la dezvoltarea s, i utilizarea metodelor numerice ı̂n

mecanica corpului solid deformabil. Aceste metode se clasifică ı̂n două categorii:

- metodele care rezolvă ı̂n mod direct ecuat, iile diferent, iale init, iale. Din acestea fac parte:

metoda diferent,elor finite [77] s, i metoda elementelor finite [107];
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- metodele care rezolvă alte ecuat, ii echivalente cu cele init, iale. Din acestea fac parte:

metodele numerice de rezolvare a ecuat, iilor integrale ale teoriei elasticităt, ii [69, 109];

metodele de iterat, ie numerică pentru rezolvarea problemelor teoriei plasticităt, ii [82, 120]

s, i a teoriei elasticităt, ii corpului continuu neomogen [88, 96].

În cazul rezolvării PL a conductibilităt, ii de căldură, Green a propus o formulă integrală

specială pentru determinarea câmpului de temperatură de la act, iunile termice exterioare s, i in-

terioare. Acelas, i autor (Green) a propus o formulă pentru determinarea câmpului de deplasări

elastice, dacă sunt cunoscute act, iunile mecanice, iar V. S, eremet a propus o formulă pentru de-

terminarea deplasărilor termice prin generalizarea formulei integrale Green, direct din act, iunile

termice cunoscute, dacă sunt s,tiute FPTG.

La rezolvarea PL a conductibilităt, ii de căldură, pentru determinarea câmpului de tempe-

ratură, solut, iile sunt prezentate ı̂n baza act, iunilor init, ial cunoscute (sursă interioară de căldură,

gradient de temperatură, flux de căldură etc.). Pentru PL a elasticităt, ii liniare la determinarea

câmpului de deplasări, solut, iile sunt prezentate ı̂n baza act, iunilor init, ial cunoscute (fort,e de

volum, tensiuni pe suprafat, ă, etc.).

Folosind FG pot fi obt, inute solut, iile integrale pentru diferite PL, ı̂nsă cel mai complicat

este construirea acestor funct, ii. FG sunt aceleas, i linii de influent, ă binecunoscute din domeniul

Mecanicii Structurilor, care sunt funct, ii de 1D [1, 2, 15]. Spre deosebire de liniile de influent, ă,

FG pot fi utilizate inclusiv, la rezolvarea problemelor de 2D sau 3D.

1.2. Metoda GΘ convolut, iei

La baza MGΘ-C stă rezolvarea unei integrale pe volum de la produsul dintre FG a con-

ductibilităt, ii termice s, i funct, ia de influent, ă a dilatării de volum elastic de la act, iunea unei fort,e

unitare concentrate (Θ(i)). De aici provine s, i denumirea metodei GΘ convolut, iei. În acest caz

solut, iile obt, inute ı̂n urma rezolvării PL sunt exprimate indirect prin act, iunile termice init, ial

cunoscute (sursă interioară de căldură, gradient de temperatură, flux de căldură sau alte act, iuni

termice).

La rezolvarea PL cu aplicarea formulei Maysel este necesar să fie rezolvată o PL ı̂n con-

ductibilitate termică, pentru a fi determinat câmpul de temperatură. Acesta este s, i dezavan-

tajul pentru metoda Maysel. Deci, FG are un rol extrem de important ı̂n obt, inerea solut, iilor

integrale pentru PL din teoria termoelasticităt, ii s, i nu numai. De aceea, obt, inerea unor astfel
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de solut, ii aduce un aport ı̂n domeniul mecanicii corpului solid s, i este apreciată de specialis,tii

din domeniu.

Unele rezultate obt, inute prin MGΘ-C sunt realizate ı̂n lucrările [12, 34, 35, 52, 54, 55], [56,

p. 105], [57, 59, 66, 67, 101].

În lucrările [68, 69] a fost propusă formula generală pentru funct, iile de influent, ă ale de-

plasărilor termoelastice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură (a unei tem-

peraturi unitare punctiforme sau a unui flux unitar punctiform aplicat pe suprafat,a corpului).

Tot aici este prezentată generalizarea formulelor integrale Maysel s, i Green ı̂n termoelasticitatea

necuplată. Chiar dacă sunt rezolvate un set de probleme concrete folosind această metodă, ele

nu au permis să fie dedusă o formulă integrală generală pentru deplasări ı̂n PL ale termoelas-

ticităt, ii ı̂n formulare generală.

Impedimentele la obt, inerea solut, iilor integrale folosind MGΘ-C sunt:

• construirea FG ı̂n conductibilitate termică;

• determinarea funct, iilor de influent, ă a dilatării de volum de la act, iunea unei fort,e unitare

concentrate;

• rezolvarea unei integrale de volum de la produsul acestor funct, ii.

O mare parte din aceste funct, ii au fost deja obt, inute ı̂ntr-o formă explicită ı̂n manualul [50,

72], unde sunt prezentate 190 PL pentru determinarea funct, iilor de tip Green ı̂n conductibilitate

termică s, i 250 PL pentru determinarea funct, iilor de influent, ă pentru dilatarea de volum s, i

matricea Green ı̂n teoria elasticităt, ii. În total, un număr de peste 3000 de funct, ii de tip Green,

funct, ii de influent, ă a dilatării de volum de la act, iunea unei fort,e unitare concentrate s, i matricea

Green, majoritatea fiind pentru domeniul cartezian de coordonate.

Astfel, folosind aceste funct, ii au fost obt, inute deplasările termoelastice pentru diferite

domenii: spat, iu, semispat, iu, pătrime de spat, iu s, i optime de spat, iu, plan, semiplan s, i pătrime

de plan. În celelalte sisteme de coordonate au fost obt, inute mai put, ine rezultate. Aici poate

fi remarcat faptul că mai devreme, ı̂n lucrările [70, 71] au fost obt, inute reprezentările integrale

generale pentru funct, iile de influent, ă a dilatării de volum de la act, iunea unei fort,e unitare

concentrate pentru sistemul de coordonate cilindric s, i sferic.

În această lucrare va fi folosită MGΘ-C pentru PL ı̂n coordonate sferice cu obt, inerea

funct, iilor de influent, ă, a formulelor integrale s, i ı̂n final, a solut, iilor integrale pentru deplasările
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termoelastice ı̂n pana sferică. Determinarea solut, iilor integrale pentru PL noi este ı̂nalt apre-

ciată de specialis,tii din domeniu s, i aceste rezultate deschid noi orizonturi pentru cercetători la

rezolvarea a noi PL particulare.

Avantajul acestei metode ı̂n comparat, ie cu metodele tradit, ionale, chiar s, i fat, ă de metoda

Maysel este că MGΘ-C unes,te ı̂n sine ambele procese de rezolvare a PL ı̂n termoelasticitate.

Dacă la rezolvarea PL ı̂n termoelasticitate prin aplicarea formulei lui Maysel este necesar de

cele mai multe ori, ı̂n primul rând, să fie determinat câmpul de temperatură (apriori acesta

este cunoscut), apoi să fie obt, inute funct, iile de influent, ă a dilatării de volum de la act, iunea

unei fort,e unitare concentrate, atunci folosind MGΘ-C trebuie să fie obt, inute doar funct, iile

termoelastice de tip Green. Un alt avantaj pentru aplicarea MGΘ-C este că dacă se rezolvă o

PL concretă, atunci pentru această problemă concretă pot fi obt, inute toate solut, iile integrale

posibile pentru diferite legi care descriu act, iunile termice (sursă interioară de căldură, gradient

de temperatură, flux de căldură etc.)

Dezavantajul metodei este că la obt, inerea solut, iilor pentru corpurile carteziene care au linii

drepte sau planuri paralele cu axele carteziene, utilizarea MGΘ-C nu este posibilă. Situat, ia

se explică prin faptul că, pentru astfel de domenii, funct, iile potent, iale termoelastice sunt ı̂ncă

necunoscute. Aceasta ı̂nseamnă că solut, ia ecuat, iei Poisson∇2U = f , unde funct, ia potent, ialului

termoelastic U nu este cunoscută (f este solut, ia fundamentală pentru operatorul Laplace a

domeniului considerat).

1.3. Metoda reprezentărilor integrale armonice

Metoda reprezentărilor integrale armonice (MRIA) constă ı̂n obt, inerea FPTG (deplasările

termoelastice) printr-o nouă abordate, direct din ecuat, iile Lame sau din ecuat, iile Beltrami-

Michel, ı̂n dependent, ă de tipul CL. Această metodă a fost dezvoltată de prof. univ., dr. hab.

S, eremet Victor s, i expusă ı̂n lucrările [33], [56, p. 105].

La baza MRIA au stat determinarea formulelor structurale (de bază) generale a dilatării

de volum s, i a deplasărilor termoelastice. Datorită acestor formule structurale generale nu

este necesară determinarea prealabilă a câmpul de temperatură de la act, iunile termice (sursă

interioară de căldură, gradient de temperatură, flux de căldură etc.) as,a cum se realizează ı̂n

metodele clasice. Folosind MRIA solut, iile obt, inute ı̂n urma rezolvării PL sunt explimate direct

prin act, iunile termice init, ial cunoscute (sursă interioară de căldură, gradient de temperatură,

flux de căldură sau alte act, iuni termice). De aceea, nu este necesar să se deducă funct, iile de
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influent, ă ale dilatării de volum de la act, iunea unei fort,e unitare concentrate, ca ı̂n MGΘ-C.

În final, pentru obt, inerea solut, iilor, integralele care trebuie să fie rezolvate sunt integrale de

suprafat, ă s, i nu de volum, ceea ce us,urează cu mult calculul integral.

În lucrarea de fat, ă, folosind MRIA au fost obt, inute solut, iile integrale pentru următoarele

corpuri din domeniul cartezian de coordonate: fâs, ia, patrimea de plan s, i semispat, iul cu CL,

care ı̂n literatuta de specialitate până ı̂n prezent nu au fost ı̂ncă rezolvate. Toate rezultatele

sunt obt, inute ı̂n termeni de funct, ii elementare s, i sunt foarte importante pentru implementarea

lor numerică, ı̂n special pentru elaborarea a numeroase elemente noi de limită care urmează să

fie utilizate ı̂n metoda elementului finit etc. Aceste rezultate pot fi tratate ca o nouă contribut, ie

considerabilă la construirea FPTG pentru noi PL din termoelasticitate.

Principalele beneficii ale metodei propuse ı̂n comparat, ie cu celelalte metode sunt:

- nu este necesar să fie deduse funct, iile de influent, ă ale dilatării de volum elastic de la

act, iunea unei fort,e unitare concentrate;

- nu este necesar să fie realizat calculul complex al produsului dintre funct, ia de influent, ă a

dilatării de volum s, i funct, ia de tip Green din conductibilitate termică;

- metoda propusă poate fi extinsă pentru mai multe domenii canonice ale sistemului de

coordonate cartezian.

Dezavantajul pentru MRIA este necesitatea obt, inerii formulelor structurale generale, dacă

se dores,te rezolvarea unor PL noi pentru alte sisteme de coordonate. Pentru fiecare sistem de

coordonate (cartezian, polar, cilindric, sferic, curbliniu etc.) aceste reprezentări integrale sunt

diferite, ı̂nsă odată deduse pot fi folosite la rezolvarea unui set mare de probleme din acel sistem

de coordonate.

Probleme rezolvate ı̂n termoelaticitate sunt prezentate ı̂n lucrările [17, 20, 23, 24, 27, 41, 51,

63] cu obt, inerea FG, a solut, iilor explicite pentru diferite domenii ale sistemelor de coordonate.

1.4. Concluzii la capitolul 1

Conform celor expuse mai sus, referitor la metodele de rezolvare a PL ı̂n termoelasticitate

pot fi enunt,ate următoarele concluzii generale:
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• MGΘ-C este mai eficientă decât celelalte metode clasice deoarece, pentru această metodă

nu trebuie să fie init, ial determinat câmpul de temperatură. Solut, iile obt, inute ı̂n urma

rezolvării PL sunt exprimate indirect prin act, iunile termice init, ial cunoscute (sursă inte-

rioară de căldură, gradient de temperatură, flux de căldură sau alte act, iuni termice);

• Neajunsurile MGΘ-C constau ı̂n construirea funct, iilor de influent, ă a dilatării de volum

elastic de la act, iunea unei fort,e unitare concentrate, a funct, iilor de tip Green ı̂n con-

ductibilitate termică s, i convolut, ia acestor 2 funct, ii;

• La rezolvarea PL folosind MRIA nu trebuie să fie obt, inute funct, iile de influent, ă ale

dilatării de volum elastic de la act, iunea unei fort,e unitare concentrate s, i ca urmare nu

este necesară rezolvarea unei integrale complicate, de cele mai multe ori ı̂n această metodă

se rezolvă integrale pe suprafat, ă, ceea ce us,urează substant, ial calculul efectuat;

• Impedimentele pentru folosirea MRIA la rezolvarea PL pentru alte sisteme de coordo-

nate constau ı̂n necesitatea obt, inerii formulelor structurale generale, dar odată obt, inute

aceste formule structurale pot fi folosite la rezolvarea ı̂ntregului set de PL a sistemului de

coordonate dedus;

• Datorită metodelor propuse MGΘ-C s, i MRIA pot fi determinate solut, ii integrale s, i re-

spectiv cele analitice pentru mai multe PL noi, sau, să fie folosite ı̂n calitate de solut, ii

test pentru metodele clasice.

În baza acestor concluzii generale enunt,ate anterior, au fost formulate scopul şi obiectivele

lucrării.

Scopul lucrării constă ı̂n obt, inerea solut, iilor integrale ı̂n termoelasticitatea necuplată prin

generalizarea MRIA, folosirea MM s, i a MGΘ-C pentru PL noi a diferitor domenii canonice.

Scopul a fost atins prin următoarele obiective:

• construirea FGEP pentru conductibilitate termică;

• obt, inerea solut, iilor integrale pentru câmpul de temperatură ı̂n corpuri din sistemul carte-

zian de coordonate ı̂n baza FG construite;

• reprezentările generale integrale ale FPTG prin FG a conductibilităt, ii termice;
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• determinarea FPTG ı̂n baza reprezentărilor integrale generale folosind MRIA pentru sis-

temul de coordonate cartezian s, i cu aplicarea MGΘ-C pentru sistemul de coordonate

sferic;

• calcularea unor integrale pe suprafat, ă s, i pe volum la obt, inerea solut, iilor integrale;

• rezolvarea problemelor particulare ı̂n termoelasticitatea necuplată, ı̂n baza solut, iilor in-

tegrale prin MRIA s, i MGΘ-C s, i a metodologiei de aplicare a formulei Maysel;

• trasarea graficelor folosind programa Maple 18 s, i analiza ulterioară a acestora pentru

FPTG s, i a solut, iilor analitice pentru câmpul de temperatură, deplasările s, i tensiunile

termice;

• validarea rezultatelor obt, inute.
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2. SOLUT, II INTEGRALE TERMOELASTICE PENTRU

PROBLEMELE DE LIMITĂ BIDIMENSIONALE

Determinarea stărilor de deformat, ii s, i tensiuni de la act, iunea unei surse interioare de căldură,

a unui gradient de temperatură s, i/sau alte act, iuni termice aplicate pe suprafat,a corpului este o

problemă matematică dificilă, care necesită crearea unor teorii speciale. Datorită FG pot fi de-

terminate solut, iile integrale pentru diferite PL, ı̂nsă cel mai dificil ı̂n această metodă este anume

construirea acestor funct, ii. Pentru obt, inerea FG s, i a unor solut, ii integrale noi a fost necesară

dezvoltarea unei noi metode propusă de către V. S, eremet, numită Metoda Reprezentărilor In-

tegrale Armonice (MRIA). Folosind solut, iile integrale pot fi calculate deplasările s, i tensiunile

termice.

Deplasările termoelastice pot fi determinate s, i după formula lui Maysel [106, p. 483], ı̂nsă

solut, ia acestei PL nu este reprezentată ı̂n mod direct de valorile cunoscute, dar prin intermediul

unui câmp de temperatură, care de cele mai multe ori trebuie să fie determinat ı̂n fază inci-

pientă, ca mai apoi să fie calculată s, i o integrală pe volum. Pentru a evita rezolvarea unei PL

suplimentară (determinarea câmpului de temperatură) ı̂n [46, 49] [50, p. 94] [53], [56, p. 105],

autorul V. S, eremet a propus generalizarea formulei lui Maysel s, i a formulelor integrale Green:

ui(ξ) = a−1

∫
V

F (x)Ui(x, ξ)dV (x)−
∫

ΓD

T (y)
∂Ui(y, ξ)

∂ny
dΓD(y)

+

∫
ΓN

∂T (y)

∂ny
Ui(y, ξ)dΓN(y) + a−1

∫
ΓM

[
αT (y) + a

∂T (y)

∂ny

]
Ui(y, ξ)dΓM(y); i = 1, 2, 3, (2.1)

unde:

Ui - FPTG (funct, iile principale termoelastice Green sau funct, iile de influent, ă ale deplasărilor

termoelastice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură). Aceste deplasări ter-

moelastice se numesc funct, ii principale termoelastice Green, deoarece, dacă ele sunt cunoscute,

atunci pot fi calculate deplasările s, i tensiunile termoelastice de la act, iunea unei surse interioare

de căldură, gradient de temperatură s, i/sau alte act, iuni termice;

ΓD, ΓN s, i ΓM - sunt părt, i componente a suprafet,ei corpului Γ = ΓD ∪ΓN ∪ΓM s, i reprezintă

CL de tip Dirichlet (temperatura T (y)), Neumann (fluxul de căldură a∂T (y)
∂ny

)
s, i mixt (are loc
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schimbul de căldură dintre mediul exterior s, i suprafat,a corpului după legea
[
αT (y) + a∂T (y)

∂ny

])
;

a - coeficientul conductivităt, ii de temperatură;

F (x) - sursa interioară de căldură;

α - coeficientul conductibilităt, ii convective de căldură;

γ = αt(2µ+ 3λ) - constanta termoelastică;

αt - coeficientul dilatării termice liniare;

λ, µ - constantele de elasticitate Lame.

În formă matriceală, pentru problemele spat, iale, deplasările termoelastice se reprezintă:

Ui(x, ξ) =


U1

U2

U3

 ; ui(ξ) =


u1

u2

u3

 . (2.2)

În cazul ı̂n care, la determinarea deplasărilor se foloses,te relat, ia (2.1), atunci nu mai este

necesară determinarea câmpul de temperatură, ci doar se utilizează date termice deja cunoscute

(sursa interioară de căldură, temperatura, fluxul de căldură sau schimbul de căldură dintre

mediul exterior s, i suprafat,a corpului etc.).

Dacă sunt cunoscute deplasările termoelastice Ui s, i ui, atunci pot fi calculate tensiunile

termice σij(x, ξ) s, i σij(ξ) ı̂n baza legii Duhamel-Neumann [29, p. 5], [106, p. 476]:

σij = µ(Ui,j + Uj.i) + δij(λΘ− γGT ); Θ = Uk,k(x, ξ); i, j, k = 1, 2, 3; (2.3)

σij = µ(ui,j + uj.i) + δij(λθ − γT ); θ = uk,k; i, j, k = 1, 2, 3, (2.4)

unde:

σij - funct, iile de influent, ă ale tensiunilor termice de la o sursă unitară punctiformă de

căldură;

σij - tensiunile termice calculate de la o sursă interioară de căldură, gradient de temperatură,

flux de căldură sau schimbul de căldură dintre mediul exterior s, i suprafata corpului;

δij - simbolul Kronecker, 1 dacă i = j s, i 0 dacă i 6= j;

Θ - dilatarea de volum elastică;

GT - FG.

Pentru determinarea tensiunilor termice de la act, iunea unei surse interioare de căldură,

gradient de temperatură, fluxul de căldură s, i/sau schimbul de căldură dintre mediul exterior s, i

suprafat,a corpului pentru o problemă tridimensională poate fi utilizată s, i următoarea formulă
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integrală de tip Green [55], dacă sunt cunoscute funct, iile de influent, ă a tensiunilor termice de

la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură:

σ(ξ) = a−1

∫
V

F (x)σij(x, ξ)dV (x)−
∫

ΓD

T (y)
∂σij(y, ξ)

∂ny
dΓD(y) +

∫
ΓN

∂T (y)

∂ny
σij(y, ξ)dΓN(y)

+ a−1

∫
ΓM

[
αT (y) + a

∂T (y)

∂ny

]
σij(y, ξ)dΓM(y); i, j = 1, 2, 3. (2.5)

În formă matriceală, pentru problema spat, ială, tensiunile termice se reprezintă:

σ(ξ) =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 ; σ(x, ξ) =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 . (2.6)

Conform MRIA [56, p. 108] reprezentările generale integrale ale FPTG pentru un domeniu

general al sistemului cartezian de coordonate se scriu ı̂n felul următor:

Ui(x, ξ) = −λ+ µ

2µ
ξiΘ(x, ξ)− γ

2(λ+ 2µ)
xiGi(x, ξ) +

γξi
2µ

GT (x, ξ)

−
∫
Γ

[
Vi(x, y)

∂

∂nΓ

− ∂Vi(x, y)

∂nΓ

]
Gi(y, ξ)dΓ(y), (2.7)

unde:

Vi(x, y) = Ui(x, y) +
ξi
2µ

[(λ+ µ)Θ(x, y)− γGT (x, y)] ; i = 1, 2, 3, (2.8)

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ
GΘ(x, ξ) +

∫
Γ

[
∂Θ(x, y)

∂nΓ

−Θ(x, y)
∂

∂nΓ

]
GΘ(y, ξ)dΓ(y), (2.9)

• Ui(x, ξ) - deplasările termoelastice;

• GT (x, ξ), Gi(x, ξ), GΘ(x, ξ) - FG ı̂n dependent, ă de CL pentru Ui s, i ∂Ui/∂nΓ.

Dacă: Ui = 0⇒ Gi = 0; ∂Ui/∂nΓ = 0⇒ ∂Gi/∂nΓ = 0;

• Θ(x, ξ) - dilatarea de volum elastică.

Dacă: Θ = 0⇒ GΘ = 0; ∂Θ/∂nΓ = 0⇒ ∂GΘ/∂nΓ = 0.

Rezolvarea unei PL 2D este inclusă ı̂n lucrarea [60].
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2.1. Funct, ii de influent, ă s, i soluţii integrale termoelastice pentru fâs, ie

La determinarea FPTG s, i a solut, iilor integrale este necesar mai ı̂ntâi de construit FGEP a

aceluias, i domeniu pentru care se dores,te să fie obt, inute aceste solut, ii.

2.1.1. Funct, ia Green a ecuat, iei Poisson pentru fâs, ie

Formularea generală a problemei.

Să se construiască FG G(x, ξ) pentru o PL de două dimensiuni a unui domeniu sub formă

de fâs, ie V ≡ (−∞ < x1 < +∞, 0 ≤ x2 ≤ a2), x ≡ (x1, x2) ∈ V, ξ ≡ (ξ1, ξ2) ∈ V [3], cu conturul

Γ ≡ Γ20

⋃
Γ21, (Figura 2.1) care verifică ecuaţia Poisson:

∇2G(x, ξ) = −δ(x− ξ), (2.10)

cu CL de tip Neumann:

− pentru latura Γ20(−∞ < x1 < +∞;x2 = 0)→ ∂G(x1, 0; ξ)/∂x2 = 0,

− pentru latura Γ21(−∞ < x1 < +∞;x2 = a2)→ ∂G(x1, a2; ξ)/∂x2 = 0.
(2.11)

Γ 21

x1

x2

Γ 20

a 2

0  

∂G
∂x2

=0  

∂G
∂x2

=0  

Fig. 2.1. Schema unei fâs, ii V cu condit, ii de limită de tip Neumann.

Determinarea funct, iei Green pentru fâs, ia V cu condit, iile de limită de tip Neu-

mann.

Metodologia de construire a FGEP este prezentată ı̂n sursele [10, p. 36], [11, p. 27], [50,

p. 302], [58, p. 144]. Conform acestor referint,e, construirea FGEP ı̂n fâs, ia V care este o

problemă 2D, se reduce la construirea FG de o dimensiune. Ulterior la construirea FG pentru

ecuaţii ordinare se foloses,te algoritmul prezentat [10, p. 22], [11, p. 9], [50, p. 30].

Pentru rezolvarea problemei conform acestei metode, trebuie de menţionat că se va utiliza

separarea variabilelor.
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Această problemă este pentru domenii nelimitate, de aceea FG G(x, ξ) trebuie să ia o valoare

finită la infinit:

G(x, ξ)|x1=±∞ <∞. (2.12)

FG poate fi scrisă ı̂n serii trigonometrice Fourier infinite ı̂n următoarea formă:

G = a0 +
∞∑
m=1

am sin ν1x2 +
∞∑
m=1

bm cos ν1x2, (2.13)

unde coeficienţii a0, am, bm sunt funcţii de variabila x1.

Conform CL (2.11) şi (2.12) rezultă următoarele:

ν1 = mπ/a2;m = 1, 2, 3...⇒ am = 0. (2.14)

Astfel seriile trigonometrice din relat, ia (2.13) se reduc la următoarea formă:

G = a0 +
∞∑
m=1

bm cos ν1x2. (2.15)

Se substituie relat, ia pentru FG (2.15) ı̂n ecuaţia Poisson (2.10) şi se obt, ine o ecuaţie

diferenţială:

G = a
′′

0 +
∞∑
m=1

(b
′′

m − ν2
1bm) cos ν1x2 = −δ(x1 − ξ1)δ(x2 − ξ2), (2.16)

unde se are ı̂n vedere că ı̂n metoda separării variabilelor funcţia lui Dirac se scrie ı̂n forma

următoare: δ(x− ξ) = δ(x1 − ξ1)δ(x2 − ξ2).

Pentru rezolvarea ecuat, iei diferent, iale (2.16) se ı̂nmulţesc ambele părţi ale ecuaţiei la cos ν2x2,

unde: ν2 = sπ/a2; s = 1, 2, 3...

Ulterior se calculează integralele pentru relat, iile obt, inute ı̂n raport cu variabila x2:

a2∫
0

cos ν1x2 cos ν2x2dx2 =

0; ν1 6= ν2, s 6= m;

a2/2; ν1 = ν2, s = m.

(2.17)

Dacă se ia ı̂n consideraţie următoarea proprietate a funcţiei Dirac [7, p. 384]:

∫
V

δ(x− ξ)dV (x) = f(ξ), (2.18)

atunci următoarea integrală poate fi scrisă astfel:
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a2∫
0

δ(x1 − ξ1)δ(x2 − ξ2) cos ν2x2dx2 = δ(x1 − ξ1) cos ν1ξ2. (2.19)

Se ı̂nlocuiesc relat, iile (2.19) s, i (2.17) ı̂n ecuat, ia diferent, ială (2.16) s, i se obt, ine:

b+
∞∑
m=1

a2

2
(b

′′

m − ν2
1bm) = −δ(x1 − ξ1) cos ν1ξ2, (2.20)

unde b este o constantă.

Se rezolvă ecuat, ia diferent, ială (2.20) folosind metodologia prezentată ı̂n [10, p. 38], [11,

p. 28], [50, p. 303], iar rezultatul se substituie ı̂n expresia (2.15). În final se obt, ine FG G(x, ξ)

pentru PL sub formă de serii infinite cu o exactitate de o constantă arbitrară b:

G = b+


Gs(x, ξ) =

1

a2

∞∑
m=1

1

ν1

eν1(x1−ξ1) cos ν1x2 cos ν1ξ2;x1 ≤ ξ1;

Gd(x, ξ) =
1

a2

∞∑
m=1

1

ν1

e−ν1(x1−ξ1) cos ν1x2 cos ν1ξ2;x1 ≥ ξ1.

(2.21)

Relaţiile (2.21) reprezintă expresiile pentru FG din partea stângă x1 ≤ ξ1 a punctului de

aplicare a impulsului unitar şi respectiv din partea dreaptă x1 ≥ ξ1 a acestui punct. Aceste

serii pot fi prezentate şi ı̂n funcţii elementare datorită următoarei egalităt, i [78, p. 55]:

∞∑
m=1

pm

m
cos(αm) = −1

2
ln(1− 2p cosα + p2); p2 ≤ 1; 0 < α < 2π. (2.22)

Pentru a putea transforma seriile infinite (2.21) ı̂n funcţii elementare s-a utilizat şi următoarea

formulă trigonometrică:

cos ν1x2 cos ν1ξ2 = 1/2[cos ν1(x2 − ξ2) + cos ν1(ξ2 + ξ2). (2.23)

G = b+


Gs(x, ξ) =

∞∑
m=1

1

mπ
e

mπ

a2

(x1−ξ1) 1

2

[
cos

mπ

a2

(x2 − ξ2) + cos
mπ

a2

(ξ2 + ξ2)

]
;x1 ≤ ξ1;

Gd(x, ξ) =
∞∑
m=1

1

mπ
e

−mπ
a2

(x1−ξ1) 1

2

[
cos

mπ

a2

(x2 − ξ2) + cos
mπ

a2

(ξ2 + ξ2)

]
;x1 ≥ ξ1.

(2.24)

Expresia finală a FGEP ı̂n funcţii elementare are forma:

G = b− 1

4π
lnEE2 +


0;x1 ≤ ξ1;

(x1 − ξ1)

a2

;x1 ≥ ξ1,
(2.25)
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unde funcţiile E s, i E2 se determină din următoarele relat, ii:

E = 1− 2e

π

a2

(x1−ξ1)

cos
π

a2

(x2 − ξ2) + e

2π

a2

(x1−ξ1)

;

E2 = 1− 2e

π

a2

(x1−ξ1)

cos
π

a2

(x2 + ξ2) + e

2π

a2

(x1−ξ1)

.

(2.26)

FGEP pentru fâs, ie cu CL de tip Neumann mai poate fi reprezentată s, i sub o altă formă

finală:
G = b− 1

4π
lnE∗E∗2 , (2.27)

unde funcţiile E∗ s, i E∗2 se obt, in folosind următoarele expresii:

E∗ = 1− 2e
−
π

a2

|x1−ξ1|
cos

π

a2

(x2 − ξ2) + e
−

2π

a2

|x1−ξ1|
;

E∗2 = 1− 2e
−
π

a2

|x1−ξ1|
cos

π

a2

(x2 + ξ2) + e
−

2π

a2

|x1−ξ1|
.

(2.28)

În continuare, ı̂n prezenta teză s-a folosit expresia FGEP pentru fâs, ie cu CL de tip Neumann,

scrisă sub forma (2.25) s, i (2.26).

Construirea graficului funct, iei Green ı̂n fâs, ia V cu condit, iile de limită de tip

Neumann.

S-a folosit programa Maple 18 s, i s-a construit graficul FG (2.25) cu o exactitate de o

constantă arbitrară b = 0, pentru fâs, ia V cu intervalul −c ≤ x1 ≤ +c, c = 15m, 0 ≤ x2 ≤ a2,

a2 = 10m, dacă pe laturile x2 = 0, s, i x2 = a2, ∂G/(∂x2) = 0. Punctul de aplicare a impulsului

unitar are coordonatele ξ1 = 0m, ξ2 = 5m. Acest grafic este prezentat ı̂n Figura 2.2.

Concluzii:

• Graficele din Figura 2.2 reprezintă aceeaşi funcţie prezentată din diferite părţi. Dacă se

analizează acest grafic, se poate afirma:

- se respectă CL impuse iniţial, cum se vede din Figura 2.2, a), ∂G/(∂x2) = 0 pentru

x2 = 0, şi din Figura 2.2, b), ∂G/(∂x2) = 0 pentru x2 = a2. Dacă variabila x1 → ±∞,

atunci G = 0;

- dacă punctul de aplicare a impulsului unitar cu coordonatele (ξ1, ξ2) va coincide cu punctul

de răspuns cu coordonatele (x1, x2), atunci funcţia G → ∞ ı̂n comparaţie cu celelalte

mărimi. Aceasta se datorează expresiei − lnE din relat, ia FG (2.25), s, i anume: dacă x va
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a) G b) G

Fig. 2.2. Graficul funcţiei Green pentru fâs, ia V (−15 ≤ x1 ≤ 15, 0 ≤ x2 ≤ 10) cu condiţiile de
limită de tip Neumann de la un impuls unitar aplicat ı̂n punctul ξ1 = 0m, ξ2 = 5m.

coincide cu ξ atunci − lnE =∞. Acest punct poartă denumirea de punct de singularitate;

- pentru latura x2 = 0 s, i pentru x2 = a2 FG, practic are valoarea G = 0 pentru intervalul

+5, 0m ≤ x1 ≤ −5, 0m;

- graficul este simetric ı̂n raport cu planul care trece prin punctul ξ1 = 0m şi respectiv

planul care trece prin punctul ξ2 = 5m;

• expresia FG (2.25) poate fi folosită ı̂n conductibilitatea termică stat, ionară pentru deter-

minarea câmpului interior de temperatură pentru fâs, ia V , ı̂n cazul ı̂n care, ı̂n interiorul

fâs, iei este aplicată o sursă de căldură sau pe diferite intervale ale laturilor fâs, iei fluxul

de căldură este diferit de zero. De asemenea ea se va utiliza la calcularea deplasărilor şi

tensiunilor termice pentru fâs, ia V .

2.1.2. Determinarea câmpului de temperatură ı̂n fâs, ie cu condiţii de limită de

tip Dirichlet

Formularea generală a problemei.

Să se determine câmpul interior de temperatură pentru fâs, ia V ≡ (−∞ < x1 < +∞,

0 ≤ x2 ≤ a2), (Figura 2.3), dacă pe latura x2 = 0 este aplicat un gradient de temperatură

T20(y1, 0) = const, iar pe latura x2 = a2 un gradient de temperatură T21(y1, a2) = const [4].
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Γ 20
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0  
T  =const20

T  =const21

Fig. 2.3. Schema unei fâs, ii V act, ionată de un gradient de temperatură pe fiecare latură.

Determinarea câmpului interior de temperatură.

Pentru rezolvarea aceastei probleme se foloses,te următoarea formulă integrală generală pen-

tru domenii tridimensionale [86, p. 382]:

T (x) = a−1

∫
V

F (ξ)G(x, ξ)dV (ξ)−
∫

ΓD

T (y0)
∂G(y0, x)

∂n0

dΓD(y0) +

∫
ΓN

∂T (y0)

∂n0

G(y0, x)dΓN(y0)

+ a−1

∫
ΓM

[
αT (y0) + a

∂T (y0)

∂n0

]
G(y0, x)dΓM(y0), (2.29)

unde: a - coeficientul conductivităt, ii de temperatură, α - coeficientul conductibilităt, ii convective

de căldură, F (ξ) – sursa interioară de căldură, T (y0) – temperatura dată pe o suprafaţă ΓD,

∂T (y0)/(∂n0) – fluxul de căldură dat pe o suprafaţă ΓN , iar [αT (y0) + a∂T (y0)/(∂n0)] este

schimbul de căldură dintre suprafaţa ΓM şi mediul exterior, G(y0, x) - FG, iar ∂G(y0, x)/(∂n0) -

derivata FG pe normala exterioară a suprafet,ei Γ corpului V . ΓD,ΓN ,ΓM sunt părt, i componente

ale suprafet,ei pe care sunt date CL pe fiecare suprafaţă a corpului, de tip Dirichlet, de tip

Neumann s, i respectiv CL de tip mixt.

CL pentru fâs, ia V (Figura 2.3) sunt de tip Dirichlet (ΓD), iar sursa interioară de căldură,

fluxul de căldură s, i schimbul de căldură dintre suprafat,a corpului s, i mediul exterior lipsesc.

Conform formulării problemei, expresia (2.29) se va scrie ı̂n felul următor:

T (x) = −
+∞∫
−∞

T (y1, 0)Q20(y1, x1; 0, x2)dy1 −
+∞∫
−∞

T (y1, a2)Q21(y1, x1; a2, x2)dy1, (2.30)

unde:
Q20(y1, x1; 0, x2) = −∂G(y1, x1; 0, x2)

∂y2

= − 1

4π

∂

∂y2

(lnE2 − lnE)

∣∣∣∣
y2=0

;

Q21(y1, x1; a2, x2) =
∂G(y1, x1; a2, x2)

∂y2

=
1

4π

∂

∂y2

(lnE2 − lnE)

∣∣∣∣
y2=a2

.

(2.31)
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În (2.31) s-a avut ı̂n vedere schimbarea semnului pentru prima expresie, deoarece direct, ia

normalei pe suprafaţa x2 = 0 este contrară direcţiei axei de coordonate x2. Tot din aceeaşi

relaţie se observă că, pentru a determina câmpul interior de temperatură este necesar de a

construi FG care verifică ecuaţia Poisson pentru fâs, ia V .

Funct, ia Green pentru fâs, ia V cu condit, ii de limită de tip Dirichlet.

Să se determine FG care verifică ecuaţia Poisson (2.10) pentru un domeniu ı̂n formă de fâs, ia

V , cu următoarele CL de tip Dirichlet:

− pentru latura Γ20(−∞ < x1 < +∞;x2 = 0)→ G(x1, 0; ξ) = 0;

− pentru latura Γ21(−∞ < x1 < +∞;x2 = a2)→ G(x1, a2; ξ) = 0.
(2.32)

Conform [58, p. 17], răspunsul la problema 4.1 se dă cu expresia finală a FG ı̂n funcţii

elementare sub formă:

G =
1

4π
ln
E2

E
, (2.33)

unde funcţiile E s, i E2 se determină cu relat, iile (2.26).

Construirea graficului funct, iei Green ı̂n fâs, ia V cu condit, ii de limită de tip

Dirichlet.

Folosind programa Maple 18 s-a construit graficul FG (2.33) pentru fâs, ia V cu intervalul

−c ≤ x1 ≤ +c, c = 15m, 0 ≤ x2 ≤ a2, a2 = 10m, dacă pe latura x2 = 0 s, i x2 = a2, G = 0.

Punctul de aplicare a impulsului unitar are coordonatele ξ1 = 0m, ξ2 = 5m. Acest grafic este

prezentat ı̂n Figura 2.4.

Concluzii:

• Graficele din Figura 2.4 reprezintă aceeaşi funcţie arătată din diferite părţi. Dacă se

analizează, se poate afirma:

- dacă punctul de aplicare cu coordonatele (ξ1, ξ2) va coincide cu punctul de răspuns cu

coordonatele (x1, x2), atunci funcţia G→∞ ı̂n comparaţie cu celelalte mărimi. Aceasta

se datorează expresiei lnE din relat, ia (2.33), dacă x coincide cu ξ atunci − lnE =∞;

- se respectă CL impuse iniţial, cum se vede din Figura 2.4, a), G = 0 pentru x2 = 0, şi

din Figura 2.4, b), G = 0 pentru x2 = a2. Dacă variabila x1 → ±∞ atunci G = 0;

- graficul este simetric ı̂n raport cu planul care trece prin punctul ξ1 = 0m şi respectiv ı̂n

raport cu planul care trece prin punctul ξ2 = 5m.
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a) G b) G

Fig. 2.4. Graficul funcţiei Green pentru fâs, ia V (−15 ≤ x1 ≤ 15, 0 ≤ x2 ≤ 10) cu condiţiile de
limită de tip Dirichlet de la un impuls unitar aplicat ı̂n punctul ξ1 = 0m, ξ2 = 5m.

• expresia FG (2.33) poate fi folosită ı̂n conductibilitatea termică stat, ionară pentru deter-

minarea câmpului interior de temperatură pentru fâs, ia V , ı̂n cazul ı̂n care, ı̂n interiorul

fâs, iei este aplicată o sursă de căldură sau pe diferite intervale ale laturilor fâs, iei, gradientul

de temperatură este diferit de zero. Această funct, ie se va utiliza la calcularea deplasărilor

şi tensiunilor termice pentru fâs, ia V .

Aplicarea funcţiei Green la determinarea câmpului interior de temperatură.

S-a determinat câmpul interior de temperatură pentru fâs, ia V , dacă pe latura x2 = 0, pe

intervalul c ≤ x1 ≤ d acţionează un gradient de temperatură T20 = const, iar pe latura x2 = a2,

pe intervalul f ≤ x1 ≤ g un gradient de temperatură T21 = const.

Expresia de calcul a câmpului de temperatură are forma:

T (x1, x2) =

d∫
c

T (y1, 0)Q20(y1, x1; 0, x2)dy1 −
g∫

f

T (y1, a2)Q21(y1, x1; a2, x2)dy1, (2.34)

unde:

Q20 s, i Q21 se calculează cu relat, ia (2.31).

S-a derivat FG (2.33) pe normala exterioară a laturilor x2 = 0 s, i x2 = a2 scrise ı̂n relat, ia

(2.31) s, i s-au substituit ı̂n expresia (2.34). În urma simplificării termenilor asemenea, s-a obt, inut

următoarea formulă integrală:
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T (x1, x2) =

d∫
c

T20

e

π

a2

(y1−x1)

sin
πx2

a2

a2

1− 2e

π

a2

(y1−x1)

cos
πx2

a2

+ e

2π

a2

(y1−x1)


dy1

+

g∫
f

T21

e

π

a2

(y1−x1)

sin
πx2

a2

a2

1 + 2e

π

a2

(y1−x1)

cos
πx2

a2

+ e

2π

a2

(y1−x1)


dy1. (2.35)

Pentru a rezolva expresia (2.35) s-a făcut următoarea notare:

T (x1, x2) = T1(x1, x2) + T2(x1, x2). (2.36)

S-a rezolvat T1(x1, x2). Pentru aceasta s-a folosit [73, p. 965], s-au făcut următoarele notări:

t2 = e2π/a2(y1−x1), iar m = −2cos(πx2/a2) s, i s-a obţinut integrala:

T1(x1, x2) =
T20

π
sin

πx2

a2

d∫
c

dt

1 +mt+ t2
. (2.37)

Înlocuind notările făcute, s, i rezolvând integrala (2.37), s-a obt, inut următoarea expresie:

T1(x1, x2) =
T20

π
arctg

e

π

a2

(y1−x1)

− cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d

c

. (2.38)

Rezultatul final al integrării este:

T1(x1, x2) =
T20

π

arctg
e

π

a2

(d−x1)

− cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

− arctg
e

π

a2

(c−x1)

− cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

 . (2.39)

În mod analogic s-a rezolvat şi T2(x1, x2). Rezultatul final a acestei integrale are forma:

T2(x1, x2) =
T21

π

arctg
e

π

a2

(g−x1)

+ cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

− arctg
e

π

a2

(f−x1)

+ cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

 . (2.40)
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În formă finală, câmpul interior de temperatură se va calcula cu următoarea expresie:

T (x1, x2) =
T20

π

arctg
e

π

a2

(d−x1)

− cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

− arctg
e

π

a2

(c−x1)

− cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

+

+
T21

π

arctg
e

π

a2

(g−x1)

+ cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

− arctg
e

π

a2

(f−x1)

+ cos
πx2

a2

sin
πx2

a2

 . (2.41)

Construirea graficului câmpului interior de temperatură ı̂n fâs, ia V cu condit, iile

de limită de tip Dirichlet.

S-a folosit programa Maple 18 s, i s-a construit graficul câmpului interior de temperatură

(2.41), pentru fâs, ia V , cu intervalul −b ≤ x1 ≤ +b, b = 15m, 0 ≤ x2 ≤ a2, a2 = 10m, dacă

pe latura x2 = 0, pe intervalul c ≤ x1 ≤ d, c = −7m, d = 1m acţionează un gradient de

temperatură T20 = 80K. Pe latura x2 = a2, pe intervalul f ≤ x1 ≤ g, f = −2m, g = 5m

acţionează un gradient de temperatură T21 = 100K. Acest grafic este prezentat ı̂n Figura 2.5.

a) T [K] b) T [K]

Fig. 2.5. Graficul câmpului interior de temperatură pentru fâs, ia V (−15 ≤ x1 ≤ 15,
0 ≤ x2 ≤ 10) dacă pe ambele laturi act, ionează câte un gradient de temperatură T20 s, i T21.

Graficele din Figura 2.5 reprezintă câmpul interior de temperatură pentru fâs, ia V arătat

din diferite părţi. Analizând aceste grafice se poate afirma:

- programa nu a construit graficul ı̂n imediata apropiere a ordonatei x2 = 0, din motiv că

funcţia nu este definită ı̂n acest punct. Se studiază asimptotica acestei funcţii pentru a
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verifica CL. Pentru aceasta s-a calculat limita funcţiei T1(x1, x2) când x2 → 0 din partea

dreaptă, pe intervalul c < x1 < d s, i ı̂n afara acestui interval d < x1 < c.

lim
x2→0+0

T1(x1, x2). (2.42)

Se calculează limita funct, iei pentru intervalul c < x1 < d când x2 → 0 din partea dreaptă:

lim
x2→0+0

T1(x1, x2) =
T20

π

(
lim

x2→0+0
arctg∞+ lim

x2→0+0
arctg∞

)
=
T20

π

(π
2

+
π

2

)
= T20. (2.43)

Se calculează limita funct, iei pentru intervalul d < x1 < c când x2 → 0 din partea dreaptă:

lim
x2→0+0

T1(x1, x2) =
T20

π

(
lim

x2→0+0
arctg∞− lim

x2→0+0
arctg∞

)
=
T20

π

(π
2
− π

2

)
= 0. (2.44)

- programa nu a construit graficul nici ı̂n imediata apropiere a ordonatei x2 = a2, din

motiv că funcţia nu este definită nici ı̂n acest punct. Se studiază asimptotica acestei

funcţii pentru a verifica CL. Pentru aceasta s-a calculat limita funcţiei T2(x1, x2) când

x2 → a2 din partea stângă, pe intervalul f < x1 < g s, i ı̂n afara acestui interval g < x1 < f .

lim
x2→a2−0

T2(x1, x2). (2.45)

Se calculează limita funct, iei pentru intervalul f < x1 < g când x2 → a2 din partea stângă:

lim
x2→a2−0

T2(x1, x2) =
T21

π

(
lim

x2→a2−0
arctg∞+ lim

x2→a2−0
arctg∞

)
=
T21

π

(π
2

+
π

2

)
= T21. (2.46)

Se calculează limita funct, iei pentru intervalul g < x1 < f când x2 → a2 din partea stângă:

lim
x2→a2−0

T2(x1, x2) =
T21

π

(
lim

x2→a2−0
arctg∞− lim

x2→a2−0
arctg∞

)
=
T21

π

(π
2
− π

2

)
= 0. (2.47)

- se respectă CL impuse iniţia s, i anume: pentru latura x2 = 0 (Figura 2.5, a) şi (2.43)),

T1(x1, x2) = T20 = 80K pentru c < x1 < d, iar din (2.44), T1(x1, x2) = 0 pentru intervalul

d < x1 < c. Pentru latura x2 = a2, (Figura 2.5, b) şi (2.46)), T2(x1, x2) = T21 = 100K

pentru f < x1 < g, iar din (2.47), T2(x1, x2) = 0 pentru intervalul g < x1 < f . Dacă

variabila x1 → ±∞ atunci T = 0;

- deoarece gradient, ii de temperatură T20 s, i T21 sunt aplicat, i pe diferite intervale ale laturilor

fâs, iei, graficul funct, iei este asimetric. Dacă s-ar fi construit graficul de la un singur

gradient sau de la ambii gradient, i aplicat, i pe acelas, i interval, dar pe laturi diferite, atunci

el ar fi fost simetric ı̂n raport cu planul care trece prin mijlocul intervalului.
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Concluzii:

• Se respectă CL impuse init, ial. În limita gradientului de temperatură acesta este maximal,

iar ı̂n afara acestui interval, temperatura este zero;

• Relaţia câmpului de temperatură (2.41) poate fi folosită pentru determinarea câmpului

de temperatură pentru fâs, ie, cu orice dimensiune şi valoare a gradientului de temperatură

care acţionează pe orice interval ale laturile x2 = 0 s, i/sau x2 = a2. Dacă temperatura nu

va fi o constantă ci o funcţie, atunci va fi necesar să fie calculată din nou integrala (2.34);

• Câmpul interior de temperatură deja obt, inut poate fi folosit ı̂n domeniul termoelasticităţii

la determinarea deplasărilor şi tensiunilor termice ı̂n fâs, ia V cu CL enunt,ate ı̂n problemă.

2.1.3. Determinarea câmpului de temperatură ı̂n fâs, ie cu condiţii de limită de

tip mixt

Formularea generală a problemei.

Să se determine câmpul interior de temperatură pentru fâs, ia V ≡ (−∞ < x1 < +∞,

0 ≤ x2 ≤ a2), (Figura 2.6), cu condit, ii mixte de limită, dacă pe latura Γ20(x2 = 0) este aplicat

un gradient de temperatură T20(y1, 0) = const., iar pe latura Γ21(x2 = a2) fluxul de căldură
T21(y1, a2)

∂ny
= 0[5].

Γ 21

x1

x2

Γ 20

a 2

0  
T20

21∂T
∂ny

Fig. 2.6. Schema fâs, iei V cu condit, ii mixte de limită.

Rezolvarea problemei formulate se face analog metodologiei folosite pentru problema prece-

dentă (§2.1.2.). De aceea, vor fi expuse doar cele mai importante momente cu rezultatele finale.

Funct, ia Green pentru fâs, ia V cu condit, ii de limită de tip mixt.

Expresia FG ı̂n funcţii elementare pentru acest tip de problemă este rezolvată ı̂n literatura

de specialitate [50, p. 112], [58, p. 18] s, i are următoarea formă:

G =
1

4π
ln
ĒẼ2

Ē2Ẽ
, (2.48)
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unde:

Ē = 1 + 2e

π

2a2

(x1−ξ1)

cos
π

2a2

(x2 − ξ2) + e

π

a2

(x1−ξ1)

;

Ẽ = 1− 2e

π

2a2

(x1−ξ1)

cos
π

2a2

(x2 − ξ2) + e

π

a2

(x1−ξ1)

;

Ē2 = 1 + 2e

π

2a2

(x1−ξ1)

cos
π

2a2

(x2 + ξ2) + e

π

a2

(x1−ξ1)

;

Ẽ2 = 1− 2e

π

2a2

(x1−ξ1)

cos
π

2a2

(x2 + ξ2) + e

π

a2

(x1−ξ1)

.

(2.49)

Construirea graficului FG ı̂n fâs, ia V cu condit, ii de limită de tip mixt.

Folosind programa Maple 18 s-a construit graficul funcţiei Green (2.48) pentru fâs, ia V cu

intervalul −c ≤ x1 ≤ +c, c = 15m, 0 ≤ x2 ≤ a2, a2 = 10m, dacă pe latura x2 = 0;G = 0, iar pe

latura x2 = a2, ∂G/∂ny = 0. Punctul de aplicare a impulsului unitar are coordonatele ξ1 = 0m,

ξ2 = 3m. Acest grafic este prezentat ı̂n Figura 2.7.

a) G b) G

Fig. 2.7. Graficul funcţiei Green pentru fâs, ia V (−15 ≤ x1 ≤ 15, 0 ≤ x2 ≤ 10) cu condiţii
mixte de limită de la un impuls unitar aplicat ı̂n punctul ξ1 = 0m, ξ2 = 3m.

Aplicarea funcţiei Green la determinarea câmpului interior de temperatură.

În formă finală, câmpul interior de temperatură pentru fâs, ie cu CL de tip mixt, se calculează

cu următoarea expresie:

T (x1, x2) =
T20

π

arctan
e

π

2a2

(c−x1)

+ cos
πx2

2a2

sin
πx2

2a2

− arctan
e

−π
2a2

(c+x1)

+ cos
πx2

2a2

sin
πx2

2a2

(2.50)
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+ arctan
e

π

2a2

(c−x1)

+ cos
πx2

2a2

sin
πx2

2a2

− arctan
e

−π
2a2

(c+x1)

− cos
πx2

2a2

sin
πx2

2a2

 .
Construirea graficului câmpului interior de temperatură ı̂n fâs, ia V cu condit, ii

de limită de tip mixt.

S-a folosit programa Maple 18 s, i s-a construit graficul câmpului interior de temperatură

pentru fâs, ia V cu relat, ia (2.50), dacă pe latura x2 = 0 pe intervalul −c ≤ x1 ≤ c, c = 4,

acţionează un gradient de temperatură T20 = 120K, iar pe latura x2 = a2 fluxul de căldură
T21(y1, a2)

∂ny
= 0. Acest grafic este prezentat ı̂n Figura 2.8.

a) T [K] b) T [K]

Fig. 2.8. Graficul câmpului interior de temperatură pentru fâs, ia V (−15 ≤ x1 ≤ 15,
0 ≤ x2 ≤ 10) dacă pe latura Γ20 act, ionează un gradient de temperatură T20 = 120K.

Concluzii:

• Se respectă CL impuse init, ial. Pe latura Γ20 ı̂n limita gradientului de temperatură funct, ia

este maximală, iar ı̂n afara acestui interval, temperatura este zero. Pe latura Γ21 derivata

funct, iei este egală cu zero;

• Relaţia câmpului interior de temperatură (2.50) poate fi folosită pentru determinarea

câmpului de temperatură pentru fâs, ie cu orice dimensiune şi valoare a gradientului de

temperatură, care acţionează pe orice interval a laturii x2 = 0;

• Câmpul interior de temperatură deja obt, inut poate fi folosit ı̂n domeniul termoelasticităţii,

la determinarea deplasărilor şi tensiunilor termice ı̂n fâs, ia V , cu CL enunt,ate ı̂n problemă.
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2.1.4. Solut, ii integrale pentru fâs, ia termoelastică cu condiţiile de limită de tip

Dirichlet

Formularea generală a problemei.

Să se determine tensiunile termice σij (ξ); i, j = 1, 2 pentru o problemă particulară de limită

sub formă de fâs, ia V ≡ (−∞ < x1 < +∞, 0 ≤ x2 ≤ a2), de la act, iunea unor gradient, i de

temperatură aplicat, i pe ambele laturi ale domeniului Γ20 s, i Γ21:

T (y) =



T20(y) = T20 = const., y ∈ [b ≤ y1 ≤ c; y2 = 0] ; y ∈ Γ20; b < c;

T20(y) = 0, y ∈ [−∞ ≤ y1 < b; y2 = 0] ∪ [c < y1 <∞; y2 = 0] ; y ∈ Γ20;

T21(y) = T21 = const., y ∈ [f ≤ y1 ≤ g; y2 = a2] ; y ∈ Γ21; f < g;

T21(y) = 0, y ∈ [−∞ ≤ y1 < f ; y2 = a2] ∪ [g < y1 <∞; y2 = a2] ; y ∈ Γ21.

(2.51)

cu următoarele condit, ii mecanice:

σ22 = 0;u1 = 0; ξ2 = 0, 0 ≤ ξ1 <∞;

σ22 = 0;u1 = 0; ξ2 = a2, 0 ≤ ξ1 <∞.
(2.52)

Condit, iile termice (2.51) s, i cele mecanice (2.52) sunt prezentate ı̂n Figura 2.9.

U =0  1

Γ 21

x1

x2

Γ 20

a 2

0  

σ =0  
u =01

22

u =0  1

σ  =022

T=T  21

T=T  20

b c

f g

=0  2
Fig. 2.9. Schema fâs, iei V cu condit, iile de limită mecanice u1, σ22 s, i

cele termice T de pe laturile Γ20 s, i Γ21.

Conform relat, iei (2.5), pentru a rezolva problema enunt,ată mai sus s, i a determina tensiunile

termice σij(ξ), ı̂nainte de toate, trebuie să fie determinate tensiunile termice σij(x, ξ); i, j = 1, 2

de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură (2.3), dar pentru aceasta este necesar

de stabilit după formulele (2.7) - (2.9), expresiile deplasărilor termice Ui(x, ξ); i = 1, 2 de la o

sursă unitară punctiformă de căldură.
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Determinarea deplasărilor termoelastice de la act, iunea unei surse unitare punc-

tiforme de căldură. Formularea problemei.

Să se determine FPTG de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură pentru

fâs, ia V ≡ (−∞ < x1 < +∞, 0 ≤ x2 ≤ a2) cu condit, iile mecanice s, i termice de limită indicate

ı̂n Figura 2.10.

Γ 21

x1

x2

Γ 20

a 2

0  

σ  =0  
U =01

22

U =0  1G =0  T

G =0  T

σ  =0  22

Fig. 2.10. Schema unei fâs, ii V cu condit, iile de limită mecanice U1, σ22 s, i cele termice GT

de pe laturile Γ20 s, i Γ21.

Pentru aceasta se va rezolva ecuat, ia Lame:

µ∇2
ξUi(x, ξ) + (λ+ µ)Θ,ξ1(x, ξ)− γGT,ξi(x, ξ); i = 1, 2, (2.53)

s, i ecuat, ia de tipul Poisoon:

∇2GT (x, ξ) = −δ(x− ξ);x, ξ ∈ V, (2.54)

cu următoarele condit, ii omogene de limită mecanice (σ22 - tensiunea termică, U1 - deplasarea

termoelastică) s, i termice (GT - FG de tip Dirichlet pentru ecuat, ia Poisson):

− U1(x, y) = 0, σ22(x, y) = 0, GT (y, ξ) = 0; x, ξ ∈ V ; y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20,

− U1(x, y) = 0, σ22(x, y) = 0, GT (y, ξ) = 0; x, ξ ∈ V ; y ≡ (y1, a2) ∈ Γ21.
(2.55)

Se scrie legea Duhamel-Neumann (2.3) pentru tensiunea termică σ22, care are următoarea

formă:

σ22 = 2µU2,2 + λΘ− γGT ; Θ = Uk,k(x, ξ); k = 1, 2. (2.56)

Conform CL (2.55) pentru laturile Γ20 s, i Γ21 → σ22 = 0 s, i GT = 0. Relat, ia (2.56) se

egalează cu zero s, i se ı̂nlocuies,te dilatarea de volum Θ = U1,1 + U2,2. În final, se obt, ine

următoarea expresie:

σ22 = 2µU2,2 + λU1,1 + λU2,2 − γGT = (λ+ 2µ)U2,2 + λU1,1 − γGT . (2.57)
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Dacă U1 = 0, atunci U1,1 = 0 s, i folosind cealaltă CL din (2.55) (GT = 0) rezultă: U2,2 = 0.

Utilizând formula dilatării de volum:

Θ = U1,1 + U2,2 ⇒ Θ = 0. (2.58)

Luând ı̂n calcul ultimele rezultate obt, inute (2.58), se poate completa s, irul CL (2.55), astfel

toate CL pot fi scrise ı̂n felul următor:

- pentru latura marginală Γ20:

GT = 0;U1 = 0⇒ U1,1 = 0, G1 = 0;σ22 = 0;U2,2 = 0;G2,2 = 0⇒ Θ = 0;GΘ = 0; (2.59)

-pentru latura marginală Γ21:

GT = 0;U1 = 0⇒ U1,1 = 0, G1 = 0;σ22 = 0;U2,2 = 0;G2,2 = 0⇒ Θ = 0;GΘ = 0. (2.60)

Se foloses,te expresia (2.9) s, i se obt, ine relat, ia generală a dilatării de volum pentru fâs, ia V :

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ
GΘ(x, ξ) +

∫
Γ20

[
∂Θ(x, y)

∂nΓ20

−Θ(x, y)
∂

∂nΓ20

]
GΘ(y, ξ)dΓ20(y)

+

∫
Γ21

[
∂Θ(x, y)

∂nΓ21

−Θ(x, y)
∂

∂nΓ21

]
GΘ(y, ξ)dΓ21(y), (2.61)

unde: y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20, dΓ20(y) = dy1, ∂/∂nΓ20 = −∂/∂y2;

y ≡ (y1, a2) ∈ Γ21, dΓ21(y) = dy1, ∂/∂nΓ21 = ∂/∂y2.

Din [50, p. 112], [58, p. 17] se extrag expresiile pentru GT , GΘ, G1, iar din [3] - pentru G2,

care coincide cu formula (2.25):

GT = GΘ = G1 =
1

4π
ln
E2

E
; (2.62)

G2 = b− 1

4π
lnEE2 +


0;x1 ≤ ξ1;

(x1 − ξ1)

a2

;x1 ≥ ξ1.
(2.63)

FPTG pentru fâs, ie se scriu folosind (2.7):

Ui(x, ξ) = −λ+ µ

2µ
ξiΘ(x, ξ)− γ

2(λ+ 2µ)
xiGi(x, ξ) +

γξi
2µ

GT (x, ξ)

−
1∑
i=0

∫
Γ2i

{[
Ui(x, y) +

yi
2µ

[(λ+ µ)Θ(x, y)− γGT (x, y)]
∂Gi(y, ξ)

∂ny2

]
(2.64)

− ∂

∂ny2

[
Ui(x, y) +

yi
2µ

[(λ+ µ)Θ(x, y)− γGT (x, y)]Gi(y, ξ)

]}
dΓ2i(y).
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Se folosesc expresiile FG (2.62) - (2.63) s, i se ı̂nlocuiesc ı̂n (2.61). Folosind CL (2.59) - (2.60)

s, i s,tiind că GΘ = GT se obt, ine relat, ia pentru dilatarea de volum:

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ
GΘ(x, ξ). (2.65)

Conform (2.62), GΘ = GT , deci se poate scrie:

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ
GT (x, ξ). (2.66)

Pentru a obt, ine funct, ia principală termoelastică a deplasării U1 se utilizează relat, ia (2.64),

pentru i = 1. Luându-se ı̂n calcul CL (2.59) - (2.60), integralele din expresia (2.64) sunt egale

cu zero pentru ambele laturi marginale, astfel se poate scrie:

U1(x, ξ) = −λ+ µ

2µ
ξ1Θ(x, ξ)− γ

2(λ+ 2µ)
x1G1(x, ξ) +

γξ1

2µ
GT (x, ξ). (2.67)

Folosind expresiile pentru FG (2.62) s, i a dilatării de volum (2.66), ı̂n urma transformărilor

se obt, ine relat, ia finală de calcul a deplasării termoelastice U1:

U1(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)
(ξ1 − x1)GT (x, ξ). (2.68)

În acelas, i mod se determină deplasarea termoelastică U2, folosind formula (2.64), pentru

i = 2. Integrala de pe latura marginală Γ20 este egală cu zero conform CL.

U2(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)
[ξ2GT (x, ξ)− x2G2(x, ξ)]

+

∫
Γ21

y2

2µ

[
(λ+ µ)

γ

λ+ 2µ
GT,2(x, y)− γGT,2(x, y)

]
G2(y, ξ)dΓ21(y). (2.69)

Fâs, ia are o lăt, ime egală cu a2 (Figura 2.10), deci y2 se substituie prin a2. Se reduc termenii

asemenea s, i se obt, ine următoarea expresie a deplasării termice U2:

U2(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)

ξ2GT (x, ξ)− x2G2(x, ξ)−
∫

Γ21

a2GT,2(x, y)G2(y, ξ)dΓ21(y)

 . (2.70)

Pentru rezolvarea integralei I2(x, ξ) =
∫

Γ21

a2GT,2(x, y)G2(y, ξ)dΓ21(y) din (2.70), s-a folosit

CL pentru FPTG, care rezultă din CL (2.59), (2.60) cu respectarea punctului ξ ∈ Γ = Γ20∪Γ21:
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U1(x, ξ) = 0;U2,2(x, ξ) = 0; x ≡ (x1, x2) ∈ V ; ξ ≡ (ξ1, 0) ∈ Γ20; (2.71)

U1(x, ξ) = 0;U2,2(x, ξ) = 0; x ≡ (x1, x2) ∈ V ; ξ ≡ (ξ1, a2) ∈ Γ21. (2.72)

CL a FPTG pentru ecuat, ia Poisson, care rezultă din aceleas, i CL (2.59), (2.60) cu respectarea

punctului x = y ∈ Γ = Γ20 ∪ Γ21:

Ui(y, ξ) = 0; y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20; ξ ≡ (ξ1, ξ2) ∈ V ; (2.73)

Ui(y, ξ) = 0; y ≡ (y1, a2) ∈ Γ21; ξ ≡ (ξ1, ξ2) ∈ V. (2.74)

O astfel de integrala I2(x, ξ) este rezolvată ı̂n literatura de specialitate [56, p. 214], nu-

mai pentru alte CL. Integrala I2(x, ξ) este o funct, ie armonică cu respectarea ambelor puncte

x ≡ (x1, x2) ∈ V s, i ξ ≡ (ξ1, ξ2) ∈ V .

Cu respectarea punctelor x = y ∈ Γ = Γ20 ∪ Γ21:

I2(x, ξ) = 0; ξ ≡ (ξ1, ξ2) ∈ V, x ≡ (x1 = y1, x2 = y2 = 0) ∈ Γ20; (2.75)

I2(x, ξ) = 0; ξ ≡ (ξ1, ξ2) ∈ V, x ≡ (x1 = y1, x2 = y2 = a2) ∈ Γ21. (2.76)

Cu respectarea punctelor ξ = y ∈ Γ = Γ20 ∪ Γ21:

∂I2(x, ξ)/∂nξ2 = −∂I2(x, ξ)/∂ξ2 = 0;x ≡ (x1, x2) ∈ V, ξ ≡ (ξ1 = y1, ξ2 = y2 = 0) ∈ Γ20;

(2.77)

∂I2(x, ξ)/∂nξ2 = ∂I2(x, ξ)/∂ξ2 = a2G2(x, ξ);x ≡ (x1, x2) ∈ V, ξ ≡ (ξ1 = y1, ξ2 = y2 = a2) ∈ Γ21.

(2.78)

Se folosesc aceste rezultate s, i se obt, ine:

I2(x, ξ) = −x2G2(x, ξ) + ξ2GT (x, ξ) + x1

∫
∂G2(x, ξ)

∂x2

dx1 −
∫
ξ1
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

dξ1, (2.79)

unde: ∫
ξ1
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

dξ1 = ξ1

∫
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

dξ1 −
∫∫

∂GT (x, ξ)

∂ξ2

d2ξ2
1 . (2.80)

Se ı̂nlocuies,te (2.79) s, i (2.80) ı̂n (2.70) s, i se obt, ine o nouă FPTG pentru deplasarea U2:

U2(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)

[
−x1

∫
∂G2(x, ξ)

∂x2

dx1

+ξ1

∫
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

dξ1 −
∫∫

∂GT (x, ξ)

∂ξ2

d2ξ2
1

]
. (2.81)
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Datorită următoarei expresii
∂G2(x, ξ)

∂x2

=
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

, funct, ia finală a deplasării U2 va avea

forma:

U2(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)

∫
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

dξ1 −
∫∫

∂GT (x, ξ)

∂ξ2

d2ξ2
1

]
. (2.82)

Verificarea expresiilor obt, inute după CL.

Condit, iile mecanice:

- pentru laturile Γ20 s, i Γ21 −→ U1 = 0, U1,1 = 0, U2,2 = 0:

U1(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)
(ξ1 − x1)GT (x, ξ) = 0; (2.83)

U2,ξ2(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)
[−(ξ1 − x1)GT,ξ1(x, ξ) +GT (x, ξ)] = 0. (2.84)

Condit, iile termice:

- pentru laturile Γ20 s, i Γ21 −→ GT = 0:

U1(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)
(ξ1 − x1)GT (x, ξ) = 0; (2.85)

U2(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)

∫
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

dξ1 −
∫∫

∂GT (x, ξ)

∂ξ2

d2ξ2
1

]
= 0. (2.86)

Determinarea tensiunilor termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme

de căldură.

Pentru determinarea tensiunilor termice σij(x, ξ) de la o sursă unitară punctiformă de

căldură se folosesc relat, iile (2.66), (2.68) s, i (2.82) care se ı̂nlocuiesc ı̂n formula Duhamel-

Neumann (2.3). Într-o formă intermediară, aceste tensiuni termice se vor scrie astfel:

σ11(x, ξ) =
µγ

λ+ 2µ
[(ξ1 − x1)GT,ξ1(x, ξ)−GT (x, ξ)] ; (2.87)

σ22(x, ξ) = − µγ

λ+ 2µ
[(ξ1 − x1)GT,ξ1(x, ξ) +GT (x, ξ)] ; (2.88)

σ12(x, ξ) =
µγ

λ+ 2µ
[(ξ1 − x1)GT,ξ2(x, ξ)] . (2.89)

Expresiile finale ale tensiunilor termice de la o sursă unitară punctiformă de căldură s-au

obt, inut prin substituirea FG GT (x, ξ) (2.62):
46



σ11(x, ξ) =
µγ

4π(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ1

− 1

]
ln
E2

E
; (2.90)

σ22(x, ξ) = − µγ

4π(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ1

+ 1

]
ln
E2

E
; (2.91)

σ12(x, ξ) =
µγ

4π(λ+ 2µ)
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ2

ln
E2

E
. (2.92)

Solut, iile obt, inute pentru fâsie, sunt incluse ı̂n Anexa A.

Construirea graficelor tensiunilor termice σij pentru fâs, ie.

S-a folosit programa Maple 18 s, i s-au construit graficele tensiunilor termice σij(x, ξ) (2.90)

- (2.92) pentru fâs, ia V ≡ (−10 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 10), de la act, iunea unei surse unitare

punctiforme de căldură aplicată ı̂n punctul cu coordonatele x1 = 0, x2 = 5. Pentru constantele

elastice s, i termice au fost luate ı̂n calcul următoarele valori: coeficientul Poisson ν = 0, 3;

modulul de elasticitate E = 2, 1 · 105MPa, iar coeficientul dilatarii termice liniare αt = 1, 2 ·

10−5(K−1). Aceste grafice sunt prezentate ı̂n Figura 2.11.

Concluzii:

Dacă se analizează graficele tensiunilor termice normale σ11(x, ξ)→ Figura 2.11, a); σ22(x, ξ)

→ Figura 2.11, b) s, i graficele tensiunilor termice tangent, iale σ12(x, ξ)→ Figura 2.11, c, d), care

reprezintă acelas, i grafic arătat din ambele părt, i ale fâs, iei, se poate afirma:

• se respectă CL impuse iniţial, cum se vede din Figura 2.11, b), σ22(x, ξ) = 0 pentru x2 = 0

şi x2 = a2. Dacă variabila x1 → ±∞ atunci σij(x, ξ) = 0;

• dacă punctul de aplicare cu coordonatele (ξ1, ξ2) va coincide cu punctul de răspuns cu

coordonatele (x1, x2), atunci funcţiile σ11(x, ξ) s, i σ22(x, ξ) vor avea un maximum local,

iar funct, ia σ12(x, ξ) va avea un salt ı̂n acest punct;

• graficele tensiunilor termice σ11(x, ξ) s, i σ22(x, ξ) sunt simetrice ı̂n raport cu planul care

trece prin punctul ξ1 = 0m şi respectiv ı̂n raport cu planul care trece prin punctul ξ2 = 5m.

Graficul tensiunilor termice σ12(x, ξ) este antisimetric ı̂n raport cu planul care trece prin

punctul ξ1 = 0m şi respectiv ı̂n raport cu planul care trece prin punctul ξ2 = 5m.

Determinarea tensiunilor termice de la act, iunea unui gradient de temperatură.

La determinarea tensiunilor termice σij(ξ); i, j = 1, 2 se foloses,te expresia (2.5), unde rezultă:

sursa interioară de căldură F (x) = 0, fluxul de căldură ∂T (y)
∂ny

= 0, schimbul de căldură dintre
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a) σ11[MPa] b) σ22[MPa]

c) σ12[MPa] d) σ12[MPa]

Fig. 2.11. Graficele tensiunilor termice σij(x, ξ) ı̂n fâs, ia V ≡ (−10 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 10) de
la act, iunea unei surse unitare de căldură aplicată ı̂n punctul cu coordonatele x1 = 0, x2 = 5.

mediul exterior s, i suprafat,a corpului
[
αT (y) + a∂T (y)

∂ny

]
= 0. Deci această relat, ie se reduce la

următoarea formă:

σij(ξ) = −
c∫
b

T20(y1, 0)Q20
ij (y1, 0; ξ)dy1 −

g∫
f

T21(y1, a2)Q21
ij (y1, a2; ξ)dy1, (2.93)

unde:

Q20
ij (y1, 0; ξ) =

∂σij(y1, 0; ξ)

∂ny2
;Q21

ij (y1, a2; ξ) =
∂σij(y1, a2; ξ)

∂ny2
. (2.94)

Pentru determinarea acestor tensiuni termice σij(ξ) este necesar să fie cunoscute funct, iile

de influent, ă ale tensiunile termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură
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σij(x; ξ) pentru fâs, ia V ≡ (−∞ < x1 < +∞, 0 ≤ x2 ≤ a2) cu condit, iile mecanice s, i termice

de limită indicate ı̂n Figura 2.9. Aceste tensiuni termice σij sunt prezentate ı̂n relat, iile (2.90)

- (2.92). Folosind aceste relat, ii pot fi determinate tensiunile termice σij :

σ11(ξ) = −
c∫
b

T20Q
20
11(y1, 0; ξ)dy1 −

g∫
f

T21Q
21
11(y1, a2; ξ)dy1, (2.95)

Q20
11(y1, 0; ξ) =

∂σ11(y1, 0; ξ)

∂ny2
= − µγ

4π(λ+ 2µ)

∂

∂y2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
ln
E20

E0

. (2.96)

Se schimbă variabila de derivare:

Q20
11(y1, 0; ξ) = − µγ

4π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
lnE20E0. (2.97)

În formă finală expresia va avea forma:

Q20
11(y1, 0; ξ) = − µγ

2π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
lnE20, (2.98)

unde:

E20 = 1− 2e

π

a2

(y1−ξ1)

cos
π

a2

ξ2 + e

2π

a2

(y1−ξ1)

(2.99)

Tot ı̂n acelas, i mod, se derivează s, i cealaltă expresie pentru latura Γ21:

Q21
11(y1, 0; ξ) =

µγ

2π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
lnE2a2 , (2.100)

unde:

E2a2 = 1 + 2e

π

a2

(y1−ξ1)

cos
π

a2

ξ2 + e

2π

a2

(y1−ξ1)

. (2.101)

Relat, iile (2.98) s, i (2.100) se substituie ı̂n (2.93):

σ11(ξ) =
µγ

2π(λ+ 2µ)

T20

c∫
b

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
lnE20dy1

−T21

g∫
f

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
lnE2a2dy1

 . (2.102)
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Pentru rezolvarea integralei
c∫
b

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

lnE20

]
dy1 se foloses,te formula de integrare

prin părt, i, unde se obt, ine:

c∫
b

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

lnE20

]
dy1 = −(ξ1 − y1)

∂

∂ξ2

lnE20 −
c∫
b

∂

∂ξ2

lnE20dy1. (2.103)

Integrala
c∫
b

∂

∂ξ2

lnE20dy1 se rezolvă folosind [78, p. 82]. Rezultatul acestei integrale este:

c∫
b

∂

∂ξ2

lnE20dy1 = 2 arctg
e

π

a2

(y1−ξ1)

− cos
π

a2

ξ2

sin
π

a2

ξ2

. (2.104)

În această ordine, se rezolvă s, i cea de-a doua integrală
g∫
f

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

lnE2a2

]
dy1 din

(2.102).

Rezultatul final se scrie ı̂n felul următor:

g∫
f

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

lnE2a2

]
dy1 = −(ξ1 − y1)

∂

∂ξ2

lnE2a2 + 2 arctg
e

π

a2

(y1−ξ1)

+ cos
π

a2

ξ2

sin
π

a2

ξ2

.

(2.105)

Expresiile (2.103) - (2.105) se substituie ı̂n (2.102) s, i se obt, ine expresia finală de calcul a

tensiunii termice σ11(ξ):

σ11(ξ) = − µγ

2π(λ+ 2µ)

T20

(ξ1 − y1)
∂

∂ξ2

lnE20 + 4 arctg
e

π

a2

(y1−ξ1)

− cos
π

a2

ξ2

sin
π

a2

ξ2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c

b

− T21

(ξ1 − y1)
∂

∂ξ2

lnE2a2 − 4 arctg
e

π

a2

(y1−ξ1)

+ cos
π

a2

ξ2

sin
π

a2

ξ2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g

f

 . (2.106)

Tensiunea termică normală σ22(ξ) se calculează cu relat, ia:

σ22(ξ) = −
c∫
b

T20Q
20
22(y1, 0; ξ)dy1 −

g∫
f

T21Q
21
22(y1, a2; ξ)dy1, (2.107)
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unde:

Q20
22(y1, 0; ξ) =

µγ

2π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

+ 1

]
lnE20; (2.108)

Q21
22(y1, a2; ξ) = − µγ

2π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

+ 1

]
lnE2a2 . (2.109)

E20 s, i E2a2 sunt prezentate ı̂n expresiile (2.99) s, i respectiv (2.101).

Se ı̂nlocuiesc (2.108) s, i (2.109) ı̂n (2.107), se integrează prin părt, i s, i se rezolvă integrala

urmând etapele folosite la determinarea tensiunii termice σ11(ξ). În formă finală, tensiunea

termică σ22(ξ) se va calcula cu relat, ia:

σ22(ξ) =
µγ

2π(λ+ 2µ)

{
T20

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ2

lnE20

]∣∣∣∣c
b

− T21

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ2

lnE2a2

]∣∣∣∣g
f

}
. (2.110)

Tensiunea termică tangent, ială σ12(ξ) se calculează cu formula:

σ12(ξ) = −
c∫
b

T20Q
20
12(y1, 0; ξ)dy1 −

g∫
f

T21Q
21
12(y1, a2; ξ)dy1, (2.111)

unde:

Q20
12(y1, 0; ξ) = − µγ

2π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ2

lnE20

]
; (2.112)

Q21
12(y1, a2; ξ) =

µγ

2π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ2

lnE2a2

]
. (2.113)

E20 s, i E2a2 sunt prezentate ı̂n expresiile (2.99) s, i respectiv (2.101).

Expresia finală a tensiunii termice σ12(ξ) are forma:

σ12(ξ) =
µγ

2π(λ+ 2µ)

{
T20

[[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
lnE20

]∣∣∣∣c
b

− T21

[[
(ξ1 − y1)

∂

∂ξ1

− 1

]
lnE2a2

]∣∣∣∣g
f

}
.

(2.114)

Construirea graficelor tensiunilor termice σij pentru fâs, ie.

S-a folosit programa Maple 18 s, i s-au construit graficele tensiunilor termice σij(ξ) ((2.106),

(2.110) s, i (2.114)) de la act, iunea unui gradient de temperatură T20 = 80K, aplicat pe latura Γ20

pe intervalul [b, c], b = −4, c = 4, s, i de la act, iunea altui gradient de temperatură T21 = 100K,

aplicat pe latura Γ21 pe intervalul [f, g], f = −7, g = 7 a fâs, iei V ≡ (−20 ≤ x1 ≤ 20,

0 ≤ x2 ≤ 10). Pentru constantele elastice s, i termice au fost luate ı̂n calcul următoarele valori:
51



coeficientul Poisson ν = 0, 3; modulul de elasticitate E = 2, 1 ·105MPa, iar coeficientul dilatarii

termice liniare αt = 1, 2 · 10−5(K−1). Aceste grafice sunt prezentate ı̂n Figura 2.12.

Concluzii:

Dacă se analizează graficele tensiunilor termice normale σ11(ξ) → Figura 2.12, a, b); σ22(ξ)

→ Figura 2.12, c, d), s, i graficele tensiunilor termice tangent, iale σ12(ξ) → Figura 2.12, e, f),

care reprezintă acelas, i grafic prezentat din părt, i diferite a fâs, iei, se poate afirma:

• se respectă CL impuse iniţial, cum se vede din Figura 2.12, c, d), σ22(ξ) = 0 pentru x2 = 0

şi x2 = a2. Dacă variabila x1 → ±∞ atunci σij(ξ) = 0;

• tensiunea termică σ11(ξ) Figura 2.12, a, b) are un salt pe intervalul unde este aplicat

gradientul de temperatură;

• tensiunea termică σ12(ξ) → Figura 2.12, e, f) are un maximum local la capetele interva-

lului, unde este aplicat gradientul de temperatură;

• graficele tensiunilor termice σ11(ξ)→ Figura 2.12, a, b) s, i σ22(ξ)→ Figura 2.12, c, d) sunt

simetrice, iar graficul tensiunilor termice σ12(ξ) → Figura 2.12, e, f) este antisimetric ı̂n

raport cu planul care trece prin punctul cu coordonata ξ1 = 0. Aceasta se datorează

faptului că gradient, ii de temperatură de pe ambele laturi sunt aplicat, i pe un interval

simetric ı̂n raport cu punctul ξ1 = 0.

2.2. Funct, ii de influent, ă s, i soluţii integrale pentru pătrimea de plan

termoelastică

Formularea generală a problemei.

Să se determine tensiunile termice σij(ξ); i, j = 1, 2 pentru o problemă particulară de limită

ı̂n formă de pătrime de plan P (0 ≤ x1, x2 <∞) cu condit, iile termice de limită de tip Dirichlet

[22]. În limitele acestui domeniu este aplicat un gradient de temperatură T = T (y1, 0) pe un

anumit segment de pe latura marginală Γ20(0 ≤ y1 <∞; y2 = 0):

T (y) =


T10(0, y2) = 0, y ∈ Γ10;

T20(y1, 0) = T0 = const, y ∈ (a ≤ y1 ≤ b; y2 = 0), y ∈ Γ20; 0 ≤ a < b;

T20(y1, 0) = 0, y ∈ (0 ≤ y1 < a; y2 = 0) ∪ (b < y1 <∞; y2 = 0), y ∈ Γ20.

(2.115)
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a) σ11[MPa] b) σ11[MPa]

c) σ22[MPa] d) σ22[MPa]

e) σ12[MPa] f) σ12[MPa]

Fig. 2.12. Graficele tensiunilor termice σij(ξ) ı̂n fâs, ia V ≡ (−20 ≤ x1 ≤ 20, 0 ≤ x2 ≤ 10) de la
act, iunea unor gradient, i de temperatură aplicat, i pe ambele laturi ale fâs, iei.
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Cu următoarele condit, ii mecanice de limită :

- latura marginală Γ10(y1 = 0; 0 ≤ y2 <∞):

Γ10 −→ σ11 = σ12 = 0; (2.116)

- latura marginală Γ20(0 ≤ y1 <∞; y2 = 0):

Γ20 −→ u1 = 0;σ22 = 0. (2.117)

CL mecanice (2.116), (2.117) s, i cele termice (2.115) pentru problema particulară sunt

prezentate ı̂n Figura 2.13.
22

a
b

x1

x2

σ =0  
u =01

22

Γ 20

Γ 10

σ =011

σ =0  12

0  T=T0

T=0

Fig. 2.13. Schema pătrimii de plan cu condit, iile de limită mecanice σ11, σ12, σ22, u1 s, i
termice T de pe laturile Γ10 s, i Γ20 pentru problema particulară.

În literatura de specialitate mai sunt rezolvate PL pentru pătrime de plan, dar prin MGΘ-C,

s, i cu alte condit, ii mecanice s, i termice de limită [32, 59].

Pentru a rezolva problema enunt,ată mai sus este necesar să se determine tensiunile termice

σij(x, ξ); i, j = 1, 2 de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură, dar pentru aceasta

este necesar de stabilit valorile deplasărilor termice Ui(x, ξ); i = 1, 2 de la o sursă unitară

punctiformă de căldură.

2.2.1. Determinarea deplasărilor termoelastice de la act, iunea unei surse unitare

punctiforme de căldură. Formularea problemei

Fie pătrimea de plan P (0 ≤ x1;x2 < ∞) cu condit, iile termice de limită de tip Dirichlet

ı̂n care trebuie să fie calculate deplasările termice Ui(x, ξ); i = 1, 2 pentru următoarele condit, ii
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mecanice s, i termice de limită:

- pe latura marginală Γ10(y1 = 0; 0 ≤ y2 <∞):

σ11(x, y) = σ12(x, y) = 0;x ∈ P ;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (0, y2) ∈ Γ10; (2.118)

- pe latura marginală Γ20(0 ≤ y1 <∞; y2 = 0):

σ22(x, y) = 0;U1(x, y) = 0; x ∈ P ;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20. (2.119)

Toate CL sunt prezentate ı̂n Figura 2.14.

x1

x2

σ  =0  
U =01

22

Γ 20

Γ 10

11

12

0   G =0T

G =0T

σ  =0  

σ  =0  

Fig. 2.14. Schema pătrimii de plan cu condit, iile de limită mecanice σ11, σ12, σ22, U1 s, i
termice GT de pe laturile marginale Γ10 s, i Γ20.

La determinarea deplasărilor termoelastice s-au folosit formulele structurale Ui(x, ξ) s, i Θ(x, ξ),

care au fost demonstrate ı̂n teorema 16 din monografia [56, p. 195] pentru un sistem 3D cu

CL (2.118) s, i (2.119) care au fost obt, inute din expresiile (2.7) - (2.9). Aceste formule struc-

turale sunt valabile s, i pentru o problemă 2D. În acest caz expresia deplasărilor termoelastice

are forma:

Ui(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)

[
ξiGT (x, ξ)− xiGi(x, ξ)− 2

(
x1ξ1

∂

∂ξi
+ ξi

)
WT (x, ξ)

+2
∂

∂ξi

(∫
ξ1WT (x, ξ)dξ1 −

µ

λ+ µ
(δ2i − δ1i)x1

∫
WT (x, ξ)dξ1

)]
; i = 1, 2, (2.120)

unde:

WT (x, ξ) - partea regulară a FG GT (x, ξ);

δ1i; δ2i - simbolurile Kronecker;
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Dilatarea de volum se va calcula cu relat, ia:

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ

(
GT (x, ξ) +

2µ

λ+ µ
x1

∂

∂x1

WT (x, ξ)

)
. (2.121)

FG GT , GΘ s, i Gi; i = 1, 2 sunt legate cu CL (2.118) s, i (2.119) ı̂n felul următor, dacă sunt

date tensiunile pe latura marginală a pătrimii de plan P , atunci derivatele FG sunt egale cu

zero, iar dacă este dată deplasarea, atunci FG este egală cu zero:

- pentru latura Γ10(y1 = 0; 0 ≤ y2 <∞):

σ11 = σ12 = 0;GT = 0⇒ G1,1 = G2,1 = GΘ,1 = 0; (2.122)

- pentru latura Γ20(0 ≤ y1 <∞; y2 = 0):

σ22 = 0;U1 = 0;GT = 0⇒ U1,1 = U2,2 = 0⇒ Θ = 0;G1 = G2,2 = GΘ = 0. (2.123)

FG GT ;GΘ;G1 s, i G2 pentru pătrimea de plan P se extrag din [50, p. 107], [58, p. 14] s, i se

calculează cu următoarele expresii:

GT (x, ξ) = G(1)(x, ξ) =
1

4π
ln
r1r2

rr12

; (2.124)

GΘ(x, ξ) = G1(x, ξ) = G(4)(x, ξ) =
1

4π
ln
r2r12

rr1

; (2.125)

G2(x, ξ) = G(2)(x, ξ) = − 1

4π
ln r2r12rr1 + c, (2.126)

unde:

r = (x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2; r1 = (x1 + ξ1)2 + (x2 − ξ2)2;

r2 = (x1 − ξ1)2 + (x2 + ξ2)2; r12 = (x1 + ξ1)2 + (x2 + ξ2)2.

FG G2(x, ξ) = G(2)(x, ξ) cont, ine o constantă nedeterminată c, deoarece solut, ia acestei PL

este caracterizată prin această nedeterminare, iar rezultatul problemei este obt, inut cu exacti-

tatea unei constante.

Partea regulară a FG GT (x, ξ) (2.124) reprezintă acea parte a funct, iei care cont, ine indicele

inferior 1, adică partea, care se reflectă fat, ă de latura Γ10, deci WT (x, ξ) din (2.120) s, i (2.121)

s-a calculat cu următoarea relat, ie:

WT (x, ξ) =
1

4π
ln
r1

r12

. (2.127)
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Se ı̂nlocuiesc expresiile (2.124) - (2.127) ı̂n relat, ia (2.120), iar constanta nedeterminată c

din FG G2(x, ξ) = G(2)(x, ξ) s-a luat egală cu zero c = 0. În urma transformărilor necesare se

obt, in FPTG Ui(x, ξ); i = 1, 2 de la o sursă unitară punctiformă de căldură pentru pătrime de

plan P :

U1(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(x1 + ξ1) ln

r1

r12

+ (x1 − ξ1) ln
r

r2

;

+2x1

(
µ

λ+ µ
+ ξ1

∂

∂x1

)
ln
r1

r12

]
; (2.128)

U2(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(x2 + ξ2) ln(r1r2) + (x2 − ξ2) ln(rr12)− 2

(
x1ξ1

∂

∂ξ2

+ ξ2

)
ln
r1

r12

+ 2
∂

∂ξ2

(∫
ξ1 ln

r1

r12

dξ1 −
µ

λ+ µ
x1

∫
ln
r1

r12

dξ1

)]
. (2.129)

2.2.2. Determinarea tensiunilor termice de la act, iunea unei surse unitare punc-

tiforme de căldură

La determinarea expresiilor pentru tensiunile termice σij(x, ξ) se foloses,te legea Duhamel-

Neumann (2.3), care pentru PL 2D va avea forma:

σij = µ(Ui,j + Uj.i) + δij(λΘ− γGT ); Θ = Uk,k(x, ξ); i, j, k = 1, 2, (2.130)

unde: Θ(x, ξ) - dilatarea de volum se calculează după formula (2.121):

Θ(x, ξ) =
γ

4π(λ+ 2µ)

(
ln
r1r2

rr12

+
2µ

λ+ µ
x1

∂

∂x1

ln
r1

r12

)
. (2.131)

Substituind expresia pentru FG GT (x, ξ) (2.124), a dilatarii de volum Θ(x, ξ) (2.131) s, i

FPTG (2.128), (2.129) ı̂n legea Duhamel-Neumann (2.130), se obt, in funct, iile de influent, ă ale

tensiunilor termice σij(x, ξ) ı̂n pătrimea de plan P de la act, iunea unei surse unitare punctiforme

de căldură:

σ11(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

(
ln
rr12

r1r2

+ (x1 + ξ1)
∂

∂ξ1

ln
r1

r12

+(x1 − ξ1)
∂

∂ξ1

ln
r

r2

− 2x1ξ1
∂2

∂ξ2
1

ln
r1

r12

)
; (2.132)
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σ22(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

(
ln
rr12

r1r2

+ (x2 + ξ2)
∂

∂ξ2

ln(r12r2)

+(x2 − ξ2)
∂

∂ξ2

ln(rr1)− 2x1ξ1
∂2

∂ξ2
2

ln
r1

r12

+ 2(x1 − ξ1)
∂

∂ξ1

ln
r1

r12

)
; (2.133)

σ12(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

(
(x1 − ξ1)

∂

∂ξ2

ln
rr12

r2r1

+ (x2 + ξ2)
∂

∂ξ2

ln(r12r2)

+(x2 − ξ2)
∂

∂ξ2

ln(rr1) + 2ξ1
∂

∂ξ2

ln
r1

r12

− 4x1ξ1
∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

ln
r1

r12

)
. (2.134)

Solut, iile obt, inute pentru pătrimea de plan, sunt incluse ı̂n Anexa B.

Graficele tensiunilor normale termice σ11(x, ξ), σ22(x, ξ) s, i a tensiunii tangent, iale termice

σ12(x, ξ) au fost construite folosind programa Maple 18 s, i sunt prezentate ı̂n Figurile 2.15, a),

2.16, a) s, i 2.17, a).

2.2.3. Tensiunile termice explicite ı̂n pătrimea de plan pentru o problemă par-

ticulară de limită

Conform CL termice (2.115), rezultă că fluxul de căldură a∂T (y)
∂ny

= 0, schimbul de căldură

dintre mediul exterior s, i suprafat,a corpului
[
αT (y) + a∂T (y)

∂ny

]
= 0. Pătrimea de plan P este

act, ionată doar de un gradient de temperatură aplicat pe latura Γ20(0 ≤ y1 < ∞; y2 = 0),

deci, sursa interioară de căldură F (x) = 0, astfel formula integrală de tip Green (2.5) capătă

următoarea formă:

σij(ξ) = −
∞∫

0

T20(y1, 0)Qij(y1, 0; ξ)dy1, (2.135)

unde:

Qij(y1, 0; ξ) = (∂/∂ny2)σij(y, ξ). (2.136)

În formă matriceală, tensiunile termice pentru problema enunt,ată se va scrie ı̂n felul următor:

σij(ξ) =

σ11 σ12

σ21 σ22

 . (2.137)

Pe rând se substituie expresiile (2.132) - (2.134) ı̂n formula (2.135) s, i se obt, in următoarele

relat, ii a tensiunilor termice:
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σ11(ξ) =
γµ

2π(λ+ 2µ)
T0

b∫
a

∂

∂ξ2

[
ln
r10

r0

− (y1 + ξ1)
∂

∂ξ1

ln r10

−(y1 − ξ1)
∂

∂ξ1

ln r0 + 2y1ξ1
∂2

∂ξ2
1

ln r10

]
dy1; (2.138)

σ22(ξ) =
γµ

2π(λ+ 2µ)
T0

b∫
a

[
2
∂

∂ξ2

ln r10 − ξ2
∂2

∂ξ2
1

ln(r10r0)

−2y1ξ1
∂2

∂ξ2
1

∂

∂ξ2

ln r10 − 2(y1 − ξ1)
∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

ln r10

]
dy1; (2.139)

σ12(ξ) =
γµ

2π(λ+ 2µ)
T0

b∫
a

[
2ξ1

∂2

∂ξ2
1

ln r10 − (y1 − ξ1)
∂2

∂ξ2
1

ln
r10

r0

+
∂

∂ξ1

ln(r10r0) + ξ2
∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

ln(r10r0) + 4y1ξ1
∂

∂ξ1

∂2

∂ξ2
2

ln r10

]
dy1, (2.140)

unde:

r0 = r(y1, 0; ξ) = (y1 − ξ1)2 + ξ2
2 ; r10 = r1(y1, 0; ξ) = (y1 + ξ1)2 + ξ2

2 . (2.141)

În urma rezolvării integralelor din formulele (2.138) - (2.140) se obt, in expresiile finale, pentru

tensiunile termice σij(ξ), ı̂n pătrimea de plan P , de la act, iunea unui gradient de temperatură

T0, aplicat pe latura marginală Γ20 ı̂n limitele segmentului a ≤ y1 ≤ b:

σ11(ξ) =
γµT0

2π(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

[
(y1 − ξ1) ln

r10

r0

+4ξ2

(
arctan

y1 + ξ1

ξ2

− arctan
y1 − ξ1

ξ2

)
+ 2ξ1

(
y1

∂

∂ξ1

ln r10 − 4

)]∣∣∣∣b
a

; (2.142)

σ22(ξ) =
γµT0

2π(λ+ 2µ)

{
8 arctan

y1 + ξ1

ξ2

− ξ2
∂

∂ξ1

ln
r10

r0

−2

[
y1 − ξ1

(
2− y1

∂

∂ξ1

)]
∂

∂ξ2

ln r10

}∣∣∣∣b
a

; (2.143)

σ12(ξ) =
γµT0

2π(λ+ 2µ)

[
6ξ1

∂

∂ξ1

ln r10 − (y1 − ξ1)
∂

∂ξ1

ln(r10r0)
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+

(
2 + ξ2

∂

∂ξ2

)
ln
r10

r0

+ 4y1ξ1
∂2

∂ξ2
2

ln r10

]∣∣∣∣b
a

. (2.144)

Graficele tensiunilor normale termice σ11(ξ), σ22(ξ) s, i a tensiunii tangent, iale termice σ12(ξ)

au fost construite folosind programa Maple 18 s, i sunt prezentate ı̂n Figurile 2.15, b), 2.16, b) s, i

2.17, b).

Construirea graficelor tensiunilor termice σij s, i σij pentru pătrimea de plan P .

S-a folosit programaMaple 18 s, i s-au construit graficele tensiunilor termice σ11(x, ξ), σ22(x, ξ)

s, i σ12(x, ξ) pentru pătrimea de plan P provenite de la o sursă unitară punctiformă de căldură

aplicată ı̂n punctul x1 = 5m,x2 = 5m s, i tensiunile termice σ11(ξ), σ22(ξ) s, i σ12(ξ) de la act, iunea

unui gradient de temperatură T0 = 50K aplicat pe segmentul a ≤ y1 ≤ b, (a = 4m, b = 6m) de

pe latura marginală Γ20(0 ≤ y1 <∞; y2 = 0).

Pentru constantele elastice s, i termice au fost luate ı̂n calcul următoarele valori: coeficientul

Poisson ν = 0, 3; modulul de elasticitate E = 2, 1 · 105MPa, iar coeficientul dilatarii termice

liniare αt = 1, 2 · 10−5(K−1).

Tensiunea termică σ11(x, ξ) de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură aplicată

ı̂n punctul x1 = 5m,x2 = 5m a fost calculată ı̂n baza formulei (2.132) s, i este prezentată ı̂n

Figura 2.15, a). Tensiunea termică σ11(ξ) de la gradientul de temperatură T0 = 50K a fost

calculată ı̂n baza formulei (2.142) s, i este prezentată ı̂n Figura 2.15, b).

Analizând graficele din Figura 2.15 se observă următoarele:

- se respectă CL enunt,ate ı̂n problemă: pentru latura Γ10(ξ1 = 0; 0 ≤ ξ2 < ∞) →

σ11(x, ξ) = 0 (Figura 2.15, a); σ11(ξ) = 0 (Figura 2.15, b);

- graficul din Figura 2.15, a) are un maxim local ı̂n punctul de aplicare a sursei unitare

punctiforme de căldură x1 = 5m,x2 = 5m, iar graficul din Figura 2.15, b) are valori

maximale, ı̂n limitele segmentului 4m ≤ y1 ≤ 6m de pe latura marginală Γ20, de la

act, iunea gradientului de temperatură.

Tensiunea termică σ22(x, ξ) de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură aplicată

ı̂n punctul x1 = 5m,x2 = 5m a fost calculată ı̂n baza formulei (2.133) s, i este prezentată ı̂n

Figura 2.16, a). Tensiunea termică σ22(ξ) de la gradientul de temperatură T0 = 50K a fost

calculată ı̂n baza formulei (2.143) s, i este prezentată ı̂n Figura 2.16, b).

Analizând graficele din Figura 2.16 se observă următoarele:
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a) σ11[MPa] b) σ11[MPa]

Fig. 2.15. Graficele tensiunilor normale termice σ11(x, ξ) s, i σ11(ξ) ı̂n pătrimea de plan P ı̂n
limitele 0 ≤ ξ1, ξ2 ≤ 10, a) de la o sursă unitară punctiformă de căldură s, i b) de la act, iunea

unui gradient de temperatură aplicat pe un segment a laturii marginale Γ20.

a) σ22[MPa] b) σ22[MPa]

Fig. 2.16. Graficele tensiunilor normale termice σ22(x, ξ) s, i σ22(ξ) ı̂n pătrimea de plan P ı̂n
limitele 0 ≤ ξ1, ξ2 ≤ 10, a) de la o sursă unitară punctiformă de căldură s, i b) de la act, iunea

unui gradient de temperatură aplicat pe un segment a laturii marginale Γ20.

- se respectă CL enunt,ate ı̂n problemă: pentru latura Γ20(0 ≤ ξ1 < ∞; ξ2 = 0) →

σ22(x, ξ) = 0 (Figura 2.16, a); σ22(ξ) = 0 (Figura 2.16, b):

- graficul (Figura 2.16, a) are un maxim local ı̂n punctul de aplicare a sursei unitare punc-
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tiforme de căldură x1 = 5m,x2 = 5m.

Tensiunea termică σ12(x, ξ) de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură aplicată

ı̂n punctul x1 = 5m,x2 = 5m a fost calculată ı̂n baza formulei (2.134) s, i este prezentată ı̂n

Figura 2.17, a). Tensiunea termică σ12(ξ) de la gradientul de temperatură T0 = 50K a fost

calculată ı̂n baza formulei (2.144) s, i este prezentată ı̂n Figura 2.17, b).

a) σ12[MPa] b) σ12[MPa]

Fig. 2.17. Graficele tensiunilor tangent, iale termice σ12(x, ξ) s, i σ12(ξ) ı̂n pătrimea de plan P ı̂n
limitele 0 ≤ ξ1, ξ2 ≤ 10, a) de la o sursă unitară punctiformă de căldură s, i b) de la act, iunea

unui gradient de temperatură aplicat pe un segment a laturii marginale Γ20.

Analizând graficele din Figura 2.17 se observă următoarele:

- se respectă CL enunt,ate ı̂n problemă: pentru latura Γ10(ξ1 = 0; 0 ≤ ξ2 < ∞) →

σ12(x, ξ) = 0 (Figura 2.17, a); σ12(ξ) = 0 (Figura 2.17, b);

- graficul din Figura 2.17, a) are un salt ı̂n imediata apropiere a punctului de aplicare a

sursei unitare punctiforme de căldură x1 = 5m,x2 = 5m, iar graficul din Figura 2.17, b)

are maximum local ı̂n punctele a s, i b, ce corespund cu capetele segmentului unde este

aplicat gradientul de temperatură 4m ≤ y1 ≤ 6m de pe latura marginală Γ20 .

Concluzii:

• Relat, iile pentru deplasările termice Ui(x, ξ); i = 1, 2 (2.128) s, i (2.129), tensiunile termice

σij(x, ξ); i, j = 1, 2 (2.132) - (2.134) s, i tensiunile termice σij(x, ξ); i, j = 1, 2 (2.142) -
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(2.144) pentru pătrimea de plan P cu CL enunt,ate mai sus, au fost determinate pentru

prima dată. Toate expresiile au fost obt, inute ı̂n funct, ii elementare.

• La determinarea tensiunilor termice σij(x, ξ) pentru problema particulară nu a fost nece-

sară folosirea formulei lui Maysel s, i stabilirea câmpului de temperatură, după care să fie

calculată o integrală pe volum, ci doar de tensiunile termice σij(x, ξ) de la act, iunea unei

surse unitare punctiforme de căldură s, i de gradientul de temperatură T0 aplicat la ho-

tarul laturii, după care a fost calculată o integrală pe suprafat, ă. Toate tensiunile termice

σij(x, ξ) s, i σij(x, ξ) au fost construite grafic folosind programa Maple 18 s, i sunt prezentate

ı̂n Figurile 2.15 - 2.17.

• Folosind relat, iile tensiunilor termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de

căldură σij(x, ξ) (2.132) - (2.134) pot fi calculate tensiunile termice pentru o PL provenite

de la o sursă interioară de căldură s, i/sau de la act, iunea gradientului de temperatură

aplicat pe una sau ambele laturi cu CL indicate ı̂n problemă, iar cu ajutorul expresiilor

tensiunilor termice σij(ξ) (2.142) - (2.144) us,or se determină tensiunile termice de la

act, iunea unui gradient de temperatură de orice valoare, aplicat ı̂n limita oricărui segment

de pe latura Γ20.

2.3. Soluţii integrale termoelastice pentru semifâs, ie

Formularea generală a problemei.

Să se determine tensiunile termice σij(ξ); i, j = 1, 2 ı̂n semifâs, ia K ≡ (0 ≤ x1 < ∞,

0 ≤ x2 ≤ a2), de la act, iunea unui gradient de temperatură ∆T (x) aplicat ı̂n limitele unui

dreptunghi K p ≡ [a ≤ x1 ≤ b, c ≤ x2 ≤ d] ∈ K [62]:

∆T (x) =

T0 = const., x ≡ (x1, x2) ∈ K p ∈ K, a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, d ≥ 0;

0, x ≡ (x1, x2) ∈ Ω ≡ K \K p,

(2.145)

cu următoarele condit, ii mecanice omogene de limită :

u1 = 0;σ12 = 0; ξ1 = 0, 0 ≤ ξ2 ≤ a2;

σ22 = 0;u1 = 0; ξ2 = 0, 0 ≤ ξ1 <∞;

u2 = 0;σ21 = 0; ξ2 = a2, 0 ≤ ξ1 <∞.

(2.146)

63



Determinarea tensiunilor termice.

Condit, iile termice s, i mecanice de limită pentru semifâs, ie sunt prezentate ı̂n Figura 2.18.

Fig. 2.18. Schema semifâs, iei cu condit, iile de limită mecanice σ11, σ12, σ22, u1, u2 s, i termice T0.

Pentru rezolvarea acestei PL se foloses,te formula lui Maysel din [106, p. 483]:

ui(ξ) = γ

∫
V

∆T (x)Θ(i)(x, ξ)dx1dx2; i = 1, 2, (2.147)

unde:

Θ(i)(x, ξ) - sunt funct, iile de influent, ă de la act, iunea unei fort,e unitare concentrate a dilatării

de volum; γ = α(2µ + 3λ) - constanta termoelastică; α - coeficientul dilatării termice liniare;

λ, µ - constantele de elasticitate Lame.

Expresiile Θ(i)(x, ξ) sunt extrase din [50, p. 115]. Deci, formula lui Maysel (2.147) poate fi

scrisă ı̂n felul următor:

ui(ξ) = γT0

b∫
a

dx1

d∫
c

Θ(i)(x, ξ)dx2 =

− γT0

4π(λ+ 2µ)

∂

∂ξi

b∫
a

dx1

d∫
c

ln
ĒĒ1Ẽ2Ẽ12

ẼẼ1Ē2Ē12

dx2. (2.148)

Funct, iile Ē, Ē1, Ẽ2, Ẽ12, Ẽ, Ẽ1, Ē2, Ē12 sunt determinate folosind relat, iile:

Ē = 1 + 2e(π/2a2)(x1−ξ1) cos(π/2a2)(x2 − ξ2) + e(π/a2)(x1−ξ1);

Ē1 = Ē(x;−ξ1, ξ2); Ē2 = Ē(x; ξ1,−ξ2); Ē12 = Ē(x;−ξ1,−ξ2);

Ẽ = 1− 2e(π/2a2)(x1−ξ1) cos(π/2a2)(x2 − ξ2) + e(π/a2)(x1−ξ1); (2.149)

Ẽ1 = Ẽ(x;−ξ1, ξ2); Ẽ2 = Ẽ(x; ξ1,−ξ2); Ẽ12 = Ẽ(x;−ξ1,−ξ2).
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Funct, iile din expresia (2.148) se substituie ı̂n legea lui Duhamel-Neumann [29, p. 5], [106,

p. 476]:

σij = µ(ui,j + uj,i) + δij(λuk,k − γT ); i, j = 1, 2. (2.150)

Se rezolvă integralele respective s, i se obt, in expresiile finale pentru tensiunile termice σij(ξ);

i, j = 1, 2:

σ11(ξ) =
µγT0

π(λ+ 2µ)
F (ξ) +

−γT0; ξ ∈ K p

0, ξ ∈ Ω

; (2.151)

σ22(ξ) = − µγT0

π(λ+ 2µ)
F (ξ) +

−γT0; ξ ∈ K p

0, ξ ∈ Ω

; (2.152)

σ12(ξ) = − µγT0

4π(λ+ 2µ)
ln
ĒẼ1Ē2Ẽ12

ẼĒ1Ẽ2Ē12

∣∣∣∣∣
x2=d

x2=c

∣∣∣∣∣∣
x1=b

x1=a

. (2.153)

În formulele (2.151) s, i (2.152) funct, ia F (ξ) este exprimată prin următoarele relat, ii:

F (ξ) =
[
−f̄ + f̃1 + f̄2 − f̃12 − f̃ + f̄1 + f̃2 − f̄12

]x1=b;x2=d

x1=a;x2=c
, (2.154)

unde funct, iile f̄ , f̃1, f̄2, f̃12, f̃ , f̄1, f̃2, f̄12 sunt determinate cu expresiile:

f̄ = arctan
e(π/2a2)(x1−ξ1) + cos(π/2a2)(x2 − ξ2)

sin(π/2a2)(x2 − ξ2)
;

f̄1 = f̄(x;−ξ1, ξ2); f̄2 = f̄(x; ξ1,−ξ2); f̄12 = f̄(x;−ξ1,−ξ2);

f̃ = arctan
e(π/2a2)(x1−ξ1) − cos(π/2a2)(x2 − ξ2)

sin(π/2a2)(x2 − ξ2)
;

f̃1 = f̃(x;−ξ1, ξ2); f̃2 = f̃(x; ξ1,−ξ2); f̃12 = f̃(x;−ξ1,−ξ2).

Construirea graficelor tensiunilor termice σij pentru semifâs, ie.

S-a folosit programa Maple 18 s, i s-au construit graficele tensiunilor termice σ11(ξ), σ22(ξ) s, i

σ12(ξ) pentru semifâs, ia K, provenite de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 = 50K,

aplicat ı̂n limita unui dreptunghi K p ≡ [6 ≤ x1 ≤ 10, 4 ≤ x2 ≤ 6] ∈ K.

Pentru constantele elastice s, i termice au fost luate ı̂n calcul următoarele valori: coeficientul

Poisson ν = 0, 3; modulul de elasticitate E = 2, 1 · 105MPa, iar coeficientul dilatării termice

liniare αt = 1, 2 · 10−5(K−1). Graficele sunt prezentate ı̂n Figura 2.19.
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a) σ11[MPa] b) σ22[MPa]

c) σ12[MPa] d) σ12[MPa]

Fig. 2.19. Graficele tensiunilor termice σij(ξ) ı̂n semifâs, ia K ≡ (0 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 10) de
la act, iunea unui gradient de temperatură, aplicat ı̂n limita unui dreptunghi.

Concluzii:

Dacă se analizează graficele tensiunilor termice σij(ξ) din Figura 2.19 se poate afirma:

• se respectă CL impuse iniţial, cum se vede din Figura 2.19, b), σ22(ξ) = 0 pentru ξ2 = 0.

Din Figura 2.19, c), σ12(ξ) = 0 pentru ξ1 = 0 s, i din Figura 2.19, d), σ21(ξ) = 0 pentru

ξ2 = a2. Dacă variabila ξ1 →∞ atunci σij(ξ) = 0;

• tensiunea termică σ11(ξ) Figura 2.19, a) s, i tensiunea termică σ22(ξ) Figura 2.19, b) are

un salt la hotarul dreptunghiului unde este aplicat gradientul de temperatură;

• tensiunea termică σ12(ξ) Figura 2.19, c, d) are un maximum local (puncte singulare) ı̂n

vârfurile dreptunghiului gradientului de temperatură;
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2.4. Reprezentarea grafică a funcţiilor Green pentru tensiunile ter-

mice ı̂ntr-un dreptunghi

Câmpul de tensiuni termice, cauzat de o sursă unitară punctiformă de căldură aplicată

ı̂n interiorul diferitor domenii carteziene poate fi formulat cu ajutorul funct, iilor termoelastice

Green. Pentru prezentarea grafică a tensiunilor termice ı̂n interiorul unui dreptunghi a fost

folosită programa Maple 18. Cu ajutorul acestui soft, pot fi construite graficele pentru diferite

expresii voluminoase ale FG, inclusiv pentru expresii analitice, care au formă de sumă a unor

funcţii singulare conchise şi a unor serii ordinare infinite, care conţin funcţii trigonometrice şi

funcţii hiperbolice. Pentru exemplificare se prezintă graficele tensiunilor termice, de la act, iunea

unei surse unitare punctiforme de căldură aplicată ı̂n interiorul unui dreptunghi cu anumite

condiţii omogene de limită pentru temperatură, fluxul de căldură, deplasări termoelastice şi

tensiuni termice date pe laturile lui [14].

Expresiile tensiunilor termice σij(x, ξ) de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de

căldură, au fost deduse ı̂n lucrarea [48] pentru dreptunghiul D ≡ (0 ≤ x1 ≤ a1, 0 ≤ x2 ≤ a2),

a1 > 0, a2 > 0 cu următoarele CL mecanice s, i termice:

- latura marginală Γ10(y1 = 0; 0 ≤ y2 ≤ a2):

U1(x, y) = 0, σ12(x, y) = 0; ∂GT (y, ξ)/∂n10 = 0;x, ξ ∈ D; y ≡ (0, y2) ∈ Γ10; (2.155)

- latura marginală Γ11(y1 = a1; 0 ≤ y2 ≤ a2):

σ11(x, y) = 0;U2(x, y) = 0;GT (y, ξ) = 0; x, ξ ∈ D; y ≡ (a1, y2) ∈ Γ11. (2.156)

- latura marginală Γ20(0 ≤ y1 ≤ a1; y2 = 0):

σ22(x, y) = 0;U1(x, y) = 0;GT (y, ξ) = 0; x, ξ ∈ D; y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20. (2.157)

- latura marginală Γ21(0 ≤ y1 ≤ a1; y2 = a2):

σ21(x, y) = 0;U2(x, y) = 0; ∂GT (y, ξ)/∂n21 = 0;x, ξ ∈ D; y ≡ (y1, a2) ∈ Γ21. (2.158)

Toate CL (2.155) - (2.158) sunt prezentate ı̂n Figura 2.20.

Cum a fost ment, ionat mai sus, această PL a fost rezolvată ı̂n [48] s, i funct, iile de influent, ă

ale tensiunilor termice σij(x, ξ) de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură au

următoarea formă:
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Fig. 2.20. Schema dreptunghiului cu condit, iile de limită mecanice σ11, σ12, σ22, U1, U2 s, i
termice GT , ∂GT,n de pe laturile marginale Γ10, Γ11, Γ20 s, i Γ21.

σ11(x, ξ) = − γµ

(λ+ 2µ)

{(
1− ξ1

∂

∂ξ1

)
1

4π
ln
ĒĒ1Ẽ2Ẽ12

ẼẼ1Ē2Ē12

+ x1
∂

∂ξ1

1

4π
ln
ĒẼ1Ẽ2Ē12

ẼĒ1Ē2Ẽ12

− 2

a2

∞∑
n=1

1

ν1eν1a1 cosh ν1a1

[(
1− ξ1

∂

∂ξ1

)
cosh ν1x1 cosh ν1ξ1 (2.159)

+

(
a1e

ν1a1 cosh ν1x1

cosh ν1a1

− x1 sinh ν1x1

)
ν1 cosh ν1ξ1

]
sin ν1x2 sin ν1ξ2} ,

Funct, iile Ē, Ē1, Ē2, Ē12, Ẽ, Ẽ1, Ẽ2 s, i Ẽ12 se determină după relat, iile (2.149), iar ν1 se va

calcula ı̂n felul următor: ν1 = (2m− 1)π/2a2;m = 1, 2, 3...

σ22(x, ξ) = − γµ

(λ+ 2µ)

{(
1 + ξ1

∂

∂ξ1

)
1

4π
ln
ĒĒ1Ẽ2Ẽ12

ẼẼ1Ē2Ē12

− x1
∂

∂ξ1

1

4π
ln
ĒẼ1Ẽ2Ē12

ẼĒ1Ē2Ẽ12

− 2

a2

∞∑
n=1

1

ν1eν1a1 cosh ν1a1

[(
1 + ξ1

∂

∂ξ1

)
cosh ν1x1 cosh ν1ξ1 (2.160)

−
(
a1e

ν1a1 cosh ν1x1

cosh ν1a1

− x1 sinh ν1x1

)
ν1 cosh ν1ξ1

]
sin ν1x2 sin ν1ξ2} ;

σ12(x, ξ) =
γµ

(λ+ 2µ)

∂

∂ξ2

{
ξ1

1

4π
ln
ĒĒ1Ẽ2Ẽ12

ẼẼ1Ē2Ē12

− x1
1

4π
ln
ĒẼ1Ẽ2Ē12

ẼĒ1Ē2Ẽ12
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− 2

a2

∞∑
n=1

1

ν1eν1a1 cosh ν1a1

[ξ1 cosh ν1x1 cosh ν1ξ1 (2.161)

+

(
x1 sinh ν1x1 −

a1e
ν1a1 cosh ν1x1

cosh ν1a1

)
sinh ν1ξ1

]
sin ν1x2 sin ν1ξ2} .

Graficele tensiunilor normale termice σ11(x, ξ), σ22(x, ξ) s, i tensiunii tangent, iale termice

σ12(x, ξ) ı̂n dreptunghiul D ≡ (0 ≤ x1 ≤ a1, 0 ≤ x2 ≤ a2); a1 = 8m, a2 = 5m, de la act, iunea

unei surse unitare punctiforme de căldură aplicată ı̂n punctul cu coordonatele x1 = 4m,x2 = 2m

sunt prezentate ı̂n Figura 2.21. Aceste grafice au fost construite ı̂n baza expresiilor (2.159) -

(2.161) la numărul de termeni n = 20 cu următoarele valori ale constantelor de elasticitate şi

termoelasticitate: coeficientul Poisson ν = 0, 3; modulul de elasticitate E = 2, 1 · 105MPa, iar

coeficientul dilatării termice liniare αt = 1, 2 · 10−5(K−1).

Concluzii:

Analizând graficele tensiunilor termice σij(ξ) din Figura 2.21 se poate afirma:

• tensiunile termice σ11, σ22 s, i σ12 satisfac CL (2.155) - (2.158) impuse iniţial, cum se vede

din Figura 2.21, a), σ11(x, ξ) = 0 pentru ξ1 = a1. Figura 2.21, b), σ22(x, ξ) = 0 pentru

ξ2 = 0. Din Figura 2.21, c), σ12(x, ξ) = 0 pentru ξ1 = 0 s, i ξ2 = a2;

• ı̂n punctul de aplicare a sursei unitare punctiforme de căldură x1 = 4m, x2 = 2m, tensi-

unile termice normale σ11 s, i σ22 au un maximum local, iar tensiunea termică tangent, ială

σ12 are un salt ı̂n acest punct. Punctul de aplicare a sursei unitare punctiforme de căldură

se numes,te punct de singularitate.

Programa Maple 18 permite calcularea expresiilor voluminoase care conţin atât sume de

funcţii elementare, cât şi serii ordinare infinite ca produse dintre funcţii trigonometrice şi funcţii

hiperbolice.

2.5. Validarea problemelor de limită bidimensionale

Folosind MRIA s-au determinat FPTG Ui(x, ξ); i = 1, 2 pentru o PL ı̂n formă de pătrime de

plan P (0 ≤ x1, x2 <∞) cu condit, iile termice de limită de tip Dirichlet s, i următoarele condit, ii

de limită mecanice:

- pe latura marginală: Γ10(y1 = 0; 0 ≤ y2 <∞):

U1(x, y) = U2(x, y) = 0; x ∈ P ;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (0, y2) ∈ Γ10; (2.162)
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a) σ11[MPa] b) σ22[MPa]

c) σ12[MPa]

Fig. 2.21. Graficele tensiunilor termice σij(x, ξ) ı̂n dreptunghiul D ı̂n limitele 0 ≤ ξ1 ≤ 8;
0 ≤ ξ2 ≤ 5 de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură.

- pe latura marginală Γ20(0 ≤ y1 <∞; y2 = 0):

σ22(x, y) = 0;U1(x, y) = 0; x ∈ P ;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20. (2.163)

CL mecanice s, i cele termice (2.162), (2.163) sunt prezentate ı̂n Figura 2.22.

Folosind aceeas, i metodologie de rezolvare a PL ı̂n formă de pătrime de plan, expusă ı̂n §2.2.

au fost obt, inute FPTG.

Expresiile finale ale funct, iilor de influent, ă ale deplasările termice de la o sursă unitară

punctiformă de căldură Ui(x, ξ); i = 1, 2 au următoarea formă:
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Fig. 2.22. Schema pătrimii de plan cu condit, iile de limită mecanice U1, U2, σ22, U1 s, i termice
GT de pe laturile Γ10 s, i Γ20.

U1(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
−(x1 − ξ1) ln

r1r2

rr12

+4
λ+ µ

λ+ 3µ
x1ξ1(x1 + ξ1)

(
1

r1

ln r10 −
1

r12

)]
; (2.164)

U2(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

{
(x2 − ξ2)

[
ln
r

r1

− 4

(
λ+ µ

λ+ 3µ

)
x1ξ1

r1

]

+(x2 + ξ2)

[
ln
r2

r12

− 4

(
λ+ µ

λ+ 3µ

)
x1ξ1

r12

]}
. (2.165)

În literatura de specialitate [59], sunt cunoscute expresiile deplasărilor termoelastice pentru

PL ı̂n formă de pătrime de plan de la o sursă unitară punctiformă de căldură cu CL enunt,ate

ı̂n problemă. Această PL fiind rezolvată prin MGΘ-C. La compararea acestor rezultate, care

au fost obt, inute prin folosirea ambele metode, se observă, că aceste expresii ale deplasărilor

termice Ui(x, ξ); i = 1, 2 corespund ı̂n totalitate. Deci, rezultatele obt, inute la rezolvarea PL

folosind MRIA sunt exacte.

2.6. Concluzii la capitolul 2

• Expresia FG (2.25) poate fi folosită ı̂n conductibilitatea termică stat, ionară pentru deter-

minarea câmpului interior de temperatură pentru fâs, ia V , ı̂n cazul ı̂n care, ı̂n interiorul

fâs, iei este aplicată o sursă de căldură s, i/sau pe diferite intervale ale laturilor fâs, iei fluxul

de căldură este diferit de zero. Această funct, ie se va utiliza la calcularea deplasărilor şi

tensiunilor termice pentru fâs, ia V .
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• Relaţia câmpului interior de temperatură (2.41) poate fi folosită la determinarea tempe-

raturii pentru fâs, ie cu CL de tip Dirichlet de orice dimensiune şi valoare a gradientului

de temperatură, care acţionează pe un anumit interval pe laturile x2 = 0 s, i/sau x2 = a2.

Relaţia câmpului interior de temperatură (2.50) pentru fâs, ia cu CL de tip Neumann

poate fi folosită la determinarea temperaturii pentru fâs, ie cu orice dimensiune şi valoare

a gradientului de temperatură, care acţionează pe un anumit interval pe laturile x2 = 0,

iar pe latura x2 = a2 fluxul de căldură este zero. Dacă temperatura nu va fi o constantă

ci o funcţie, atunci va fi necesar de calculat din nou integrala (2.34). Câmpul interior de

temperatură deja determinat poate fi folosit ı̂n domeniul termoelasticităţii la obt, inerea

deplasărilor şi tensiunilor termice ı̂n fâs, ie.

• Solut, iile integrale ale FPTG (2.85), (2.86) s, i relat, iile tensiunilor termice (2.90) - (2.92)

de la o sursă unitară punctiformă de căldură pentru fâs, ie, pot fi folosite la obt, inerea

expresiilor termoelastice, de la act, iunea unei surse interioare de căldură cu CL enunt,ate

ı̂n problemă;

• Solut, iile integrale ale tensiunilor termice (2.106), (2.110), (2.114) pot fi folosite pentru

determinarea tensiunilor termice ı̂n fâs, ie, de la act, iunea unui gradient de temperatură de

orice valoare, aplicat pe una sau ambele laturi cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Solut, iile integrale ale FPTG (2.128), (2.129) s, i relat, iile tensiunilor termice (2.132) -

(2.134) de la o sursă unitară punctiformă de căldură pentru pătrimea de plan P pot

fi folosite la obt, inerea expresiilor termoelastice, de la act, iunea unei surse interioare de

căldură cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Solut, iile integrale ale tensiunilor termice (2.142) - (2.144) pot fi folosite pentru deter-

minarea tensiunilor termice ı̂n pătrimea de plan P , de la act, iunea unui gradient de tem-

peratură de orice valoare aplicat pe latura Γ20 cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Expresiile deplasărilor termoelastice (2.148) s, i ale tensiunilor termice (2.151) - (2.153)

pot fi folosite pentru determinarea deplasărilor s, i tensiunilor termice ı̂n semifâs, ie, de la

act, iunea unui gradient de temperatură de orice valoare, aplicat ı̂n limita unui dreptunghi

pe suprafat,a semifâs, iei, cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Au fost validate PL rezolvate prin MRIA, unde s-a demonstrat, că folosind această

metodă, se obt, in rezultate exacte.
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3. SOLUT, II INTEGRALE TERMOELASTICE PENTRU

PROBLEMELE DE LIMITĂ TRIDIMENSIONALE

3.1. Funct, ii de influent, ă s, i solut, ii integrale pentru semispat, iul ter-

moelastic

Formularea generală a problemei.

Să se determine deplasările termoelastice ui(ξ); i = 1, 2, 3 pentru o problemă particulară de

limită ı̂ntr-un domeniu de forma unui semispat, iu S(0 ≤ x1 <∞,−∞ < x2, x3 <∞) cu CL de

tip Dirichlet [6]. În limitele acestui domeniu act, ionează un gradient de temperatură T0 = const.

pe un anumit segment de pe axa x3 a planului marginal Γ10(y1 = 0,−∞ < y2, y3 <∞):

T (y) =


T10(0, y2, y3) = T0 = const, y ∈ (y1 = 0; y2 = c; a ≤ y3 ≤ b); y ∈ Γ10;

T10(0, y2, y3) = 0,

y ∈ (y1 = 0;−∞ < y2, y3 <∞)/(y1 = 0; y2 = c; a ≤ y3 ≤ b), y ∈ Γ10.

(3.1)

Condit, iile mecanice de limită pentru planul marginal Γ10 sunt următoarele:

u1 = u2 = u3 = 0. (3.2)

CL termice 3.1 s, i cele mecanice 3.2 pentru problema particulară a semispat, iului sunt prezen-

tate ı̂n Figura 3.1.

Γ 10

T=0  

x1

x2

x3

u =0  3

u =0  2

u =0  1

0   c

a

b T=T  0

Fig. 3.1. Schema semispat, iului S(0 ≤ x1 <∞,−∞ < x2, x3 <∞) cu condit, iile de limită
mecanice u1, u2, u3 s, i termice T de pe planul marginal Γ10(y1 = 0;−∞ < y2, y3 <∞).

Pentru a rezolva problema enunt,ată mai sus este necesar să se determine FPTG ale de-

plasărilor Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3 de la o sursă unitară punctiformă de căldură.
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3.1.1. Determinarea deplasărilor termoelastice pentru semispat, iu de la act, iunea

unei surse unitare punctiforme de căldură

Să se determine FPTG ale deplasărilor Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3 pentru o PL ı̂ntr-un domeniu de

forma unui semispat, iu S(0 ≤ x1 < ∞,−∞ < x2, x3 < ∞) cu condit, iile termice de limită de

tip Dirichlet (GT = 0), de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură aplicată ı̂n

limita acestui domeniu, pe planul marginal al căruia Γ10(y1 = 0;−∞ < y2, y3 < ∞) sunt date

s, i următoarele condit, ii mecanice de limită [21]:

U1 = U2 = U3 = 0; (3.3)

Condit, iile mecanice s, i cele termice omogene de limită pentru problema de limită sunt prezen-

tate ı̂n Figura 3.2.

Γ 10

G =0  T

x1

x2

x3

U =0  3

U =0  2

U =0  1

0  

Fig. 3.2. Schema semispat, iului S(0 ≤ x1 <∞,−∞ < x2, x3 <∞) cu condit, iile de limită
mecanice U1, U2, U3 s, i termice GT de pe planul marginal Γ10(y1 = 0;−∞ < y2, y3 <∞).

În literatura de specialitate sunt rezolvate PL pentru semispat, iu prin alte metode s, i cu alte

condit, ii mecanice s, i termice de limită [35, 39, 106].

Fie S(0 ≤ x1 < ∞,−∞ < x2, x3 < ∞) un semispat, iu ı̂n care trebuie să fie calculate

deplasările termice Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3; x ≡ (x1, x2, x3),ξ ≡ (ξ1, ξ2, ξ3), pentru aceasta s-au

rezolvat ecuat, iile Lame:

µ52
ξ Ui(x, ξ) + (λ+ µ)Θ,ξi(x, ξ)− γGT,ξi(x, ξ) = 0; i = 1, 2, 3, (3.4)

cu următoarele condit, ii mecanice s, i termice de limită:

- pe planul marginal Γ10(y1 = 0;−∞ < y2, y3 <∞):

U1(x, y) = U2(x, y) = U3(x, y) = 0; x ∈ S;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (0, y2, y3) ∈ Γ10; (3.5)
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La rezolvarea acestei probleme s-a utilizat MRIA prin folosirea formulelor structurale Ui(x, ξ)

s, i Θ(x, ξ) care au fost demonstrate ı̂n teorema 13 din monografia [56, p. 154], pentru un sistem

3D cu CL (3.5) s, i au următoarea formă:

Ui(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)

[
ξiGT (x, ξ)− xiGi(x, ξ)− 2x1ξ1B

−1 ∂

∂ξi
WT (x, ξ)

]
; i = 1, 2, 3, (3.6)

unde:

WT (x, ξ) - partea regulară a FG GT (x, ξ);

B =
λ+ 3µ

λ+ µ
;

GT (x, ξ) - FG cu CL inversă, adică pentru planul marginal Γ10, derivata funct, iei pe normala

exterioară la planul marginal ia valoarea zero
∂GT (x, ξ)

∂ny
= −∂GT (x, ξ)

∂y1

= 0.

Dilatarea de volum s-a determinat folosind relat, ia:

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ

(
GT (x, ξ) +

2µ

λ+ µ
B−1x1

∂

∂x1

WT (x, ξ)

)
. (3.7)

FG GT ;GΘ s, i Gi; i = 1, 2, 3 sunt legate cu CL (3.5) ı̂n felul următor: dacă este dată

deplasarea, atunci FG este egală cu zero, deci, pentru planul marginal Γ10:

U1 = U2 = U3 = 0;GT = 0⇒ G1 = G2 = G3 = GΘ = 0. (3.8)

FG GT ;GΘ;G1;G2 s, i G3 pentru semispat, iul S se extrag din [10, p. 191], [50, p. 134] s, i se

calculează cu următoarele expresii:

G1 = G2 = G3 = GT = GΘ = G(1) =
1

4π
(R−1 −R−1

1 ), (3.9)

unde:
R =

√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2; R1 =

√
(x1 + ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2.

FG GT (x, ξ) cu CL inversă, adică GT,1 = 0 pentru Γ10 se stabiles,te din [10, p. 191], [50,

p. 134] s, i are forma:

GT (x, ξ) =
1

4π
(R−1 +R−1

1 ). (3.10)

Partea regulară a FG GT (x, ξ) (3.10) reprezintă acea parte a funct, iei, care cont, ine indicele

inferior 1, adică partea, care se reflectă fat, ă de suprafat,a Γ10, deci WT (x, ξ) din (3.6) s, i (3.7)

s-a determinat cu următoarea relat, ie:

WT (x, ξ) =
1

4π
(R−1

1 ). (3.11)
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Se ı̂nlocuiesc expresiile (3.9) s, i (3.4.) ı̂n relat, ia (3.6) s, i ı̂n urma transformărilor necesare se

obt, in expresiile finale ale funct, iilor de influent, ă pentru deplasările termice Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3

ı̂n semispat, iul S:

U1(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)(R−1 −R−1

1 )− 2x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ1

R−1
1

]
; (3.12)

U2(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(ξ2 − x2)(R−1 −R−1

1 )− 2x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ2

R−1
1

]
; (3.13)

U3(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(ξ3 − x3)(R−1 −R−1

1 )− 2x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ3

R−1
1

]
. (3.14)

Construirea graficelor deplasărilor termoelastice Ui pentru semispat, iu.

Folosind programa Maple 18 au fost construite graficele deplasărilor termoelastice Ui(x, ξ);

i = 1, 2, 3, ı̂n semispat, iul S, ı̂n limitele 0 ≤ ξ1 ≤ 10, −10 ≤ ξ3 ≤ 10 s, i a planului care trece prin

punctul ξ2 = 1. Sursa unitară punctiformă de căldură a fost aplicată ı̂n punctul cu coordonatele

x1 = 5m,x2 = 2m,x3 = 0. Pentru constantele elastice s, i termice s-au luat ı̂n calcul următoarele

valori: coeficientul Poisson ν = 0, 3; modulul de elasticitate E = 2, 1 · 105MPa, iar coeficientul

dilatarii termice liniare αt = 1, 2 · 10−5(K−1).

Deplasările termoelastice U1(x, ξ), U2(x, ξ) s, i U3(x, ξ) au fost determinate ı̂n baza formulelor

(3.12) - (3.14) s, i sunt prezentate ı̂n Figura 3.3.

Concluzii:

Dacă se analizează graficele din Figura 3.3 se observă următoarele:

• se respectă CL (3.5) enunt,ate ı̂n problemă: pentru planul marginal Γ10 unde U1(x, ξ) = 0

(Figura 3.3, a); U2(x, ξ) = 0 (Figura 3.3, b); U3(x, ξ) = 0 (Figura 3.3, c); ξ ≡ (ξ1 = 0;

−∞ ≤ ξ2, ξ3 ≤ ∞);

• graficul deplasării termice U2(x, ξ) are un maxim local ı̂n punctul de aplicare a sursei

unitare punctiforme de căldură (Figura 3.3, b). Celelalte grafice U1(x, ξ) s, i U3(x, ξ) au un

salt ı̂n imediata apropiere de acest punct. Aceasta se datorează planului (ξ2 = 1) fat, ă de

care s-a ales să fie construite graficele.

• dacă valorile ξ1 → ∞ s, i/sau ξ3 → ±∞, atunci deplasările termice U1(x, ξ); U2(x, ξ) s, i

U3(x, ξ) → 0.
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a) U1[K−1] b) U2[K−1]

c) U3[K−1]

Fig. 3.3. Graficele deplasărilor termice Ui(x, ξ) ı̂n semispatiul S ı̂n limitele 0 ≤ ξ1 ≤ 10;
ξ2 = 1; −10 ≤ ξ3 ≤ 10 de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură.

3.1.2. Determinarea tensiunilor termice de la act, iunea unei surse unitare punc-

tiforme de căldură pentru semispat, iu

La determinarea expresiilor pentru tensiunile termice σij(x, ξ) se foloses,te legea Duhamel-

Neumann (2.3), unde Θ(x, ξ) - dilatarea de volum se calculează după formula (3.7), care pentru

această problemă are forma:

Θ(x, ξ) =
γ

4π(λ+ 2µ)

(
R−1 −R−1

1 +
2µ

λ+ µ
B−1x1

∂

∂x1

R−1
1

)
. (3.15)

Substituind expresia pentru FG GT (x, ξ) (3.9), a dilatarii de volum Θ(x, ξ) (3.15) s, i a

funct, iilor de influent, ă a deplasărilor termice Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3 (3.12) - (3.14) ı̂n legea Duhamel-
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Neumann (2.3) se obt, in funct, iile termoelastice pentru tensiunile termice σij [21]:

σ11(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

{[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ1

− 1

]
R−1 −

(
ξ1

∂

∂ξ1

− 1

)
R−1

1

+2x1B
−1 ∂

∂ξ1

R−1

(
1− 2ξ1

∂

∂ξ1

R−1
1

)}
; (3.16)

σ12(x, ξ) =
γµ

8π(λ+ 2µ)

{[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ2

+ (ξ2 − x2)
∂

∂ξ1

] (
R−1 −R−1

1

)

−4x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

R−1
1

}
; (3.17)

σ22(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

{[
(ξ2 − x2)

∂

∂ξ2

− 1

] (
R−1 −R−1

1

)

+2x1B
−1

(
λ

λ+ µ

∂

∂ξ1

R−1
1 − ξ1

∂2

∂ξ2
2

R−1
1

)}
; (3.18)

σ23(x, ξ) =
γµ

8π(λ+ 2µ)

{[
(ξ2 − x2)

∂

∂ξ3

+ (ξ3 − x3)
∂

∂ξ2

] (
R−1 −R−1

1

)

−4x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ2

∂

∂ξ3

R−1
1

}
; (3.19)

σ33(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

{[
(ξ3 − x3)

∂

∂ξ3

− 1

] (
R−1 −R−1

1

)

+2x1B
−1

(
λ

λ+ µ

∂

∂ξ1

R−1
1 − ξ1

∂2

∂ξ2
3

R−1
1

)}
; (3.20)

σ13(x, ξ) =
γµ

8π(λ+ 2µ)

{[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ3

+ (ξ3 − x3)
∂

∂ξ1

] (
R−1 −R−1

1

)

−4x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ1

∂

∂ξ3

R−1
1

}
. (3.21)

Solut, iile obt, inute pentru semispat, iu, sunt incluse ı̂n Anexa D.

Construirea graficelor tensiunilor termice σij(x, ξ) pentru semispat, iu.

Folosind programa Maple 18 au fost construite graficele tensiunilor termice σij(x, ξ), ı̂n
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semispat, iul S, ı̂n limitele −10 ≤ ξ2, ξ3 ≤ 10 s, i a planului care trece prin punctul ξ1 = 0, 5.

Sursa unitară punctiformă de căldură a fost aplicată ı̂n punctul cu coordonatele x1 = 5m,

x2 = 0, x3 = 0. Pentru constantele elastice s, i termice au fost luate ı̂n calcul aceleas, i valori ca s, i

pentru deplasările termice Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3.

Graficele tensiunii normale termice σ11(x, ξ) s, i a celei tangent, iale σ12(x, ξ) au fost construite

ı̂n baza formulelor (3.16), (3.17) s, i sunt prezentate ı̂n Figura 3.4.

a) σ11[MPa] b) σ12[MPa]

Fig. 3.4. Graficele tensiunii normale termice σ11(x, ξ) s, i a tensiunii tangent, iale termice
σ12(x, ξ) ı̂n semispat, iul S ı̂n limitele ξ1 = 0, 5; −10 ≤ ξ2, ξ3 ≤ 10,

cauzate de o sursă unitară punctiformă de căldură.

Analizând graficele din Figura 3.4 se observă următoarele:

- graficul din Figura 3.4, a) are un maximum local ı̂n punctul de aplicare a sursei unitare

punctiforme de căldură x1 = 5m,x2 = 0, x3 = 0, iar graficul din Figura 3.4, b) are un salt

ı̂n imediata apropiere a acestui punct;

- dacă valorile ξ2, ξ3 → ±∞, atunci tensiunile termice σ11(x, ξ) s, i σ12(x, ξ) → 0.

Graficele tensiunii normale termice σ22(x, ξ) s, i a celei tangent, iale σ23(x, ξ) au fost construite

ı̂n baza formulelor (3.18), (3.19) s, i sunt prezentate ı̂n Figura 3.5.

Analizând graficele din Figura 3.5 se observă următoarele:

- graficul din Figura 3.5, a) are un maximum local ı̂n punctul de aplicare a sursei unitare

punctiforme de căldură x1 = 5m,x2 = 0, x3 = 0, iar graficul din Figura 3.5, b) are un salt

ı̂n imediata apropiere a acestui punct;

- dacă valorile ξ2, ξ3 → ±∞, atunci tensiunile termice σ22(x, ξ) s, i σ23(x, ξ) →0.
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a) σ22[MPa] b) σ23[MPa]

Fig. 3.5. Graficele tensiunii normale termice σ22(x, ξ) s, i a tensiunii tangent, iale termice
σ23(x, ξ) ı̂n semispat, iul S ı̂n limitele ξ1 = 0, 5; −10 ≤ ξ2, ξ3 ≤ 10,

cauzate de o sursă unitară punctiformă de căldură.

Graficele tensiunii normale termice σ33(x, ξ) s, i a celei tangent, iale σ13(x, ξ) au fost construite

ı̂n baza formulelor (3.20), (3.21) s, i sunt prezentate ı̂n Figura 3.6.

a) σ33[MPa] b) σ13[MPa]

Fig. 3.6. Graficele tensiunii normale termice σ33(x, ξ) s, i a tensiunii tangent, iale termice
σ13(x, ξ) ı̂n semispat, iul S ı̂n limitele ξ1 = 0, 5; −10 ≤ ξ2, ξ3 ≤ 10,

cauzate de o sursă unitară punctiformă de căldură.

Analizând graficele din Figura 3.6 se observă următoarele:

- graficul din Figura 3.6, a) are un maximum local ı̂n punctul de aplicare a sursei unitare

punctiforme de căldură x1 = 5m,x2 = 0, x3 = 0, iar graficul din Figura 3.6, b) are un salt

ı̂n imediata apropiere a acestui punct;

- dacă valorile ξ2, ξ3 → ±∞, atunci tensiunile termice σ33(x, ξ) s, i σ13(x, ξ) →0.
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Concluzii:

• Relat, iile pentru deplasările termoelastice Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3 (3.12) - (3.14) s, i tensiunile

termice σij(x, ξ); i, j = 1, 2, 3 (3.16) - (3.21) pentru semispat, iul S cu CL (3.5) au fost

determinate pentru prima dată. Toate expresiile au fost obt, inute ı̂n funct, ii elementare.

• Deplasările termoelastice Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3 s, i tensiunile termice σij(x, ξ); i, j = 1, 2, 3 au

fost prezentate grafic folosind programa Maple 18, cu analiza ulterioară a acestor grafice.

• Cu ajutorul acestor expresii pot fi obt, inute reprezentările grafice de la act, iunea unei

surse unitare punctiforme de căldură, aplicată ı̂n orice punct din acest domeniu. Folosind

relat, iile deplasărilor termoelastice Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3 (3.12 - 3.14) s, i a tensiunilor termice

σij(x, ξ); i, j = 1, 2, 3 (3.16 - 3.21) de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură

pot fi calculate deplasările termoelastice (folosind relat, ia (2.1)), respectiv tensiunile ter-

mice (folosind relat, ia (2.5)) pentru o problemă de limită particulară, de la act, iunea unei

surse interioare de căldură aplicată ı̂n limita acestui domeniu s, i/sau de la act, iunea unui

gradient de temperatură aplicat pe planul marginal Γ10.

3.1.3. Deplasările termoelastice ui ı̂n semispat, iu S pentru o problemă particulară

de limită

Conform condit, iilor termice de limită (3.2), rezultă: sursa interioară de căldură F (x) = 0,

fluxul de căldură a
∂T (y)

∂ny
= 0, schimbul de căldură dintre mediul exterior s, i suprafat,a corpului[

αT (y) + a
∂T (y)

∂ny

]
= 0. Semispat, iul S este act, ionat doar de un gradient de temperatură aplicat

pe segmentul (y1 = 0; y2 = c; a ≤ y3 ≤ b), de pe planul marginal Γ10(a, b, c ∈ Γ10; a < b) [6].

Astfel, formula integrală de tipul Green (2.1) se scrie ı̂n felul următor:

ui(ξ) = −
b∫

a

T10(0, y2, y3)Qi(0, y2, y3; ξ)dy3, (3.22)

unde:
Qi(0, y2, y3; ξ) = (∂/∂y1)Ui = −(∂/∂ny)Ui. (3.23)

Se substituie expresiile Ui din relat, iile (3.12) - (3.14) ı̂n formula (3.23):

Q1 =
∂U1

∂y1

=
γ

2π(λ+ 3µ)
· ξ

2
1

R3
10

; (3.24)
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Q2 =
∂U2

∂y1

=
γ

2π(λ+ 3µ)
· ξ1(ξ2 − c)

R3
10

; (3.25)

Q3 =
∂U3

∂y1

=
γ

2π(λ+ 3µ)
· ξ1(ξ3 − y3)

R3
10

, (3.26)

unde: R10 =
√
ξ2

1 + (c− ξ2)2 + (y3 − ξ3)2; iar y2 s-a luat egal cu c, deoarece pe ordonata y2 = c

se află gradientul de temperatură.

Relat, iile (3.24) – (3.26) se ı̂nlocuiesc pe rând ı̂n formula (3.22), se rezolvă integralele s, i

se obt, in expresiile finale ale deplasărilor termoelastice ui(ξ), ı̂n semispat, iul S, de la act, iunea

gradientului de temperatură aplicat pe axa x3, a planului marginal Γ10 conform CL (3.1) s, i

(3.2).

u1 =
γT0

2π(λ+ 3µ)
· ξ2

1(y3 − ξ3)

[ξ2
1 + (c− ξ2)2]R10

∣∣∣∣b
a

; (3.27)

u2 =
γT0

2π(λ+ 3µ)
· ξ1(ξ2 − c)(y3 − ξ3)

[ξ2
1 + (c− ξ2)2]R10

∣∣∣∣b
a

; (3.28)

u3 =
γT0

2π(λ+ 3µ)
· ξ1

R10

∣∣∣∣b
a

. (3.29)

Construirea graficelor deplasărilor termoelastice ui pentru semispat, iu.

Folosind programaMaple 18 au fost construite graficele deplasărilor termice ui, ı̂n semispat, iul

S, de la act, iunea unui gradientul de temperatură T0 = 50K, aplicat pe segmentul y1 = 0;

y2 = c; a ≤ y3 ≤ b; (a = −4m, b = 4m, c = 2m) a planului marginal Γ10.

Deoarece, aceasta este o problemă 3D, atunci, pentru a construi graficele deplasărilor termo-

elastice, pe rând, se va fixa câte o variabilă, iar graficele vor fi prezentate ı̂n raport cu variabilele

rămase. Pentru constantele elastice s, i termice au fost luate ı̂n calcul următoarele valori: coe-

ficientul Poisson ν = 0.3; modulul de elasticitate E = 2, 1 · 105MPa, iar coeficientul dilatării

termice liniare αt = 1.2 · 10−5(K−1).

S-au construit graficele deplasărilor termoelastice ui(ξ); i = 1, 2, 3, ı̂n semispat, iul S, ı̂n

limitele −10 ≤ ξ2, ξ3 ≤ 10 s, i a planului care trece prin punctul ξ1 = 1. Deplasările termice

u1, u2 s, i u3 au fost obt, inute ı̂n baza formulelor (3.27) – (3.29) s, i sunt prezentate ı̂n Figura 3.7.

S-au construit graficele deplasărilor termice ui(ξ), ı̂n semispat, iul S, ı̂n limitele 0 ≤ ξ1 ≤ 10;

−10 ≤ ξ3 ≤ 10 s, i a planului care trece prin punctul ξ2 = 1. Deplasările termice u1, u2 s, i u3 au

fost calculate folosind formulele (3.27) – (3.29) s, i sunt prezentate ı̂n Figura 3.8.
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a) u1[m] b) u2[m]

c) u3[m]

Fig. 3.7. Graficele deplasărilor termoelastice ui(ξ), ı̂n semispatiul S, ı̂n limitele ξ1 = 1;
−10 ≤ ξ2, ξ3 ≤ 10 de la act, iunea unui gradient de temperatură.

S-au construit graficele deplasărilor termice ui(ξ) ı̂n semispat, iul S ı̂n limitele 0 ≤ ξ1 ≤ 10;

−10 ≤ ξ2 ≤ 10 s, i a planului care trece prin punctul ξ3 = 1. Deplasările termice u1, u2 s, i u3 au

fost determinate ı̂n baza formulelor (3.27) – (3.29) s, i sunt prezentate ı̂n Figura 3.9.

Analizând graficele din Figurile 3.7 – 3.9 se observă următoarele:

- se respectă CL din relat, iile (3.1) s, i (3.2) enunt,ate ı̂n problemă: pentru planul marginal

Γ10 → u1 = u2 = u3 = 0 ;

- graficele deplasărilor termoelastice u1 s, i u2 au un salt de-a lungul segmentului unde este

aplicat gradientul de temperatură (Figura 3.7, a,b), Figura 3.8, a,b) s, i Figura 3.9, a,b);

- graficele deplasărilor termoelastice u3 au un maximum local la capătul segmentului unde
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a) u1[m] b) u2[m]

c) u3[m]

Fig. 3.8. Graficele deplasărilor termoelastice ui(ξ), ı̂n semispatiul S, ı̂n limitele
0 ≤ ξ1 ≤ 10; ξ2 = 1;−10 ≤ ξ3 ≤ 10 de la act, iunea unui gradient de temperatură.

este aplicat gradientul de temperatură (Figura 3.7, c), Figura 3.8, c) s, i Figura 3.9, c);

- dacă valorile ξ1 → ∞ sau ξ2, ξ3 → ±∞, atunci deplasările termoelastice din semispat, iu,

u1 = u2 = u3 → 0.

Concluzii:

• Relat, iile deplasărilor termoelastice ui(ξ) (3.27) – (3.29) pentru semispat, iul S cu CL (3.2),

de la act, iunea unui gradient de temperatură (3.1), au fost determinate pentru prima dată.

Toate expresiile au fost obt, inute ı̂n funct, ii elementare;

• Deplasările termoelastice ui(ξ) au fost reprezentate grafic ı̂n raport cu fiecare ordonată:

pentru ξ1 = 1; −10 ≤ ξ2, ξ3 ≤ 10, pentru 0 ≤ ξ1 ≤ 10; ξ2 = 1;−10 ≤ ξ3 ≤ 10 s, i pentru
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a) u1[m] b) u2[m]

c) u3[m]

Fig. 3.9. Graficele deplasărilor termoelastice ui(ξ), ı̂n semispatiul S, ı̂n limitele
0 ≤ ξ1 ≤ 10;−10 ≤ ξ2 ≤ 10; ξ3 = 1 de la act, iunea unui gradient de temperatură.

0 ≤ ξ1 ≤ 10;−10 ≤ ξ2 ≤ 10; ξ3 = 1, folosind programa Maple 18, cu analiza ulterioară a

acestor grafice;

• Folosind expresiile (3.27) – (3.29) pot fi obt, inute reprezentările grafice de la act, iunea unui

gradient de temperatură de orice valoare, aplicat ı̂n limita oricărui segment pe direct, ia

axei x3 a planului marginal Γ10. Aplicând formula Duhamel-Neumann (2.4) s, i relat, iile de-

plasărilor termoelastice ui(ξ), de la act, iunea unui gradient de temperatură, pot fi calculate

tensiunile termice pentru o problemă particulară de limită, provenite de la act, iunea unui

gradient de temperatură de orice valoare, aplicat ı̂n limita oricărui segment, pe direct, ia

axei x3 a planului marginal Γ10. Fiind cunoscute expresiile analitice pot fi construite

graficele acestor tensiuni termice.
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3.2. Funct, ii de influent, ă, formule integrale s, i solut, ii explicite pentru

pana sferică termoelastică

Obiectivul principal al rezolvării acestei probleme este de a demonstra teorema redată ı̂n

§3.2.3., referitor la obt, inerea funct, iilor termoelastice Green s, i a formulei integrale de tip Green

pentru o pană sferică izotropă tridimensională V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ α; 0 ≤ β ≤ π);

α = π/n;n = 2, 3, 4.., care este limitată de semiplanurile Γϕ0(0 ≤ r <∞;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π) s, i

Γϕα(0 ≤ r <∞;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π), unde coordonatele sferice folosite sunt: r, ϕ, β [61].

Pentru obt, inerea formulei integrale de tip Green, pe semiplanurile Γϕ0 s, i Γϕα condit, iile

mecanice omogene de limită sunt mixte s, i anume: pe suprafat,a Γϕ0 deplasarea normală s, i

tensiunea tangent, ială este egală cu zero, iar pe suprafat,a Γϕα tensiunea normală s, i deplasarea

tangent, ială este egală cu zero. Câmpul termoelastic a deplasărilor este cauzat de o sursă

interioară de căldură F (M),M(r, ϕ, β) ∈ V , cu CL de tip Dirichlet pentru temperatura T s, i

de CL de tip Neumann, pentru fluxul de căldură a semiplanelor Γϕ0 s, i Γϕα.

Formula integrală de tip Green este obt, inută ı̂n baza funct, iilor termoelastice Green Uq(M,N)

(§3.2.3.). Acestea reprezintă funct, iile de influent, ă de la act, iunea unei surse unitare punctiforme

de căldură descrisă de către funct, ia Dirac, aplicat ı̂ntr-un punctM(r, ϕ, β) ∈ V s, i a deplasărilor

termoelastice, aplicat ı̂n punctul N(ρ, ψ, ϑ) pe direct, ia axelor q = ρ, ψ, ϑ.

La rezolvarea acestei PL a fost utilizată MGΘ-C. La baza formulării s, i rezolvării acestei

probleme a stat necesitatea determinării deplasărilor termoelastice ı̂n corpuri cu coordonate

sferice (pana sferică), prin generalizarea MGΘ-C s, i continuarea cercetărilor efectuate de T.

Speianu [8]. În această lucrare [8] au fost rezolvate s, i obt, inute deplasările pentru corpuri din

sistemul de coordonate cartezian, polar etc., dar nu au fost obt, inute pentru coordonatele sferice.

La determinarea funct, iilor termoelastice Green Uq(M,N) este necesar:

- să se construiască două FG: funct, ia de influent, ă de la act, iunea unei surse unitare puncti-

forme de căldură -G(M,N) pentru PL a conductibilităt, ii termice s, i funct, ia de influent, ă de

la act, iunea unei fort,e unitare concentrate aplicate ı̂n punctul N(ρ, ψ, ϑ) ∈ V , pe direct, ia

q = ρ, ψ, ϑ, a dilatării de volum Θ(q)(M,N) ı̂n punctul M(r, ϕ, β) ∈ V , pentru PL a

elasticităt, ii;

- să se calculeze convolut, ia pe volum prin produsul acestor două funct, ii (procedurile mate-

matice pentru a calcula aceste integrale pe volum).

În §3.2.3. este folosită o metodă specială pentru determinarea funct, iilor Θ(q)(M,N). Această
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metodă este bazată pe solut, iile reprezentărilor integrale propuse pentru ecuat, iile fundamentale

Lame a elasticităt, ii, prin intermediul FGEP, care permit determinarea dilatării de volum la

limitele panei sferice.

Folosind reprezentarea integrală pentru solut, ia ecuat, iei de tip Poisson pentru dilatarea de

volum, prin intermediul valorilor de limită cunoscute s, i prin intermediul FG respective, s-au

obt, inut expresiile finale pentru funct, iile Θ(q)(M,N) ı̂n interiorul panei sferice. Sunt prezentate

două exemple de aplicare a dilatării de volum Θ(q)(M,N) s, i a formulei integrale de tip Green

obt, inute (§3.2.4.). Astfel, ı̂n exemplul 1, au fost obt, inute solut, iile exacte ı̂n funct, ii elementare

pentru o problemă particulară de limită a termoelasticităt, ii pentru o pană sferică V (0 ≤ r <∞;

0 ≤ ϕ ≤ α; 0 ≤ β ≤ π);α = π/n;n = 2, 3, 4.., folosind funct, iile Θ(q)(M,N) s, i formula integrală

Maysel. Deplasările termice ı̂n această PL au fost obt, inute de la act, iunea unei temperaturi

constante aplicată pe segmentul de rază r0 ≤ r ≤ r1, ϕ = ϕ0 = α/2 = π/2n, β = β0 = π/2,

plasat ı̂n interiorul semiplanului Γϕ(α/2)(0 ≤ r < ∞;ϕ = α/2; 0 ≤ β ≤ π), ı̂n cazul ı̂n care

suprafat,a Γϕ0 este izolată termic, iar pe suprafat,a Γϕα temperatura nu este aplicată.

O altă solut, ie exactă a unei probleme particulare de limită pentru pana sferică termoelastică

obt, inută ı̂n funct, ii elementare este prezentată ı̂n exemplul 2. Deplasările termoelastice uq(N) a

PL au fost determinate de la act, iunea unui surse interioare de căldură F (M) = F0 = const. ∈ V ,

aplicată pe segmentul de rază [r0 ≤ r ≤ r1, ϕ = ϕ0 = α/2, β = β0 = π/2] ∈ V , a semiplanului

interior Γϕ(α/2)(0 ≤ r <∞;ϕ = α/2; 0 ≤ β ≤ π). CL sunt omogene (CL de tip Neumann pentru

suprafat,a Γϕ0 s, i CL de tip Dirichlet pentru suprafat,a Γϕα). În ambele probleme particulare

de limită, condit, iile mecanice omogene de limită sunt: pe suprafat,a Γϕ0 deplasarea normală s, i

tensiunea tangent, ială este egală cu zero, iar pe suprafat,a Γϕα tensiunea normală s, i deplasarea

tangent, ială este egală cu zero. În urma rezolvării acestei probleme a fost necesară realizarea

următoarelor obiective:

- analiza avantajelor, utilitatea s, i important,a rezultatelor obt, inute ı̂n comparat, ie cu alte

metode tradit, ionale de rezolvare a PL ı̂n termoelasticitate (§3.2.4.);

- analiza posibilităt, ilor de obt, inere a formulei integrale Green ı̂n termoelasticitate pentru

alte domenii canonice sferice (§3.2.4.).

Pentru a atinge aceste obiective, as,a cum a fost ment, ionat mai sus, ı̂n primul rând, a fost

necesar să fie demostrată o teoremă (§3.2.3.), pentru obt, inerea funct, iilor termoelastice Green

s, i formula integrală de tip Green pentru pana sferică V .
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Pentru aceasta, se va folosi formula integrală generală Green ı̂n termoelasticitatea necuplată

(§3.2.1.) s, i formula integrală pentru funct, iile de influent, ă termoelastice (§3.2.2.) alcătuite de

către V. S, eremet.

3.2.1. Formula integrală generală de tip Green ı̂n termoelasticitatea necuplată

FG are un rol important la determinarea solut, iilor integrale pentru PL ı̂n diferite domenii a

fizicii matematice. Una dintre cele mai bune teorii dezvoltată s, i utilizată pe scară largă ı̂n calcule

practice este teoria tensiunilor termice stat, ionare, adică teoria termoelasticităt, ii necuplate,

atunci când câmpul de temperatură nu depinde de domeniul deplasărilor elastice s, i atunci când

termenii de inert, ie pot fi ignorat, i. Conform acestei teorii, formularea PL constă din ecuat, iile

neomogene Lame, scrise pentru un punct interior arbitrar M ≡ (r, ϕ, β) cu condit, iile mecanice

omogene de limită:

µ

[
∇2ur −

2

r2

(
ur +

1

sin β

∂

∂β
(uβ sin β) +

1

sin β

∂uϕ
∂ϕ

)]
+ (λ+ µ)

∂θ

∂r
+ γ

∂T

∂r
= 0;

µ

[
∇2uβ −

2

r2

(
∂ur
∂β
− uβ

2 sin2 β
− cos β

sin2 β

∂uϕ
∂ϕ

)]
+

(λ+ µ)

r

∂θ

∂β
+
γ

r

∂T

∂β
= 0; (3.30)

µ

[
∇2uϕ +

2

r2 sin β

(
∂ur
∂ϕ

+ ctgβ
∂uβ
∂ϕ
− uϕ
r sin β

)]
+

(λ+ µ)

r sin β

∂θ

∂ϕ
+

γ

r sin β

∂T

∂ϕ
= 0,

unde: θ - dilatarea de volum termoelastică, cauzată de temperatura T :

θ =
∂ur
∂r

+
1

r

(
2ur +

1

sin β

∂uϕ
∂ϕ

+
∂uβ
∂β

+ ctgβuβ

)
; (3.31)

∇2 - operatorul diferent, ial Laplace, scris ı̂n coordonate sferice;

∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin β

∂

∂β

(
sin β

∂

∂β

)
+

1

r2 sin β

∂2

∂ϕ2
; (3.32)

λ, µ - sunt constante de elasticitate Lame; γ = αt(2µ + 3λ) este constanta termoelastică; s, i αt

este coeficientul de dilatare termică liniară. Câmpul de temperatură T din (3.30) trebuie să fie

determinat din PL a conductibilităt, ii termice a ecuat, iei Poisson:

∇2T (r, ϕ, β) = −a−1F (r, ϕ, β), (3.33)

unde: F (r, ϕ, β) - sursa interioară de căldură, condit, iile neomogene de limită sunt redate de:

T (M) - temperatura , a(∂T (M)/∂nM - fluxul de căldură, iar schimbul de căldură dintre mediul

exterior s, i suprafat, ă corpului este descris de legea - [αT (M) + a(∂T (M)/∂nM)]; a - coeficientul
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conductivităt, ii de temperatură; α - coeficientul conductibilităt, ii convective de căldură. Pentru a

rezolva PL a termoelasticităt, ii stat, ionare folosind ecuat, iile (3.30) - (3.33) cu ajutorul metodelor

tradit, ionale, ı̂nainte de toate, trebuie să fie rezolvată o PL a conductibilit, ăt, ii termice, redată

prin (3.33) cu CL s, i să fie determinat câmpul de temperatură.

Ulterior, a fost necesar să fie rezolvată o altă PL a termoelasticităt, ii (3.30), fiind deja

cunoscut câmpul de temperatură cu condit, iile mecanice de limită.

Folosind funct, iile de influent, ă Uq = Uq(M,N) din [9, 36, 37, 43, 44, 46], [50, p. 94] solut, ia

(câmpul deplasărilor termoelastice) a PL termoelastică cu ecuat, iile (3.30) - (3.33) pot fi scrise

direct folosind următoarea formulă integrală de tip Green:

uq(N) = a−1

∫
V

F (M)Uq(M,N)dV (M)−
∫

ΓD

T (M̃)
∂Uq(M̃,N)

∂nM̃
dΓD(M̃)

+

∫
ΓN

∂T (M̃)

∂nM̃
Uq(M̃,N)dΓN(M̃) +

∫
ΓM

[
T (M̃) + α−1a

∂T (M̃)

∂nM̃

]
Uq(M̃, ξ)dΓM(M̃), (3.34)

unde: ΓD,ΓN s, i ΓM - reprezintă CL de tip Dirichlet, Neumann s, i mixt. Avantajul acestei formule

este că deplasările termoelastice căutate Uq(N) sunt determinate sub formă de integrală direct

de la act, iunea unei surse de căldură interioară s, i alte act, iuni termice, aplicate la hotar.

Rezultate analogice obt, inute cu funct, ia termoelastică Green s, i formula generală integrală

de tip Green ı̂n dinamică termoelastică necuplată sunt prezentate ı̂n [45].

După determinarea deplasărilor termoelastice, folosind formula integrală de tip Green, res-

pectivele tensiuni termice sunt determinate folosind legea Duhamel-Neumann:

σql = 2µεql + δql(λθ − γT ); q, l = ρ, ψ, ϑ, (3.35)

unde: δql simbolul Kronecker.

3.2.2. Funct, ii de influent, ă termoelastice

Funct, iile de influent, ă de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură ı̂n pana

sferică Uq = Uq(M,N) (3.34) sunt determinate ı̂n baza formulei integrale [36, 44, 50]:

Uq(M,N) = γ

∫
V

G(M,N
′
)Θ(q)(N

′
, N)dV (N

′
);M,N,N

′ ∈ V, (3.36)

unde: G este FG pentru o PL a conductibilităt, ii de căldură ce corespunde unei surse unitare

punctiforme de căldură.
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Θ(q) =
∂U

(q)
r

∂r
+

1

r

(
2U (q)

r +
1

sin β

∂U
(q)
ϕ

∂ϕ
+
∂U

(q)
β

∂β
+ ctgβU

(q)
β

)
, (3.37)

Θ(q) - sunt funct, iile de influent, ă a dilatării de volumul elastic de la fort,e unitare concentrate

ce act, ionează asupra corpului, unde U (q)
s (M,N); s = r, ϕ, β; q = ρ, ψ, θ sunt componentele

deplasărilor tensorului elastic Green, adică deplasarea punctul M pe direct, ia s, datorită unei

fort,e unitare aplicate ı̂n punctul N pe direct, ia q.

Ele satisfac următoarele ecuat, ii Lame:

µ

[
∇2U (q)

r −
2

r2

(
U (q)
r +

1

sin β

∂

∂β
(U

(q)
β sin β) +

1

sin β

∂U
(q)
ϕ

∂ϕ

)]
+ δrqδ(M −N) = 0;

µ

[
∇2U

(q)
β −

2

r2

(
∂U

(q)
r

∂β
−

U
(q)
β

2 sin2 β
− cos β

sin2 β

∂U
(q)
ϕ

∂ϕ

)]
+ δβqδ(M −N) = 0; (3.38)

µ

[
∇2U (q)

ϕ +
2

r2 sin β

(
∂U

(q)
ϕ

∂ϕ
+ ctgβ

∂U
(q)
β

∂ϕ
− U

(q)
ϕ

r sin β

)]
+ δϕqδ(M −N) = 0,

cu condit, iile mecanice omogene de limită corespunzătoare.

În ecuat, iile (3.35) - (3.37) M,N ∈ V ;M ≡ (r, ϕ, β);N ≡ (ρ, ψ, θ) , expresia δ(M −N) este

funct, ia Dirac, iar δsq este simbolul Kronecker.

FG G din ecuat, ia (3.36) trebuie să fie determinată din următoarea ecuat, ie a conductibilităt, ii

de căldură:

∇2
MG(M,N) = −δ(M −N);M,N ∈ V,M ≡ (r, ϕ, β);N ≡ (ρ, ψ, θ), (3.39)

cu condit, iile omogene de limită corespunzătoare. Funct, iile de influent, ă Uq(M,N) din ecuat, ia

(3.36) au următorul sens fizic: deplasarea unui punct interior de observat, iei M ≡ (r, ϕ, β),

generată de o sursă unitară punctiformă de căldură, aplicată ı̂ntr-un punct interior N ≡ (ρ, ψ, θ)

s, i descrisă de funct, ia Dirac δ. Conform ecuat, iei (3.36), acestea sunt determinate de o convolut, ie

a două funct, ii de influent, ă a corpului V . Prima funct, ie de influent, ă este FG G pentru PL

a conductibilităt, ii de căldură. A doua este funct, ia de influent, ă Θ(q)(M,N) pentru PL ı̂n

elasticitate. Astfel, aceste funct, ii sunt funct, iile de influent, ă ce reprezintă dilatarea de volum

a unui punct interior M a unei PL, care corespunde unei fort,e unitare concentrate, aplicată

ı̂ntr-un punct interior N , pe direct, ia axei sferice q ≡ (ρ, ψ, θ). În final, funct, ia de influent,a

Uq(M,N) este funct, ie de influent, ă dublă [9, 43, 50], care ia ı̂n considerare ambele fenomene

fizice (conductibilitatea de căldură s, i elasticitatea) a corpului solid s, i pot fi afirmate următoarele:
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1. Coordonatele punctului de observat, ie M ≡ (r, ϕ, β) pentru deplasările termoelastice sa-

tisfac ecuat, iile PL cu CL corespunzătoare pentru determinarea FG ı̂n teoria conductibili-

tăt, ii de căldură (3.39), ı̂n care sursa unitară punctiformă de căldură se ı̂nlocuies,te cu

γΘ(q)(M,N):

∇2
MUq(M,N) = −γΘ(q)(M,N);M,N ∈ V,M ≡ (r, ϕ, β);N ≡ (ρ, ψ, θ); (3.40)

2. Coordonatele punctului de aplicare N ≡ (ρ, ψ, θ) a sursei unitare punctiforme de căldură,

satisfac ecuat, iile PL cu condit, iile omogene mecanice de limită pentru determinarea com-

ponentelor matricei Green (3.38), ı̂n care fort,ele unitare concentrate se ı̂nlocuiesc cu

derivatele FG pentru problema conductibilităt, ii de căldură s, i U
(q)
s (M,N) se substituie cu

Uq(M,N):

µ

[
∇2Uρ −

2

ρ2

(
Uρ +

1

sinϑ

∂

∂ϑ
(Uϑ sinϑ) +

1

sinϑ

∂Uψ
∂ψ

)]
+ (λ+ µ)

∂Θ

∂ρ
+ γ

∂G

∂ρ
= 0;

µ

[
∇2Uϑ −

2

ρ2

(
∂Uρ
∂ϑ
− Uϑ

2 sin2 ϑ
− cosϑ

sin2 ϑ

∂Uψ
∂ψ

)]
+

(λ+ µ)

ρ

∂Θ

∂ϑ
+
γ

ρ

∂G

∂ϑ
= 0; (3.41)

µ

[
∇2Uψ +

2

ρ2 sinϑ

(
∂Uρ
∂ψ

+ ctgϑ
∂Uϑ
∂ψ
− Uψ
ρ sinϑ

)]
+

(λ+ µ)

ρ sinϑ

∂Θ

∂ψ
+

γ

ρ sinϑ

∂G

∂ψ
= 0.

În ecuat, ia (3.41), Θ este dilatarea de volum termoelastică cauzată de temperatura G. Având

ı̂n vedere că toate funct, iile de influent, ă din ecuat, ia (3.34) se determină ı̂n mod independent la

limită sau folosind limitele respective din funct, iile principale de influent, ă Uq(M,N), se poate

remarca:

a. Formula pentru funct, iile de influent, ă, de la act, iunea unui flux unitar de căldură, redat prin

legea a
[
∂T (M̃)/∂nM̃

]
= δ(M̃ −N), de pe suprafat,a ΓN , sunt reprezentate de deplasările

termoelastice:

Uq(M̃,N) = lim
M→M̃

Uq(M,N) = lim
M→M̃

γ

∫
V

G(M,N)Θ(q)(N,N)dV (N);

M,N,N ∈ V ; M̃ ∈ ΓN ; (3.42)

b. Expresia pentru funct, iile de influent, ă, care corespunde unei temperaturi unitare, descrisă

cu formula T (M̃) = δ(M̃ − N), de pe suprafat,a ΓD, sunt reprezentate de deplasările

termoelastice:
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∂Uq(M̃,N)

∂nM̃
= lim

M→M̃

∂Uq(M,N)

∂nM
= lim

M→M̃
γ

∫
V

∂G(M̃,N)

∂nM̃
Θ(q)(N,N)dV (N);

M,N,N ∈ V ; M̃ ∈ ΓD; (3.43)

c. Relat, ia pentru funct, iile de influent, ă, ce corespunde schimbului de căldură unitar dintre

corp s, i mediul exterior
[
αT (M̃) + a∂T (M̃)/∂nM̃

]
= δ(M̃−N), de pe suprafat,a ΓM , sunt

reprezentate de deplasările termoelastice:

Uq(M̃,N) = lim
M→M̃

Uq(M,N) = lim
M→M̃

γ

∫
V

G(M,N)Θ(q)(N,N)dV (N);

M,N,N ∈ V ; M̃ ∈ ΓM . (3.44)

Expresia (3.34), deasemenea, poate fi rezolvată prin generalizarea formulei Maysel [31, 102],

[106, p. 483]. Pentru acest caz, câmpul de temperatură satisface PL ı̂n conductibilitate termică.

Deci, câmpul de temperatură a fost determinat de la act, iunea unei surse interioare de căldură,

temperatură, flux de căldură s, i/sau schimbul de căldură dintre mediul exterior s, i suprafat,a

corpului aplicate la hotar. Avantajul formulei integrale propusă ı̂n ecuat, ia (3.34) este: permite

să fie comasate două etape de rezolvare a PL ı̂n teoria termoelasticităt, ii (prima etapă constă

ı̂n determinarea câmpului de temperatură, iar a doua etapă cuprinde identificarea deplasărilor

termoelastice), ı̂ntr-o singură etapă unică.

Avantajul formulei integrale din ecuat, ia (3.34), ı̂n comparat, ie cu formula generală integrală

binecunoscută Maysel, este faptul că deplasările termoelastice sunt determinate ı̂n mod direct,

prin act, iunile de căldură cunoscute la limită (sursă interioară de căldură, flux de căldură, gradi-

ent de temperatură, sau schimb de căldură dintre mediu exterior s, i suprafat,a corpului, etc.). În

plus, pentru orice problema particulară de limită, se pot obt, ine toate solut, iile posibile pentru

diferite legi care descriu act, iunile de căldură ment, ionate mai sus. Principalele dificultăt, i pentru

realizarea practică a formulei integrale din ecuat, iile (3.34) s, i (3.36) sunt: obt, inerea funct, iilor

de influent, ă a dilatării de volum elastic Θ(q) de la act, iunea unei fort,e unitare concentrate s, i a

FG ı̂n conductibilitatea termică G. Plus la toate, trebuie să fie calculată o integrală de volum,

ca produsul funct, iilor ment, ionate mai sus.

Aceste dificultăt, i, ı̂n special obt, inerea funct, iilor Θ(q), au fost depăs, ite cu succes pentru

domenii canonice carteziene [50]. Pentru domeniile cilindrice s, i sferice au fost propuse doar

reprezentări integrale generale Θ(q) s, i matricele Green [40, 47].
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3.2.3. Obt, inerea funct, iilor Green s, i a formulei integrale pentru pana sferică ter-

moelastică

În aceast paragraf este prezentată o teoremă pentru determinarea deplasărilor termoelastice

sub formă de integrală de volum s, i de suprafat, ă pentru o pană sferică, care este un caz parti-

cular a formulei integrale generale din ecuat, ia (3.34). Pentru a face acest lucru, ı̂n primul rând,

pe baza teoriei descrise mai sus, s-au construit funct, iile de influent, ă a deplasărilor termoelas-

tice Uq(M,N), de la act, iunea unei sursei unitare punctiforme de căldură. În a doua etapă,

s-au calculat (pe baza funct, iilor principale de influent, ă Uq(M,N)) alte funct, ii de influent, ă

Uq(M̃,N), ∂Uq(M̃,N)/∂nϕα, de pe semiplanul marginal Γϕ0,Γϕα, a panei sferice s, i s-a scris for-

mula integrală de tip Green pentru respectiva PL a termoelasticităt, ii. La final s-a demonstrat

că funct, iile de influent, ă obt, inute s, i formulele integrale de tip Green satisfac CL respective.

Teoremă. Fie câmpul deplasărilor uq(N), a punctului interior N ≡ (ρ, ψ, θ), pentru pana

sferică termoelastică V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ α; 0 ≤ β ≤ π); α = π/n;n = 2, 3, ... a fost

determinat folosind ecuat, iile Lame (3.30) s, i M ≡ (r, 0, β) ∈ Γϕ0,M ≡ (r, α, β) ∈ Γϕα pentru

semiplanul marginal Γϕ0(0 ≤ r < ∞;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π) s, i Γϕα(0 ≤ r < ∞; ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π)

cu următătoarele condit, iile mecanice omogene de limită de tip mixt:

- pentru semiplanul Γϕ0:

uϕ(r, 0, β) = 0;σϕβ(r, 0, β) = σϕr(r, 0, β) = 0;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞; (3.45)

- pentru semiplanul Γϕα:

σϕϕ(r, α, β) = 0;uβ(r, α, β) = ur(r, α, β) = 0;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞, (3.46)

unde σϕr, σϕβ s, i σϕϕ sunt tensiunile tangent, iale s, i normale care se determină cu ajutorul legii

Duhamel-Neumann (3.35).

Schema panei sferice este reprezentată ı̂n Figura 3.10.

Câmpul de temperatură T (M) din (3.30), determinat de la act, iunea unei surse interioare

de căldură F (M), flux de căldură Sϕ0(r, 0, β) (CL de tip Neumann) s, i temperatura Tϕα(r, α, β)

(CL de tip Dirichlet) trebuie să satisfacă următoarea PL ı̂n conductibilitate termică:

∇2T (M) = −a−1F (M);M ≡ (r, ϕ, β) ∈ V ;

∂T (r, 0, β)/∂nΓϕ0 = a−1S0(r, 0, β);ϕ = 0; (3.47)

T (r, α, β) = f(r, α, β);ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞.
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Fig. 3.10. Schema panei sferice termoelastice.

Dacă sursa interioară de căldură, fluxul de căldură s, i temperatura satisfac următoarele

condit, ii:

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

|F (r, ϕ, β)|r2drdϕdβ <∞;

∞∫
0

π∫
0

|Sϕ0(r, 0, β)|rdrdβ <∞;

∞∫
0

π∫
0

Tϕα(r, α, β)rdrdβ <∞,

(3.48)

atunci solut, ia PL a termoelasticităt, ii, folosind ecuat, iile (3.30) s, i (3.45) - (3.48), la determinarea

deplasărilor uq(N) pentru pana sferică de mai sus, poate fi prezentată prin următoarea formulă

integrală de tip Green:

u(N) = a−1

 ∞∫
0

α∫
0

π∫
0

F (r, ϕ, β)U(r, ϕ, β;N)r2drdϕdβ

+

∞∫
0

π∫
0

Sϕ0(r, 0, β)Qϕ0(r, 0, β;N)rdrdβ

 (3.49)

−
∞∫

0

π∫
0

Tϕα(r, α, β)Qϕα(r, α, β;N)rdrdβ;N ≡ (ρ, ψ, ϑ),

unde: |u(N)| <∞ atunci limρ→∞ uq(N)→ 0.

Matricele de influent, ă de la o sursă unitară punctiformă de căldură, flux de căldură unitar

pentru semiplanul marginal Γϕ0 s, i a temperaturii unitare pentru semiplanul marginal Γϕα pen-

tru deplasările termoelastice: U(M,N),Qϕ0(r, 0, β;N) = Uϕ0(r, 0, β;N) s, i Qϕα(r, α, β;N) =

∂Uϕα(r, α, β;N)/∂nϕα s, i a matricei deplasărilor u(N) din ecuat, ia (3.49), s-a determinat astfel:
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a) Matricea U(M,N):

U(M,N) =


Uρ

Uψ

Uϑ

 = −m
n−1∑
k=0

(−1)(k)


fkR

−1
k + fkψR

−1
kψ

rζkR
−1
k + rζkψR

−1
kψ

rηkR
−1
k + rηkψR

−1
kψ

 ;m = γ[8π(λ+ 2µ)]−1,

(3.50)

unde:

Rk =
√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ− ωk);Rkψ =

√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ+ ωk);

cos(φ− ωk) = sin β sinϑ cos(ϕ− ψ − 2kπ/n) + cos β cosϑ; (3.51)

cos(φ+ ωk) = sin β sinϑ cos(ϕ+ ψ − 2kπ/n) + cos β cosϑ,

iar

fk = ρ− r cos(φ− ωk); fkψ = ρ− r cos(φ+ ωk);

ζk = sin β sin(ϕ− ψ − 2kπ/n); ζkψ = sin β sin(ϕ+ ψ − 2kπ/n);

ηk = −(sin β cosϑ cos(ϕ− ψ − 2kπ/n)− cos β sinϑ); (3.52)

ηkψ = −(sin β cosϑ cos(ϕ+ ψ − 2kπ/n)− cos β sinϑ).

b) Matricea Qϕ0(r, 0, β;N) pentru semiplanul marginal Γϕ0:

Qϕ0(r, 0, β;N) =


Qϕ0ρ

Qϕ0ψ

Qϕ0ϑ

 = −m
n−1∑
k=0

(−1)(k)


fk0R

−1
k0

rζk0R
−1
k0

rηk0R
−1
k0

 , (3.53)

unde:

Rk0 =
√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ− ωk);

cos(φ− ωk) = sin β sinϑ cos(ψ + 2kπ/n) + cos β cosϑ;

cos(φ+ ωk) = sin β sinϑ cos(ϕ+ ψ − 2kπ/n) + cos β cosϑ; (3.54)

fk0 = ρ− r cos(φ− ωk); ζk0 = sin β sin(ψ + 2kπ/n);

ηk0 = −(sin β cosϑ cos(ψ + 2kπ/n)− cos β sinϑ).
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c) Matricea Qϕα(r, α, β;N) pentru semiplanul marginal Γϕα:

Qϕα(r, α, β;N) =


Qϕαρ

Qϕαψ

Qϕαϑ

 = −2m
n−1∑
k=0

(−1)(k)


R−1
kα −R

−3
kαρfkα

r(R−1
kαskα −R

−3
kαρζ

2
kαr sinϑ)

r(R−1
kα cosϑ−R−3

kαρηkαr sinϑ)ζkα

, (3.55)

unde:

Rkα =
√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ− ωkα); (3.56)

cos(φ− ωkα) = sin β sinϑ cos(α− ψ − 2kπ/n) + cos β cosϑ,

iar

fkα = ρ− r cos(φ− ωkα); skα = sin β cos(α− ψ − 2kπ/n);

ζkα = sin β sin(α− ψ − 2kπ/n); (3.57)

ηkα = −(sin β cosϑ cos(αψ − 2kπ/n)− cos β sinϑ).

Demonstrare. Pentru a obt, ine matricea U(M,N) din ecuat, ia (3.50) pentru PL a ecuat, iilor

(3.30) s, i (3.45) - (3.48), se va folosi formula integrală din ecuat, ia (3.36). Funct, iile G(M,N)

s, i Θ(q)(M,N) ı̂n această ecuat, ie sunt FG pentru problema mixtă a conductibilităt, ii termice

s, i, respectiv, funct, iile de influent, ă de la o fort, ă unitară concentrată δqlδ(M − N) a dilatării

de volum ı̂n teoria elasticităt, ii, pentru pana sferică V . Deci, pentru a obt, ine FG G(M,N),

trebuie să fie rezolvată o PL, care constă dintr-o ecuat, ie a conductibilităt, ii termice cu condit, iile

omogene de limită, similare celor din (3.47):

∇2
MG(M,N) = −δ(M −N);M,N ∈ V,M ≡ (r, ϕ, β);N ≡ (ρ, ψ, θ);

∂G/∂ϕ = 0; 0 ≤ r <∞;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π;G = 0; 0 ≤ r <∞;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π.
(3.58)

Aplicând metoda [66, 86], FG pentru PL (3.58) s-a obt, inut ı̂n funct, ii elementare:

G = (4π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)(R−1
k +R−1

kψ), (3.59)

unde Rk s, i Rkψ se determină folosind formula (3.51).

Determinarea dilatării de volum Θ(q)(M,N).

Pentru a obt, ine funct, iile de influent, ă Θ(k)(x, ξ), de obicei, trebuie să fie rezolvată următoarea

PL, care constă din ecuat, iile fundamentale Lame a teoriei elasticităt, ii (3.38) cu condit, iile omo-
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gene de limită, similare celor din ecuat, iile (3.45) - (3.46):

U (q)
ϕ (r, 0, β) = 0; σ

(q)
ϕβ(r, 0, β) = σ(q)

ϕr (r, 0, β) = 0; (r, 0, β) ∈ Γϕ0;

σ(q)
ϕϕ(r, α, β) = 0;U

(q)
β (r, α, β) = U (q)

r (r, α, β) = 0; (r, 0, β) ∈ Γϕα,
(3.60)

apoi, ı̂n baza deplasărilor U (q)
s (M,N); s = r, ϕ, β; q = ρ, ψ, ϑ, s, i a regulei din (3.37) se calculează

dilatarea de volum. Din (3.60), tensiunile se determină folosind legea lui Hooke:

σ(q)
sp = 2µε(q)

sp + δspλΘ(q); s, p = r, ϕ, β;

ε(q)
rr =

∂U
(q)
r

∂r
; ε(q)
ϕϕ =

1

r sin β

∂U
(q)
ϕ

∂ϕ
+
U

(q)
r

r
+ ctgβ

U
(q)
β

r
; ε

(q)
ββ =

1

r

∂U
(q)
β

∂β
+
U

(q)
r

r
;

ε(q)
rϕ =

1

2

(
1

r sin β

∂U
(q)
r

∂ϕ
− U

(q)
ϕ

r
+
∂U

(q)
ϕ

∂r

)
; ε

(q)
rβ =

1

2

(
1

r

∂U
(q)
r

∂β
−
U

(q)
β

r
+
∂U

(q)
β

∂r

)
; (3.61)

ε
(q)
ϕβ =

1

2

(
1

r sin β

∂U
(q)
β

∂ϕ
− U

(q)
ϕ

r
ctgβ +

∂U
(q)
ϕ

r∂β

)
.

În cazul CL din (3.60), se poate obt, ine dilatarea de volum Θ(q)(M,N) folosind ecuat, ia:

∇2Θ(q)(M,N) = −(λ+ 2µ)−1L
(q)
M δ(M −N);M,N ∈ V,M ≡ (r, ϕ, β);N ≡ (ρ, ψ, θ);

L
(q)
M = δqr

∂

∂r
+

δqϕ
r sin β

∂

∂ϕ
+
δqβ
r

∂

∂β
. (3.62)

Reprezentarea ei integrală prin intermediul funct, iei respective Green GΘ(M,N) se scrie:

Θ(q)(M,N) = − 1

λ+ 2µ
L

(q)
N GΘ(M,N)

+

∫
Γ

[
∂Θ(q)(M,N)

∂nM
−Θ(q)(M,N)

∂

∂nM

]
GΘ(M,N)dΓ(M); (3.63)

L
(q)
N = δqρ

∂

∂ρ
+

δqψ
ρ sinϑ

∂

∂ψ
+
δqϑ
ρ

∂

∂ϑ
.

Este necesar să fie ment, ionat faptul că expresiile (3.63) se obt, in din ecuat, iile (3.38) aplicând

formula (3.37).

FG GΘ(M,N) din (3.63) satisface următoarea ecuat, ie:

∇2
MGΘ(M,N) = −δ(M −N);M,N ∈ V,M ≡ (r, ϕ, β);N ≡ (ρ, ψ, θ). (3.64)
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Pentru a explica acest lucru, ı̂n primul rând se demonstrează că CL din (3.60) conduc la

următoarele valori ale dilatării de volum:

- pentru semiplanul Γϕ0(ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞):

∂Θ(q)/∂nϕ0 = 0; (3.65)

- pentru semiplanul Γϕα(ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞):

Θ(q) = 0. (3.66)

Pentru a dovedi egalitatea din (3.66), se demonstrează că a doua CL din (3.60) conduce la

egalarea cu zero a dilatării de volum Θ(q) = 0, a planului marginal Γϕα.

Deci, luând ı̂n considerat, ie (3.37) sub forma:

ε(q)
ϕϕ =

1

r sin β

∂U
(q)
ϕ

∂ϕ
+
U

(q)
r

r
+ ctgβ

U
(q)
β

r
= Θ(q) − ε(q)

rr − ε
(q)
ββ = Θ(q) −

(
∂U

(q)
r

∂r
+

1

r

∂U
(q)
β

∂β
+
U

(q)
r

r

)
,

(3.67)

s, i folosind legea lui Hooke, ecuat, ia (3.61), se obt, ine tensiunea σ(q)
ϕϕ:

σ(q)
ϕϕ = 2µε(q)

ϕϕ + λΘ(q) = (λ+ 2µ)Θ(q) − 2µ

(
∂U

(q)
r

∂r
+

1

r

∂U
(q)
β

∂β
+
U

(q)
r

r

)
. (3.68)

Folosind ecuat, ia (3.68) cu CL σ
(q)
ϕϕ = 0;U

(q)
r = 0; ∂U

(q)
r /∂r = 0; ∂U

(q)
β /∂β = 0, care rezultă

din a doua CL (3.60), se obt, ine: ı̂n semiplanul Γϕα(ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r < ∞) dilatarea

de volum este egală cu zero. În acest caz se demosntrează că (3.66) este adevărată. Pentru a

dovedi egalitatea din (3.65), se demostrează faptul că primele CL din (3.60) egalează cu zero

derivata normală a dilatării de volum pentru semiplanul marginal Γϕα, adică ∂Θ(q)/∂nϕ0 = 0 .

Ulterior, se substituie relat, iile σ
(q)
ϕr = 0;⇒ ∂σ

(q)
ϕr /∂r = 0;σ

(q)
ϕβ = 0 ⇒ ∂σ

(q)
ϕβ/∂β = 0, care

rezultă din primele CL din (3.60) s, i se ı̂nlocuiesc ı̂n ecuat, ia de echilibru a tensiunilor:

∂σrϕ
∂r

+
1

r sin β

∂σϕϕ
∂ϕ

+
1

r

∂σϕβ
∂β

+
3σrϕ + 2σϕβctgβ

r
= 0. (3.69)

În final se obt, ine: pe semiplanul Γϕ0, relat, ia ∂σ
(q)
ϕϕ/∂ϕ = 0 este veridică. Se foloses,te acest

rezultat ı̂n legea lui Hooke, care se scrie sub forma:

σ
(q)
ϕϕ

∂ϕ
= (λ+ 2µ)

∂Θ(q)

∂ϕ
− 2µ

∂

∂ϕ

(
∂U

(q)
r

∂r
+

1

r

∂U
(q)
β

∂β
+
U

(q)
r

r

)
= 0, (3.70)
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folosind primele CL din (3.60), precum s, i legea lui Hooke pentru tensiunile tangent, iale σ
(q)
ϕr s, i

σ
(q)
ϕβ se obt, in următoarele relat, ii:

∂U (q)
r /∂ϕ = 0; ∂2U (q)

r /∂r∂ϕ = 0; ∂2U
(q)
β /∂β∂ϕ = 0. (3.71)

Într-adevăr ecuat, iile (3.71) pot fi obt, inute din primele CL (3.60) pentru semiplanul Γϕ0,

folosind următoarele operat, ii:

U (q)
ϕ = 0⇒ ∂U

(q)
ϕ

∂r
= 0,

∂U
(q)
ϕ

∂β
= 0;

σ(q)
ϕr = 0, U (q)

ϕ = 0;
∂U

(q)
ϕ

∂r
= 0⇒ µ

(
1

r sin β

∂U
(q)
r

∂ϕ
− U

(q)
ϕ

r
+
∂U

(q)
ϕ

∂r

)
= 0;⇒

∂U
(q)
r

∂ϕ
= 0,

∂2U
(q)
r

∂r∂ϕ
= 0;

σ
(q)
ϕβ = 0, U (q)

ϕ = 0;
∂U

(q)
ϕ

∂β
= 0⇒ µ

(
1

r sin β

∂U
(q)
β

∂ϕ
− U

(q)
ϕ

r
ctgβ +

∂U
(q)
ϕ

∂r∂β

)
= 0;⇒ (3.72)

∂U
(q)
β

∂ϕ
= 0,

∂2U
(q)
β

∂ϕ∂β
= 0.

În cele din urmă, prin substituirea rezultatelor din relat, ia (3.71) ı̂n (3.70), se constată că

pe planul Γϕ0, ∂Θ(q)/∂ϕ = 0 adică, ∂Θ(q)/∂nϕ0 = 0. Astfel, se demostrează că egalitatea din

relat, ia (3.65) este valabilă.

PL pentru Θ(q) este descrisă de ecuat, iile (3.62), (3.63), (3.65) s, i (3.66), unde FG GΘ pentru

PL a panei sferice poate fi scrisă ı̂n forma:

∇2
MGΘ(M,N) = −δ(M −N);M,N ∈ V,M ≡ (r, ϕ, β);N ≡ (ρ, ψ, θ);

∂GΘ/∂ϕ = 0;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞; (3.73)

GΘ = 0;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞.

Ultima PL coincide cu PL din ecuat, ia (3.58), astfel ı̂ncât FG GΘ = G este determinată din

relat, ia (3.59). Dacă introducem expresiile (3.65), (3.66) s, i (3.59) ı̂n reprezentarea (3.63), atunci

obt, inem dilatarea de volum elastică pentru PL a ecuat, iilor (3.38) s, i (3.60), pentru pana sferică,

scrisă sub forma:

Θ(q) = −(λ+ 2µ)−1L
(q)
N G;G = (4π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)(R−1
k +R−1

kψ). (3.74)
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Obt, inerea funct, iilor de influent, ă termoelastice Uq(M,N).

Fiind cunoscute ambele funct, ii G(M,N) s, i Θ(q)(M,N), folosind formula (3.36) trebuie să fie

determinate funct, iile de influent, ă termoelastice Uq(M,N). Astfel, ı̂nlocuind funct, iile G(M,N)

s, i Θ(q)(M,N) din ecuat, iilor (3.59) s, i (3.74) ı̂n expresia (3.36), scrisă pentru pana sferică ter-

moelastică V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ α; 0 ≤ β ≤ π); α = π/n;n = 2, 3, 4... aceasta din urmă va

avea forma:

Uq(M,N) = γ

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

G(M ; ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
)Θ(q)(ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
;N)(ρ

′
)2dρ

′
dψ

′
dϑ

′

− (λ+ 2µ)−1γL
(q)
N

n−1∑
k=0

(−1)(k)

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

[
(4π)−1(R−1

k (M ; ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
) (3.75)

+R−1
kψ(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
))(4π)−1(R−1

k (ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N) +R−1

kψ(ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N))

]
(ρ

′
)2dρ

′
dψ

′
dϑ

′
.

Apoi, se calculează integrala pe volum ı̂ntr-un mod special. În final, se obt, ine următoarea

expresie pentru funct, iile Uq(M,N):

Uq(M,N) = −2mL
(q)
N

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

(4π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +R−1

kψ(M ; ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
)
)

× (4π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
;N) +R−1

kψ(ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N))

)
(ρ

′
)2dρ

′
dψ

′
dϑ

′
. (3.76)

Integrala improprie din (3.76), a fost rezolvată folosind:

1) Următoarele egalităt, i ale semiplanelor marginale pentru pana sferică:

∂

∂ψ′

[
1

4π

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
Rk(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +Rkψ(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
)
)]∣∣∣∣∣

ψ′=0

= 0;

[
1

4π

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
Rk(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +Rkψ(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
)
)]∣∣∣∣∣

ψ′=α

= 0;

∂

∂ψ′

[
1

4π

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
;N) +R−1

kψ(ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N)

)]∣∣∣∣∣
ψ′=0

= 0; (3.77)

[
1

4π

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
;N) +R−1

kψ(ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N)

)]∣∣∣∣∣
ψ′=α

= 0;
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2) Relat, iile:

∇2
[
Rk(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +Rkψ(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
)
]

= 2
[
R−1
k (M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +R−1

kψ(M ; ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
)
]

;

∇2
NR

−1
k (M,N) =

−δ(M −N), k = 0;

0, k 6= 0, k = 1, 2, 3, ..., n− 1,

(3.78)

∇2
NR

−1
k (M,N) = ∇2

MR
−1
k (M,N) = ∇2

MR
−1
kψ(M,N) = ∇2

NR
−1
kψ(M,N) = 0;

3) Următoarea caracteristică a funct, iei Dirac:

∫
V

f(M)δ(M −N)dV (M) = f(N); (3.79)

4) Formula Green pentru pana sferică:

∫
V

(g∇2f − f∇2g)dV =

∫
Γ

[g(∂f/∂n)− f(∂g/∂n)]dΓ, (3.80)

unde:

f =
1

4π

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +R−1

kψ(M ; ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
)
)

; (3.81)

g =
1

4π

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
;N) +R−1

kψ(ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N)

)
.

Se substituie expresia (3.80) ı̂n (3.76) s, i se obt, ine:

Uq(M,N) = −2mL
(q)
N

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

∇2

[
(8π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
Rk(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +Rkψ(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
)
)]

×
n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
;N) +R−1

kψ(ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N))

)
(ρ

′
)2dρ

′
dψ

′
dϑ

′

= −2mL
(q)
N

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

[
(8π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
Rk(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
) +Rkψ(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
)
)]

×∇2

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
R−1
k (ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
;N) +R−1

kψ(ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
;N))

)
(ρ

′
)2dρ

′
dψ

′
dϑ

′
(3.82)
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= −mL(q)
N

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

(8π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)
(
Rk(M ; ρ

′
, ψ

′
, ϑ

′
)

+Rkψ(M ; ρ
′
, ψ

′
, ϑ

′
)
)
δ(N

′ −N)(ρ
′
)2dρ

′
dψ

′
dϑ

′
,

unde integralele la limită pentru Γϕ0 s, i Γϕα sunt egale cu zero, datorită relat, iilor (3.77).

În final, folosind caracteristica funct, iei Dirac (3.79), pentru integrala de volum, se obt, in

următoarele FPTG, care sunt scrise ı̂n funct, ii elementare:

Uq(M,N) = −mL(q)
N

n−1∑
k=0

(−1)(k) (Rk(M ; ρ, ψ, ϑ) +Rkψ(M ; ρ, ψ, ϑ)) . (3.83)

Se calculează termenii respectivi din (3.83), unde se observă că funct, iile Uq(M,N) coincid

cu componentele matricei U(M,N) din ecuat, ia (3.50). Din expresiile Uq(M,N) din (3.83), se

poate afirma, că inegalitatea |Uq(M,N)| < ∞ este valabilă, iar deplasările se egalează cu zero

la infinit: limρ→∞ Uq(M,N)→ 0.

La pasul următor, s-a verificat corectitudinea funct, iilor Uq(M,N). În acest scop, se observă:

Uq = Uq(M,N) satisfac ecuat, iile (3.41), precum s, i ecuat, iile (3.40), care pot fi identificate cu o

ecuat, ie a conductibilităt, ii termice. As,a că, la respectarea coordonatelor punctului de aplicare

N ≡ (ρ, ψ, ξ), ele satisfac PL a termoelasticităt, ii din relat, iile (3.41), cu următoarele CL, care

rezultă din formula integrală (3.75), precum s, i CL din (3.45) - (3.46):

Uψ(M, Ñ) = 0;σψρ(M, Ñ) = σψϑ(M, Ñ) = 0;M ∈ V, Ñ ∈ Γϕ0;

σψψ(M, Ñ) = 0;Uρ(M, Ñ) = Uϑ(M, Ñ) = 0;M ∈ V, Ñ ∈ Γϕα.
(3.84)

Funct, iile Uq(M,N) trebuie să satisfacă următoarea PL a conductibilităt, ii termice fictive

ı̂n raport cu coordonatele punctului de observat, ie M ≡ (r, ϕ, β), care rezultă din formulele

integrale (3.75), precum s, i CL (3.58) (a se vedea de asemenea (3.47)):

∇2
MUq(M,N) = −γΘ(q)(M,N);M,N ∈ V ;

∂Uq(M̃,N)

∂nϕ̃0

= 0; M̃ ≡ (r̃, ϕ̃ = 0, β̃) ∈ Γϕ̃0;

Uq(M̃,N) = 0; M̃ ≡ (r̃, ϕ̃ = α, β̃) ∈ Γϕ̃α. (3.85)

Trebuie de ment, ionat că ı̂n ecuat, ia (3.75), funct, iile Θ(q)(M
′
, N) sunt determinate cu expresia

(3.74). Funct, iile Θ(M,N) din (3.41) sunt determinate pe baza deplasărilor Uq(M,N) (3.83),

folosind regula similară cu cea din (3.37), ı̂n care derivatele trebuie să fie luate ı̂n raport cu

punctul N ≡ (ρ, φ, ϑ). Solut, iile obt, inute pentru pana sferică, sunt incluse ı̂n Anexa C.
102



Obt, inerea formulei integrale de tip Green.

Următorul pas ı̂n demonstrarea teoremei de mai sus, este calcularea (̂ın baza funct, iilor

principale de influent, ă obt, inute Uq(M,N)) celorlalte funct, ii de influent, ă, cum ar fi Uϕ0q(M̃,N),

∂Uϕαq(M̃,N)/∂nϕα de pe planul marginal Γϕ0, Γϕα s, i ı̂n cele din urmă, obt, inerea formulei

integrale de tip Green pentru pana sferică folosind ecuat, ia (3.34). Funct, iile de influent, ă sus-

ment, ionate sunt determinate pe baza formulelor generale din ecuat, iile (3.42) s, i (3.43), după

cum urmează:

1) Funct, ia de influent, ă a deplasărilor de la act, iunea unui flux unitar de căldură pe planul

marginal Γϕ0:

Uq(r, 0, β;N) = −2mL
(q)
N

n−1∑
k=0

Rk(r, 0, β; ρ, ψ, ϑ), (3.86)

unde:
Rk(r, 0, β; ρ, ψ, ϑ) =

√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ0 − ωk);

Rk(r, α, β; ρ, ψ, ϑ) =
√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φα − ωk); (3.87)

cos(φ0 − ωk) = − sin β sin γ cos(ψ + 2kπ/n) + cos β cosϑ;

cos(φα − ωk) = sin β sin γ cos(α− ψ − 2kπ/n) + cos β cosϑ;

2) Funct, ia de influent, ă a deplasărilor de la act, iunea unui gradient de temperatură pe planul

marginal Γϕα:
∂Uq(r, α, β;N)/∂nϕα = (3.88)

−2mL
(q)
N

n−1∑
k=0

(−1)k2rρ sin β sinϑ sin(α− ψ − 2kπ)R−1
k (r, α, β; ρ, ψ, ϑ),

Ulterior s-a scris formula integrală generală din relat, ia (3.34) pentru PL (3.30) s, i (3.45) -

(3.48) pentru pana sferică V :

uq(N) = a−1

 ∞∫
0

α∫
0

π∫
0

F (r, ϕ, β)Uq(r, ϕ, β;N)r2drdϕdβ

+

∞∫
0

π∫
0

∂Tϕ0(r, 0, β)

∂nϕ0

Uq(r, 0, β;N)rdrdβ

 (3.89)

−
∞∫

0

π∫
0

Tϕα(r, α, β)
∂Uϕq(r, α, β;N)

∂nϕα
rdrdβ;N ≡ (ρ, ψ, ϑ); q = ρ, ψ, ϑ.
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Formula din relat, ia (3.89) se obt, ine din formula generală integrală (3.34), unde s-a luat

ı̂n considerat, ie faptul, că la limita semiplanul Γϕα este dată condit, ia Dirichlet (temperatura),

iar la limita semiplanul Γϕ0 sunt prescrise condit, ii Neumann (fluxul de căldură) (a se vedea

(3.47)). Substituind funct, iile de influent, ă din ecuat, iile (3.83) s, i (3.86) - (3.88) ı̂n formula (3.89),

se obt, ine următoarea formulă integrală de tip Green:

uq(N) = −mL(q)
N

n−1∑
k=0

(−1)(k)

a−1

 ∞∫
0

α∫
0

π∫
0

F (r, ϕ, β)(Rk(r, ϕ, β; ρ, ψ, ϑ)r2drdϕdβ

+ Rkψ(r, ϕ, β; ρ, ψ, ϑ))r2drdϕdβ + 2

∞∫
0

π∫
0

S0(r, 0, β)Rk(r, 0, β; ρ, ψ, ϑ)rdrdβ



− 2

∞∫
0

π∫
0

f(r, α, β)2rρ sin β sinϑ sin(α− ψ − (2kπ/n)) (3.90)

× R−1
k (r, α, β; ρ), ψ, ϑ)rdrdβ;N ≡ (ρ, ψ, ϑ)

}
,

unde deplasările termoelastice uq(N) au fost determinate de la act, iunea unei surse interioare

de căldură F (M), flux de căldură a[∂Tϕ0(r, 0, β)/∂nϕ0(r, 0, β)] = Sϕ0(r, 0, β) aplicat ı̂n limita

semiplanului Γϕ0 s, i un gradient de temperatură Tϕα(r, α, β) aplicat ı̂n limita semiplanului Γϕα.

În final, se observă că integralele cu intervale nemărginite există, ceea ce ı̂nseamnă că de-

plasările |uq(N)| <∞, atunci sunt ı̂ndeplinite următoarele condit, ii:

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

|F (r, ϕ, β)|r2drdϕdβ <∞;

∞∫
0

π∫
0

|S0(r, 0, β)|rdrdβ <∞;

∞∫
0

π∫
0

|Tϕα(r, α, β)|rdrdβ <∞,

(3.91)

deoarece nucleele din (3.90) se egalează cu zero la infinit.

Condit, iile din ecuat, iile (3.91) sunt ı̂ndeplinite, ı̂n cazul ı̂n care, funct, iile F (r, ϕ, β), S0(r, 0, β)

s, i Tϕα(r, α, β) sunt date pe domenii mărginite. Cercetările au arătat că deplasările descrise prin

formula integrală de tip Green (3.90) satisfac PL a ecuat, iilor (3.30) s, i (3.45) - (3.46), pentru

punctul N . Dacă se calculează expresiile din ecuat, iile (3.83) s, i (3.86) - (3.88) s, i rezultatele

obt, inute se prezintă ı̂n formă matriceală, atunci cu sigurant, ă, matricele de influent, ă U(M,N),

Qϕ0(r, 0, β;N) = Uϕ0(r, 0, β;N), Qϕα(r, α, β;N) = ∂Uϕα(r, α, β;N)/∂nϕα s, i formula integrală

de tip Green din (3.90), coincid cu rezultatele din ecuat, iile (3.50) - (3.57) s, i respectiv (3.49).

Deci, s-a demonstrat că toate elementele precum s, i teorema sunt valide.

În cazurile concrete de valori ale unghiului α, obt, inem formula integrală de tip Green s, i FG
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pentru mai multe pane. Ca un corolar al teoremei pot servi unele cazuri particulare ale unghiului

α. Deci, folosind relat, iile (3.49) - (3.57) pentru α = π/2, obt, inem formula integrală de tip Green

s, i FG pentru un sfert de spat, iu V (0 ≤ r <∞; 0 ≤ ϕ ≤ π/2; 0 ≤ β ≤ π); α = π/; k = 0, 1 . Un

exemplu de aplicare a FG poate servi PL pentru determinarea deplasărilor termoelastice, pentru

o fundat, ie, având forma unui sfert de spat, iu; pe verticală fiind marginalizat de semiplanul Γϕ0,

care este un perete de sprijin masiv, ce are un contact fără frecare. Pe celălalt semiplan Γϕα se

instalează o placă subt, ire inextensibilă ı̂n contact complet cu sfertul de spat, iu.

În cele din urmă, este foarte important de remarcat faptul: cu ajutorul teoremelor analogice

pot fi rezolvate 16 PL a termoelasticităt, ii pentru pana sferică ( la hotar pot fi următoarele

condit, ii omogene mecanice de limită ı̂n orice combinat, ii):

- deplasările normale s, i tensiunile tangent, iale;

- tensiunile normale s, i deplasările tangent, iale.

La hotar, pot fi date următoarele condit, ii neomogene termice la limită, ı̂n orice combinat, ie:

- temperatura;

- flux de caldură.

Luând ı̂n considerat, ie cazurile particulare: sfertul de spat, iu s, i semispat, iul care rezultă din

ecuat, ia de mai sus pentru pana sferică, este posibil să se obt, ină noi formule integrale de tip

Green s, i FG termoelastice ı̂n funct, ii elementare pentru aproximativ 40 PL noi. Astfel, una

dintre principalele concluzii a teoremei de mai sus este: cu ajutorul metodei propuse se pot

obt, ine formulele integrale de tip Green s, i funct, iile termoelastice Green pentru mai multe PL.

3.2.4. Exemple de aplicare a dilatării de volum s, i a formulei integrale de tip

Green ı̂n termoelasticitate

Exemplul 1. Formularea generală a problemei.

Să se rezolve ecuat, iile (3.30) s, i (3.45) - (3.48), pentru a determina deplasările termoelastice

uq(N) ı̂n pana sferică V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ α; 0 ≤ β ≤ π); α = π/n;n = 2, 3, ... cu CL

pe semiplanurile Γϕ0(0 ≤ r < ∞;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π) s, i Γϕα(0 ≤ r < ∞;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π)

fluxul de căldură s, i temperatura este zero [61]. Deplasările termice uq(N) au fost calculate de

la aplicarea unei temperaturi T = T0 = const. pe un segment de rază [r0 ≤ r ≤ r1; r0 ≥ 0;

r1 > 0;ϕ = ϕ0 > 0; β = β0 > 0; r0, r1, ϕ0, β0 = const.]:
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T (M) =



T0 = const.,M ≡ (r, ϕ0, β0) ∈ [r0 ≤ r ≤ r1;ϕ = ϕ0 > 0,

β = β0 > 0; r0, r1, ϕ0, β0 = const.] ∈ V ;

0,M ≡ (r, ϕ0, β0) /∈ [r0 ≤ r ≤ r1;ϕ = ϕ0 > 0,

β = β0 > 0; r0, r1, ϕ0, β0 = const.] ∈ V ;

a∂T (M)/∂nϕ0 = Sϕ0(M) = 0;M ≡ (r, 0, β) ∈ Γϕ0(0 ≤ r <∞;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π);

T (M) = f(M) = 0;M ≡ (r, α, β) ∈ Γϕα(0 ≤ r <∞;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π);

(3.92)

Deoarece, ı̂n acestă PL este dat câmpul interior de temperatură, pentru a obt, ine solut, ia

problemei trebuie să fie utilizată următoarea formulă integrală generală Maysel [31, 46, 102],

[106, p. 483] scrisă pentru pana sferică:

uq(N) = γ

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

T (M)Θ(q)(M,N)r2drdϕdβ. (3.93)

Substituind ı̂n ultima formulă (3.93) funct, iile T (M) din ecuat, ia (3.92) s, i Θ(q)(M,N), deter-

minată cu ajutorul ecuat, iei (3.74) se obt, ine:

uq(N) = T0γ

r1∫
r0

Θ(q)(r, ϕ0, β0;N)dr =

− 2mT0

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

L
(q)
N

(
R−1
k (r, ϕ0, β0;N) + R−1

kψ(r, ϕ0, β0;N)
)
dr. (3.94)

La calcularea ultimei integrale se obt, ine expresia:

uq(N) = −2mT0

{
n−1∑
k=0

(−1)kL
(q)
N

[(
2Rk + 2r − 2ρ cos(φ− ωk)

)
×
(
2Rkψ + 2r − 2ρ cos(φ+ ωk)

)]}∣∣r=r1
r=r0

, (3.95)

unde:

Rk = Rk(r, ϕ0, β0;N) =

√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ− ωk);

cos(φ− ωk) = sin β0 sinϑ cos(ϕ0 − ψ − 2kπ/n) + cos β0 cosϑ;
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Rkψ = Rkψ(r, ϕ0, β0;N) =

√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ+ ωk); (3.96)

cos(φ+ ωk) = sin β0 sinϑ cos(ϕ0 + ψ − 2kπ/n) + cos β0 cosϑ.

Conform relat, iei (3.95) deplasările uρ(N) sunt determinate de următoarele expresii:

uq(N) = (3.97)

−2mT0

{
n−1∑
k=0

(−1)k
∂

∂ρ
ln

[(
2Rk1 + 2r1 − 2ρ cos(φ− ωk)

)
×
(
2Rkψ1 + 2r1 − 2ρ cos(φ+ ωk)

)(
2Rk0 + 2r0 − 2ρ cos(φ− ωk)

)
×
(
2Rkψ0 + 2r0 − 2ρ cos(φ+ ωk)

)]}

unde:

Rk1 =

√
r2

1 + ρ2 − 2r1ρ cos(φ− ωk);Rk0 =

√
r2

0 + ρ2 − 2r0ρ cos(φ− ωk);

Rkψ1 =

√
r2

1 + ρ2 − 2r1ρ cos(φ+ ωk);Rkψ0 =

√
r2

0 + ρ2 − 2r0ρ cos(φ+ ωk). (3.98)

Expresiile finale pentru deplasările termoelastice uρ(N) sunt:

uρ(N) = −2mT0

n−1∑
k=0

(−1)k[Πk1(N) + Πkψ1(N)− Πk0(N)− Πkψ0(N)], (3.99)

unde:

Πk1(N) =
[
ρ− (r1 +Rk1) cosφ− ωk)

]
Φ−1
k1 ; Πkψ1(N) =

[
ρ− (r1 +Rkψ1) cosφ+ ωk)

]
Φ−1
kψ1

;

Πk0(N) =
[
ρ− (r0 +Rk0) cosφ− ωk)

]
Φ−1
k0 ; Πkψ0(N) =

[
ρ− (r0 +Rkψ0) cosφ+ ωk)

]
Φ−1
kψ0

;

Zk1 =
[
Rk1 + r1 − ρ cos(φ− ωk)

]
;Zk0 =

[
Rk0 + r0 − ρ cos(φ− ωk)

]
; (3.100)

Zkψ1 =
[
Rkψ1 + r1 − ρ cos(φ+ ωk)

]
;Zkψ0 =

[
Rkψ0 + r0 − ρ cos(φ+ ωk)

]
;

Φ−1
k0 = Z

−1

k0R
−1

k0 ; Φ−1
k1 = Z

−1

k1R
−1

k1 ; Φ−1
kψ0

= Z
−1

kψ0
R
−1

kψ0
; Φ−1

kψ1
= Z

−1

kψ1
R
−1

kψ1
.

Conform (3.95), deplasările uψ(N) sunt determinate cu următoarele relat, ii:

uψ(N) = (3.101)

−2mT0

{
n−1∑
k=0

(−1)k

ρ sinϑ

∂

∂ψ
ln
[(

2Rk + 2r − 2ρ cos(φ− ωk)
)
×
(
2Rkψ + 2r − 2ρ cos(φ+ ωk)

)]}∣∣∣∣∣
r=r1

r=r0

Expresiile finale pentru deplasările termoelastice uψ(N) sunt:
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uψ(N) = −2mT0

n−1∑
k=0

(−1)k [−Hk1(N) +Hkψ1(N) +Hk0(N)−Hkψ0(N)] , (3.102)

unde:

Hk1(N) = ζk(r1 +Rk1)Φ−1
k1 ;Hkψ1(N) = ζkψ(r1 +Rkψ1)Φ−1

kψ1;

Hk0(N) = ζk(r0 +Rk0)Φ−1
k0 ;Hkψ0(N) = ζkψ(r0 +Rkψ0)Φ−1

kψ0; (3.103)

ζk = ζk(ϕ0, β0, ψ); ζkψ = ζkψ(ϕ0, β0, ψ).

Datorită relat, iei (3.95), deplasările uϑ(N) se vor determina folosind formula:

uϑ(N) = (3.104)

−2mT0

{
n−1∑
k=0

(−1)k
∂

ρ∂ϑ
ln
[(

2Rk + 2r − 2ρ cos(φ− ωk)
)
×
(
2Rkψ + 2r − 2ρ cos(φ+ ωk)

)]}∣∣∣∣∣
r=r1

r=r0

Expresiile finale pentru deplasările termoelastice uϑ(N) sunt:

uϑ(N) = −2mT0

n−1∑
k=0

(−1)k [−Pk1(N)− Pkψ1(N) + Pk0(N) + Pkψ0(N)] , (3.105)

unde:

Pk1(N) = −ηk(r1 +Rk1)Φ−1
k1 ;Pkψ1(N) = −ηkψ(r1 +Rkψ1)Φ−1

kψ1;

Pk0(N) = −ηk(r0 +Rk0)Φ−1
k0 ;Pkψ0(N) = ηkψ(r0 +Rkψ0)Φ−1

kψ0; (3.106)

ηk = ηk(r, ϕ0, β0;ϑ, ψ); ηkψ = ηkψ(r, ϕ0, β0;ϑ, ψ).

Exemplul dat demonstrează utilizarea funct, iilor de influent, ă a dilatărilor de volum de la

o fort, ă unitară aplicată asupra corpului, determinate ı̂n §3.2.3., nu numai pentru obt, inerea

funct, iilor de influent, ă termoelastice Uq(M,N), dar s, i a formulei integrale de tip Green. În plus,

funct, iile Θ(q)(M,N) au o important, ă semnificativă independentă pentru a rezolva direct PL ı̂n

termoelasticitate, atunci când câmpul interior de temperatură este cunoscut.

Ca exemplu de prezentare grafică a rezultatelor obt, inute ı̂n Figurile 3.11, a), 3.12, a), 3.13,

a), 3.14, a), 3.15, a), 3.16, a) sunt prezentate deplasările termoelastice radiale uρ ı̂n pătrimea

de spat, iu V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ π/2; 0 ≤ β ≤ π), cauzate de temperatura interioară T ,

descrisă ı̂n (3.92). Aceste grafice au fost construite ı̂n baza expresiilor (3.99) - (3.100), folosind

programa Maple 18.
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Exemplul 2. Formularea generală a problemei.

Să se rezolve ecuat, iile (3.30) s, i (3.45) - (3.48), pentru a determina deplasările termoelastice

uq(N) ı̂n pana sferică V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ α; 0 ≤ β ≤ π); α = π/n;n = 2, 3, ... cu CL

pe semiplanurile Γϕ0(0 ≤ r < ∞;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π) s, i Γϕα(0 ≤ r < ∞;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π)

fluxul de căldură s, i temperatura este zero [61]. Deplasările termice uq(N) au fost calculate de

la o sursă de căldură F = F0 = const. pe un segment al razei [r0 ≤ r ≤ r1; r0 ≥ 0; r1 > 0;

r0, r1,= const., ϕ = ϕ0; β = β0]:

F (M) =



F0 = const.,M ≡ (r, ϕ0, β0) ∈ [r0 ≤ r ≤ r1;ϕ = ϕ0 > 0,

β = β0 > 0; r0, r1, ϕ0, β0 = const.] ∈ V ;

0,M ≡ (r, ϕ0, β0) /∈ [r0 ≤ r ≤ r1;ϕ = ϕ0 > 0,

β = β0 > 0; r0, r1, ϕ0, β0 = const.] ∈ V ;

a∂T (M)/∂nϕ0 = Sϕ0(M) = 0;M ≡ (r, 0, β) ∈ Γϕ0(0 ≤ r <∞;ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π);

T (M) = f(M) = 0;M ≡ (r, α, β) ∈ Γϕα(0 ≤ r <∞;ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π);

(3.107)
Deoarece ı̂n această PL este dată sursa de căldură, pentru a obt, ine solut, ia problemei trebuie

să se folosească formula integrală generală de tip Green (3.49):

Pentru calcularea deplasării uq(N) se foloses,te următoarea expresie:

u(N) = a−1

∞∫
0

α∫
0

π∫
0

F (r, ϕ, β)U(r, ϕ, β;N)r2drdϕdβ, (3.108)

unde matricele U(r, ϕ, β;N) au fost determinate folosind relat, iile (3.50) - (3.52).

Substituind ı̂n formula (3.108), funct, iile F (M) s, i U(r, ϕ, β;N), determinate din ecuat, iile

(3.107) s, i (3.83), care sunt identice cu ecuat, iile (3.50) - (3.52), se obt, ine:

uq(N) = −F0

a

r1∫
r0

Uq(r, ϕ0, β0;N)dr

=
mF0

a
L

(q)
N

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

(Rk(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ) + Rkψ(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ)) dr;

uq(N) =
mF0

2a

n−1∑
k=0

(−1)kLN
{(
r − ρ cos(φ− ωk)

)
Rk +

(
r − ρ cos(φ+ ωk)

)
Rkψ

+ ln
[(

2Rk + 2r − ρ cos(φ− ωk)
)ρ2(1−cos2(φ−ωk)) (3.109)

×
(
2Rkψ + 2r − ρ cos(φ+ ωk)

)ρ2(1−cos2(φ+ωk))
]}∣∣∣r=r1

r=r0
.
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Conform ecuat, iei (3.109), deplasările uρ(N) se vor determina determina folosind relat, ia:

uq(N) = −F0

a

r1∫
r0

Uq(r, ϕ0, β0;N)dr =
mF0

a

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

(
fkR

−1

k + fkψR
−1

kψ

)
dr

=
mF0

a

∂

∂ρ

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

(Rk(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ) + Rkψ(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ)) dr

=
mF0

2a

n−1∑
k=0

(−1)k
∂

∂ρ

{(
r − ρ cos(φ− ωk)

)
Rk +

(
r − ρ cos(φ+ ωk)

)
Rkψ

+ ln
[(

2Rk + 2r − ρ cos(φ− ωk)
)ρ2(1−cos2(φ−ωk)) (3.110)

×
(
2Rkψ + 2r − ρ cos(φ+ ωk)

)ρ2(1−cos2(φ+ωk))
]}∣∣∣r=r1

r=r0
,

unde:

fk = fk(r, ϕ0, β0;N) = ρ− r cos(φ− ωk); fkψ = fkψ(r, ϕ0, β0;N) = ρ− r cos(φ+ ωk). (3.111)

Expresia finală de calcul a deplasărilor termoelastice uρ(N) este:

uρ(N) =
mF0

2a

n−1∑
k=0

(−1)k
{

cos(φ− ωk)(Rk0 −Rk1) + cos(φ+ ωk)(Rkψ0 −Rkψ1)

+ρ2(1− cos2(φ− ωk))(Πk1 − Πk0) + +ρ2(1− cos2(φ+ ωk))(Πkψ1 − Πkψ0)

+ (r1 − ρ cos(φ− ωk))fk1R
−1

k1 − (r0 − ρ cos(φ− ωk))fk0R
−1

k0 (3.112)

+(r1 − ρ cos(φ+ ωk))fkψ1R
−1

kψ1 − (r0 − ρ cos(φ+ ωk))fkψ0R
−1

kψ0

+2ρ[1− cos(φ− ωk)](lnZk1 − lnZk0) +2ρ[1− cos(φ+ ωk)](lnZkψ1 − lnZkψ0)
}
,

unde:

fk1 = fk(r = r1); fk0 = fk(r = r0); fkψ1 = fkψ(r = r1); fkψ0 = fkψ(r = r0).

Conform ecuat, iei (3.109), deplasările uψ(N) se determină cu următoarea formulă:

uψ(N) = −F0

a

r1∫
r0

Uψ(r, ϕ0, β0;N)dr =
mF0

a

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

(
ζkR

−1

k + ζkψR
−1

kψ

)
dr

=
mF0

a

1

ρ sinϑ

∂

∂ψ

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

(Rk(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ) + Rkψ(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ)) dr
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=
mF0

2a

n−1∑
k=0

(−1)k
1

ρ sinϑ

∂

∂ψ

{(
r − ρ cos(φ− ωk)

)
Rk +

(
r − ρ cos(φ+ ωk)

)
Rkψ

+ ln
[(

2Rk + 2r − ρ cos(φ− ωk)
)ρ2(1−cos2(φ−ωk)) (3.113)

×
(
2Rkψ + 2r − ρ cos(φ+ ωk)

)ρ2(1−cos2(φ+ωk))
]}∣∣∣r=r1

r=r0
,

unde:

ζk = ζk(ϕ0, β0;ψ) = sin β0 sin(ϕ0 − ψ − (2kπ/n));

ζkψ = ζkψ(ϕ0, β0;ψ) = sin β0 sin(ϕ0 + ψ − (2kπ/n)). (3.114)

Expresia finală de calcul a deplasărilor termoelastice uψ(N) este:

uψ(N) =
mF0

2a

n−1∑
k=0

(−1)k {sin β0 sin(ϕ0 + ψ − 2kπ/n)

×
[
Rkψ1 −Rkψ0 + r1(r1 − ρ cos(φ+ ωk))R

−1

kψ1 − r0(r0 − ρ cos(φ+ ωk))R
−1

kψ0

]
+ sin β0 sin(ϕ0 − ψ − 2kπ/n)

×
[
Rk1 −Rk0 + r1(r1 − ρ cos(φ− ωk))R

−1

k1 − r0(r0 − ρ cos(φ− ωk))R
−1

k0

]
− ρ2(1− cos2(φ− ωk))(Hk1 −Hk0) + ρ2(1− cos2(φ+ ωk))(Hkψ1 −Hkψ0) (3.115)

+2ρ sin β0

[
cos(φ+ ωk) sin(ϕ0 + ψ + 2kπ/n)(lnZkψ1 − lnZkψ0)

− cos(φ− ωk) sin(ϕ0 − ψ + 2kπ/n)(lnZk1 − lnZk0)
]}
.

Conform ecuat, iei (3.109), deplasările termoelastice uϑ(N) se vor determina cu următoarea

relat, ie:

uϑ(N) = −F0

a

r1∫
r0

Uϑ(r, ϕ0, β0;N)dr =
mF0

a

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

(
ηkR

−1

k + ηkψR
−1

kψ

)
dr

=
mF0

a

∂

ρ∂ϑ

n−1∑
k=0

(−1)k
r1∫
r0

(Rk(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ) + Rkψ(r, ϕ0, β0; ρ, ψ, ϑ)) dr

=
mF0

2a

n−1∑
k=0

(−1)k
∂

ρ∂ϑ

{(
r − ρ cos(φ− ωk)

)
Rk +

(
r − ρ cos(φ+ ωk)

)
Rkψ

+ ln
[(

2Rk + 2r − ρ cos(φ− ωk)
)ρ2(1−cos2(φ−ωk)) (3.116)

×
(
2Rkψ + 2r − ρ cos(φ+ ωk)

)ρ2(1−cos2(φ+ωk))
]}∣∣∣r=r1

r=r0
,
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unde:

ηk = ηk(r, ϕ0, β0;ϑ, ψ) = −(sin β0 cosϑ cos(ϕ0 − ψ − 2kπ/n)− cos β0 sinϑ);

ηkψ = ηkψ(r, ϕ0, β0;ϑ, ψ) = −(sin β0 cosϑ cos(ϕ0 + ψ − 2kπ/n)− cos β0 sinϑ).
(3.117)

Expresia finală de calcul a deplasărilor termoelastice uϑ(N) este:

uϑ(N) =
mF0

2a

n−1∑
k=0

(−1)k
{
r1(r1 + ρ)

[
cos(φ− ωk)(cos(φ− ωk)− 1)

]
R
−1

k1

−r0(r0 + ρ)
[
cos(φ− ωk)(cos(φ− ωk)− 1)

]
R
−1

k0 + r1(r1 + ρ)
[
cos(φ+ ωk)(cos(φ+ ωk)− 1)

]
R
−1

k1

+2ρ2
[
1− cos2(φ+ ωk)

]
(Πkψ1 − Πkψ0) + 2ρ2

[
1− cos2(φ− ωk)

]
(Πk1 − Πk0)

− r0(r0 + ρ)
[
cos(φ+ ωk)(cos(φ+ ωk)− 1)

]
R
−1

kψ0 (3.118)

+2ρ[1− cos(φ− ωk)](lnZk1 − lnZk0) +2ρ[1− cos(φ+ ωk)](lnZkψ1 − lnZkψ0)
}
.

Acest exemplu demonstrează utilitatea obt, inerii solut, iilor din §3.2.3. s, i anume a funct, iilor de

influent, ă ale deplasărilor termoelastice Uq(M,N), de la act, iunea unei surse unitare punctiforme

de căldură s, i formula integrală de tip Green.

Cercetările efectuate demonstrează că solut, iile obt, inute ı̂n funct, ii elementare din ecuat, iile

(3.112), (3.115) s, i (3.118), pentru deplasările termoelastice, satisfac PL a ecuat, iilor (3.30) s, i

(3.45) - (3.47) de la o sursă de căldură (3.107). Pot fi obt, inute expresiile tensiunilor termice

folosind deplasările termice din ecuat, iile (3.112), (3.115) s, i (3.117) s, i legea Duhamel-Neumann

(3.35), unde câmpul de temperatură poate fi determinat prin următoarea formulă integrală

Poisson a PL ı̂n conductibilitate termică, descrisă de relat, ia (3.47) s, i CL (3.107):

T (ϕ, β, ρ, ψ, ϑ) =
F0

a

r1∫
r0

G(r, ϕ, β; ρ, ψ, ϑ)dr =
F0

4πa

n−1∑
k=0

(−1)k
b∫

a

(
R
−1

k +R
−1

kψ

)
dr; (3.119)

T (ϕ, β, ρ, ψ, ϑ) =
F0

4πa

n−1∑
k=0

(−1)k {ln [(2Rk + 2r − 2ρ cos(φ− ωk)) (3.120)

× (2Rkψ + 2r − 2ρ cos(φ+ ωk))]}|r=r1r=r0
.

În relat, ia (3.120), a fost utilizată FG (3.59) pentru PL descrisă de ecuat, ia (3.58). Expresia

finală pentru câmpul de temperatură este:

T (ϕ, β, ρ, ψ, ϑ) (3.121)

=
F0

4πa

{
n−1∑
k=0

(−1)k ln

[
(2Rk1 + 2r1 − 2ρ cos(φ− ωk))× (2Rkψ1 + 2r1 − 2ρ cos(φ+ ωkψ))

(2Rk0 + 2r0 − 2ρ cos(φ− ωk))× (2Rkψ0 + 2r0 − 2ρ cos(φ+ ωkψ))

]}
,
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unde: Rk1 = Rk(r = r1);Rk0 = Rk(r = r0);Rkψ1 = Rkψ(r = r1);Rkψ0 = Rkψ(r = r0). (3.122)

Solut, iile obt, inute ı̂n funct, ii elementare ı̂n acest paragraf au un rol foarte important ı̂n

dezvoltarea s, i examinarea preciziei metodelor numerice folosite la obt, inerea solut, iilor PL res-

pective pentru pane sferice termoelastice. Solut, iile obt, inute, de asemenea, pot fi utilizate ı̂n

inginerie, pentru calculul deplasărilor s, i tensiunilor termoelastice ı̂n PL 3D, pentru pane sferice

V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ α; 0 ≤ β ≤ π); α = π/n;n = 2, 3, ..., atunci când deplasările

normale s, i tensiunile tangent, iale sau tensiunile normale s, i deplasările tangent, iale sunt date pe

semiplanurile marginale Γϕ0 sau Γϕα. Deplasările termoelastice uq(N) sunt cauzate de sursa

interioară de căldură F , descrisă de (3.107), aplicată pe segmentul razei [r0 ≤ r ≤ r1; r0 ≥ 0;

r1 > 0; r0, r1,= const., ϕ = ϕ0; β = β0]. La limita semiplanurilor Γϕ0 s, i Γϕα fluxul de căldură s, i

temperatura este zero.

Deplasările termoelastice radiale uρ ı̂n pătrimea de spat, iu V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ π/2),

de la act, iunea unei surse interioare de căldură F , descrisă ı̂n (3.107) sunt prezentate grafic ı̂n

Figurile 3.11, b), 3.12, b), 3.13, b), 3.14, b), 3.15, b), 3.16, b). Aceste grafice au fost construite

ı̂n baza expresiilor (3.110) - (3.112) folosind programa Maple 18.

Avantajele rezultatelor obt, inute s, i posibilitatea de a obt, ine noi funct, ii Green s, i

formule integrale. În primul rând, este important de ment, ionat faptul că au fost obt, inute pen-

tru prima dată ı̂n pana sferică termoelastică: formula integrală de tip Green (3.49) s, i funct, iile

Green (3.50) - (3.57) ale PL generale a ecuat, iilor (3.30) s, i (3.45) - (3.48), precum s, i solut, ii

exacte ale funct, iilor elementare (3.94) - (3.106) s, i (3.109) - (3.118) pentru PL (3.30), (3.44) -

(3.47), (3.92) s, i (3.44) - (3.47), (3.107). Avantajele FG (3.50) - (3.57) s, i formula integrală de

tip Green (3.49) sunt următoarele:

1) Dacă se compară metoda potent, ialului termoelastic propusă de Timos,enko s, i Goodier,

alte metode ale potent, ialului termoelastic s, i unele metode tradit, ionale cu metoda aplicată,

la rezolvarea PL ı̂n termoelasticitate, se poate afirma:

• nu a fost rezolvată PL a conductibilităt, ii termice pentru determinarea câmpului de tem-

peratură preliminară (prima etapă a solut, iei) s, i ulterior să fie rezolvate ecuat, iile Lame

folosind câmpul de temperatură cunoscut (a doua etapă a solut, iei). În formula integrală

de tip Green obt, inută, solut, ia este prezentată ı̂n mod direct prin intermediul act, iunilor de

căldură cunoscute (sursa interioară de căldură, temperatură s, i flux de căldură aplicate la

hotar). Această formulă permite să obt, inem solut, iile finale folosind termenii integralelor;

prin urmare, nu a fost necesar să fie rezolvată PL preliminară a conductibilităt, ii de căldură
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sau o altă PL;

• nu a fost necesar să fie rezolvată suplimentar PL a elasticitat, ii. În particular, metoda

ecuat, iilor integrale singulare, adică, una dintre metodele potent, ialelor termoelastice, pen-

tru a rezolva PL tradit, ională, trebuie să fie rezolvat un sistem cu CL ale ecuat, iilor integrale

singulare. Formula integrală de tip Green prezentată ı̂n (3.49) oferă solut, ia completă a

PL cu ecuat, iile (3.30), (3.44) - (3.47) s, i, prin urmare, nu este necesar să fie rezolvată o

PL suplimentară;

2) FG date ı̂n ecuat, iile (3.50) - (3.57) s, i formula integrală de tip Green prezentate ı̂n (3.49)

obt, inute ı̂n funct, ii elementare au o important, ă semnificativă ı̂n aplicat, ii, datorită calcu-

lului rapid s, i a preciziei mari;

3) Formula integrală de tip Green prezentată ı̂n (3.49) poate fi utilizată pentru punerea ı̂n

aplicare numerică imediată;

4) Pe baza acestei formule, este posibil să se elaboreze un element finit BEM [19];

5) FG date ı̂n ecuat, iile (3.50) - (3.57) permit să fie scrise solut, iile exacte pentru mai multe PL

particulare de la act, iuni de căldură (sursa interioară de căldură, temperatura la limită s, i

fluxul de căldură) as,a cum este demostrat ı̂n §3.2.4., inclusiv discontinuitatea s, i dislocarea

sub formă de integrale pe o linie sau funct, ii elementare.

Conform avantajelor ment, ionate mai sus, utilitatea s, i important,a noilor funct, ii exacte Green

s, i formula integrală de tip Green pentru pana sferică termoelastică obt, inută ı̂ntr-o formă ı̂nchisă,

explică de ce specialis,tii apreciază mult FG s, i solut, iile integrale a oricărei PL. De aceea, s-a

analizat posibilitatea obt, inerii formulei integrale de tip Green ı̂n termoelasticitate nu numai

pentru o pană sferică, dar s, i corpuri din sistemul de coordonate cilindric s, i alte domenii canonice

ortogonale [10, p. 218] [38, 42], [58, p. 33]. As,a cum s-a observat, principala dificultate ı̂n

obt, inerea funct, iilor termoelastice Green Uq este determinarea funct, iilor de influent, ă Θ(q) pentru

o PL ı̂n elasticitate s, i a FG G, pentru o PL ı̂n conductibilitatea termică.

Construirea graficelor deplasărilor termoelastice pentru pana sferică.

Folosind programa Maple 18 au fost prezentate graficele deplasărilor termoelastice radiale

uρ pentru o PL termoelastică 3D ı̂n pătrimea de spat, iu sferic V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ π/2;

0 ≤ β ≤ π), atunci când deplasările normale s, i tensiunile tangent, iale omogene s, i tensiunile

normale s, i deplasările tangent, iale sunt date pe semiplanele marginale Γϕ0 s, i Γϕπ/2. Deplasările

termoelastice sunt cauzate de temperatura T sau a sursei interioare de căldură F , aplicate pe
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a) uρ[m] b) uρ[m]

Fig. 3.11. Graficele deplasărilor termice uρ ı̂n pana elastică V pentru ρ = 0, 1m,
0 ≤ ψ ≤ π/2, 0 ≤ ϑ ≤ π, a) de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 s, i

b) de la o sursă interioară de căldură F0.

un segment al razei [r0 ≤ r ≤ r1, r0 ≥ 0, r1 > 0, r0, r1 = const., ϕ = ϕ0, β = β0], descrise de

ecuat, iile (3.92) s, i (3.107). În aceste PL fluxul de căldură s, i temperatura sunt egale cu zero la

limita semiplanurilor Γϕ0 s, i Γϕπ/2. În Figurile 3.11 - 3.16 sunt prezentate 12 grafice spat, iale

pentru deplasările termoelastice radiale uρ ı̂n pătrimea de spat, iu V (0 ≤ r < ∞; 0 ≤ ϕ ≤ π/2;

0 ≤ β ≤ π) , cauzate de temperatura T , cu condit, iile (3.92) (Figurile: 3.11, a), 3.12, a), 3.13,

a), 3.14, a), 3.15, a) s, i 3.16, a)); de la o sursă interioară de căldură F , cu condit, iile (3.107)

(Figurile: 3.11, b), 3.12, b), 3.13, b), 3.14, b), 3.15, b) s, i 3.16, b)).

Graficele prezentate ı̂n Figurile 3.11, a), 3.12, a), 3.13, a), 3.14, a), 3.15, a) s, i 3.16, a) au

fost construite ı̂n baza expresiilor (3.97) - (3.102) pentru n = 2. Respectiv, graficele prezen-

tate ı̂n Figurile 3.11, b), 3.12, b), 3.13, b), 3.14, b), 3.15, b) s, i 3.16, b) au fost construite ı̂n

baza expresiilor (3.110) - (3.112) pentru n = 2. Toate cele 12 grafice ale deplasărilor radiale

termoelastice au fost construite pentru următoarele valori ale constantelor elastice s, i termice:

coeficientul Poisson, ν = 0, 3; modulul de elasticitate E = 2, 1 ·105MPa, coeficientul de dilatare

termică liniară α = 6, 57 · 10−8(K−1), conductivitatea termică a = 1, 8(W/Km), temperatura

T0 = 323, 15K, sursa de căldură F0 = 100(W/m3), raza r0 = 1, 0m, r1 = 10m, iar unghiurile

ϕ0 = π/4, β0 = π/2.

În Figurile 3.11 - 3.15 se observă că graficele deplasărilor termoelastice radiale uρ, de la

act, iunea unui gradient de temperatură T0 = 323, 15K (Figurile 3.11, a), 3.12, a), 3.13, a),

3.14, a) s, i 3.15, a)) s, i cauzate de sursa interioară de căldură F0 = 100(W/m3) (Figurile
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a) uρ[m] b) uρ[m]

Fig. 3.12. Graficele deplasărilor termice uρ ı̂n pana elastică V pentru ρ = 2, 1m,
0 ≤ ψ ≤ π/2, 0 ≤ ϑ ≤ π, a) de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 s, i

b) de la o sursă interioară de căldură F0.

a) uρ[m] b) uρ[m]

Fig. 3.13. Graficele deplasărilor termice uρ ı̂n pana elastică V pentru ρ = 8.0m,
0 ≤ ψ ≤ π/2, 0 ≤ ϑ ≤ π, a) de la act, iunea unui gradient de temperatură T0, s, i

b) de la o sursă interioară de căldură F0.

3.11, b), 3.12, b), 3.13, b), 3.14, b) s, i 3.15, b)) sunt simetrice ı̂n raport cu sectorul nelimitat

0 ≤ ρ < ∞, 0 ≤ ψ ≤ π/2, ϑ = π/2. Acest lucru se explică prin faptul că ı̂n pătrimea de

spat, iu, temperatura T0 = 323, 15K s, i sursa interioară de căldură F0 = 100(W/m3), se aplică

ı̂n cadranul simetric 0 ≤ ρ ≤ ∞, 0 ≤ ψ ≤ π/4, ϑ = π/2 a pătrimii de spat, iu V .

Des, i, temperatura T0 = 323, 15K s, i sursa de căldură F0 = 100(W/m3) sunt aplicate ı̂n ca-

dranul simetric 0 ≤ ρ ≤ ∞, 0 ≤ ψ ≤ π/4, ϑ = π/2 a pătrimii de spat, iu V , graficele deplasărilor

termoelastice radiale uρ, nu sunt simetrice ı̂n raport cu semiplanul 0 ≤ ρ ≤ ∞, ψ = π/4,

0 ≤ ϑ ≤ π. Acest lucru se explică prin faptul că condit, iile mecanice omogene de limită date pe
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a) uρ[m] b) uρ[m]

Fig. 3.14. Graficele deplasărilor termice uρ ı̂n pana elastică V pentru ρ = 15m,
0 ≤ ψ ≤ π/2, 0 ≤ ϑ ≤ π, a) de la act, iunea unui gradient de temperatură T0, s, i

b) de la o sursă interioară de căldură F0.

a) uρ[m] b) uρ[m]

Fig. 3.15. Graficele deplasărilor termice uρ ı̂n pana elastică V pentru ψ = π/5,
0 ≤ ρ ≤ 15m, 0 ≤ ϑ ≤ π, a) de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 s, i

b) de la o sursă interioară de căldură F0.

semiplanurile marginale Γϕ0 s, i Γϕ(π/2) a pătrimii de spat, iu V sunt diferite. În Figurile 3.11 -

3.15 se poate vedea, de asemenea, că pe semiplanul marginal Γϕ(π/2) deplasările radiale termo-

elastice uρ sunt zero. Aceasta confirmă faptul că deplasările termoelastice radiale uρ satisfac

CL (3.46) pe semiplanul marginal Γϕ(π/2).

Pe lânga proprietăt, ile comune ale graficelor din Figurile 3.11 - 3.15 descrise mai sus, se

observă s, i proprietăt, ile specifice pentru fiecare grafic din Figurile 3.11 - 3.16.

Graficele deplasărilor termoelastice radiale uρ, construite pentru ρ = 0, 1m, sunt prezentate
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a) uρ[m] b) uρ[m]

Fig. 3.16. Graficele deplasărilor termice uρ ı̂n pana elastică V pentru ϑ = π/4,
0 ≤ ρ ≤ 1.0m, 0 ≤ ψ ≤ π/2, a) de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 s, i

b) de la o sursă interioară de căldură F0.

ı̂n Figura 3.11. În Figura 3.11 se mai poate observa că pentru ρ = 0, 1m, graficul deplasărilor

termoelastice radiale uρ, de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 = 323, 15K (Figura

3.11, a) este similar cu graficul uρ, de la o sursă de căldură F0 = 100(W/m3) (Figura 3.11,

b). Valorile deplasărilor termoelastice radiale uρ pe ambele grafice sunt negative. Maximul

deplasărilor termoelastice radiale uρ se realizează pentru ψ = 0, ϑ = π/2.

Graficele deplasărilor termoelastice radiale uρ, construite pentru ρ = 0, 1m, sunt prezentate

ı̂n Figura 3.12. În Figura 3.12 se poate observa că pentru ρ = 2, 1m, graficul deplasărilor

termoelastice radiale uρ, de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 = 323, 15K (Figura

3.12, a) este ı̂n mod substant, ial diferit ı̂n comparat, ie cu graficul uρ, de la sursa de căldură

F0 = 100(W/m3) (Figura 3.12, b).

Valorile deplasărilor termoelastice radiale uρ din Figura 3.12, b) sunt negative, dar de-

plasările termice din Figura 3.12, a) sunt atât pozitive, cât s, i negative. În Figura 3.12, a), se

observă că maximul deplasărilor termoelastice radiale uρ este atins pentru ψ = π/4, ϑ = π/2,

dar Figura 3.12, b) are maximum de uρ ı̂n ψ = 0, ϑ = π/2.

Graficele deplasărilor termoelastice radiale uρ construite pentru ρ = 8, 0m, sunt prezentate

ı̂n Figura 3.13. În plus, ı̂n Figura 3.13, se poate afirma că pentru ρ = 8, 0m, graficul deplasărilor

termoelastice radiale uρ, cauzat de temperatura T0 = 323, 15K (Figura 3.13, a) este ı̂n mod

substant, ial diferit ı̂n comparat, ie cu graficul uρ, de la sursa de căldură F0 = 100(W/m3) (Figura

3.13, b). Valorile deplasărilor termoelastice radiale uρ ı̂n Figura 3.13, b) sunt negative, dar

Figura 3.13, a) are numai valori pozitive.
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În Figura 3.13, a), valoarea maximală a deplasărilor termoelastice radiale uρ se realizează

pentru ψ = π/4, ϑ = π/2, dar Figura 3.13, b) are maximul de uρ pentru ψ = 0, ϑ = π/2.

Graficele deplasărilor termoelastice radiale uρ construite pentru ρ = 15, 0m, sunt prezen-

tate ı̂n Figura 3.14. În Figura 3.14, se observă că pentru ρ = 15, 0m graficul deplasărilor

termoelastice radiale uρ, de la act, iunea unui gradient de temperatură T0 = 323, 15K (Figura

3.14, a) este ı̂n mod substant, ial diferit ı̂n comparat, ie cu graficul uρ, de la o sursă de căldură

F0 = 100(W/m3) (Figura 3.14, b). Valorile deplasărilor termoelastice radiale uρ ı̂n Figura 3.14,

b) sunt pozitive s, i negative, dar Figura 3.14, a) are numai valori pozitive.

În plus, ı̂n Figura 3.14, a) valoarea maximă a deplasărilor termoelastice radiale uρ pentru

ψ = π/4, ϑ = π/2, dar Figura 3.14, b) are maximul de uρ ı̂n ψ = 0, ϑ = π/2.

Graficele deplasărilor termoelastice radiale uρ construite pentru ψ = π/5, sunt prezentate

ı̂n Figura 3.15. În Figura 3.15, pentru ψ = π/5, graficul deplasărilor termoelastice radiale uρ,

cauzat de un gradient de temperatură T0 = 323, 15K (Figura 3.15, a) este ı̂n mod substant, ial

diferit ı̂n comparat, ie cu graficul uρ, de la o sursă de căldură F0 = 100(W/m3) (Figura 3.15,

b). Valorile deplasărilor termoelastice radiale uρ ı̂n Figura 3.15, b) sunt negative, dar Figura

3.15, a) are valori pozitive s, i negative. În Figura 3.15, a) se vede că valoarea maximă a

deplasărilor termoelastice radiale uρ este pentru ρ = 10m,ϑ = π/2, dar valoarea minimă este

la ρ = 0, 0m,ϑ = π/2. Figura 3.15, b) are valoarea minimă a uρ pentru ρ = 0, 0m,ϑ = π/2.

În ambele grafice, se observă că dacă raza ρ tinde la infinit (practic, atunci când ρ ≥ 15, 0m),

deplasările termoelastice radiale uρ se egalează cu zero.

Graficele deplasărilor termoelastice radiale uρ construite pentru ϑ = π/4, sunt prezentate ı̂n

Figura 3.16. Analizând graficele din Figura 3.16, se observă că deplasările termoelastice radiale

uρ sunt negative. Pentru semiplanul marginal Γϕ(π/2) din Figura 3.16, deplasările termoelastice

radiale uρ sunt zero. Acest lucru confirmă faptul că deplasările termoelastice radiale uρ satisfac

CL (3.46) pentru semiplanul marginal Γϕ(π/2).

În Figura 3.16, a) valoarea maximă a deplasărilor termoelastice radiale uρ se realizează

pentru ρ = 0, 0m,ψ = 0. Figura 3.16, b) are valoare maximă a uρ pentru ρ = 0, 0m,ψ = π/2.

În Figura 3.16 se observă că uρ cres,te pe segmentul 0 ≤ ρ ≤ 1, 0m (Figura 3.16, a) s, i pe

segmentul 0 ≤ ρ ≤ 15, 0m (Figura 3.16, b). De asemenea, ı̂n Figura 3.16, b), dacă raza ρ tinde

la infinit (atunci când ρ ≥ 15, 0m), deplasările termoelastice radiale uρ se egalează cu zero.

Concluzii:

• Au fost obt, inute următoarele relat, ii: formula integrală de tip Green (3.49) s, i FG (3.50)

- (3.57) pentru PL generală (3.30) s, i (3.45) - (3.48), solut, iile exacte deduse ı̂n funct, ii
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elementare (3.99), (3.100), (3.102), (3.103) s, i (3.105), (3.106) pentru PL particulară (3.30)

s, i (3.45) - (3.48), precum s, i (3.112), (3.115), (3.118) pentru PL particulară (3.30) s, i (3.45)

- (3.48) pentru pana sferică termoelastică. Ele au o utilitate mare s, i pot fi utilizate

pentru calculul deplasărilor termoelastice uq(N) ı̂ntr-o pană sferică. Principalul avantaj

al formulei integrale obt, inute este că deplasările termolastice ı̂n pana sferică termoelastică

sunt exprimate direct prin sursa interioară de căldură, fluxul de căldură, temperatura etc.

Deci, nu este necesar să se rezolve o PL suplimentară pentru determinarea preliminară a

câmpului interior de temperatură, as,a ca ı̂n metodele tradit, ionale;

• Cel mai dificil ı̂n obt, inerea funct, iilor de influent, ă Uq(M,N) s, i scrierea formulelor in-

tegrale de tip Green folosind metodologia enunt,ată, este determinarea FG G(M,N) ı̂n

conductibilitate termică s, i funct, iile de influent, ă pentru dilatarea de volum Θq(M,N) ı̂n

elasticitate. Este foarte important de ment, ionat, că folosind această teoremă pot fi re-

zolvate ı̂n jur de 16 PL ı̂n termoelasticitate pentru pana sferică (la limite pot fi date

următoarele condit, ii omogene de limită mecanică ı̂n orice combinat, ii: (a) deplasările nor-

male s, i tensiunile tangent, iale; (b) tensiunile normale s, i deplasările tangent, iale). Astfel,

luând ı̂n considerare s, i cazurile particulare: pătrimea de spat, iu s, i semispat, iu care rezultă

din ecuat, ia pentru pana sferică demonstrată mai sus s, i luând ı̂n considerat, iile combinat, iile

posibile ale CL neomogene ı̂n problema conductibilităt, ii termice, pot fi obt, inute noi for-

mule integrale exacte de tip Green s, i funct, iile termoelastice Green ı̂n funct, ii elementare

pentru aproximativ 40 PL a termoelasticităt, ii. Astfel, una dintre concluziile principale,

care rezultă din teorema demonstrată mai sus este că metoda propusă pentru obt, inerea

formulelor integrale de tip Green s, i a funct, iilor termoelastice Green ı̂n termoelasticitate

poate fi aplicată pentru mai multe PL. Rezultatele prezentate ı̂n această problemă pot

oferi posibilităt, i foarte mari cercetătorilor din domeniu, pentru a obt, ine noi funct, ii de

influent, ă termoelastice s, i formule integrale de tip Green, nu numai pentru pane sferice,

dar s, i pentru multe domenii canonice sferice;

• Ecuat, iile s, i formulele generale prezentate ı̂n această problemă, pentru determinarea funct, ii-

lor de influent, ă Uq(M,N) din (3.36), precum s, i formula integrală de tip Green (3.34) sunt

valabile nu numai pentru termoelasticitate, dar s, i pentru alte domenii fizice, cum ar fi

poroelasticitatea, descrise de aceeas, i PL ca pentru termoelasticitatea [28];

• Abordarea prezentată ı̂n această problemă pentru pana sferică poate fi extinsă la orice

alte domenii canonice sferice. Această extensie poate fi efectuată, atunci când ambele

funct, ii G s, i Θ(q) sunt stabilite.
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3.3. Validarea problemelor de limită tridimensionale

Folosind MRIA s-au determinat tensiunile termice σij(x, ξ), de la o sursă unitară puncti-

formă de căldură pentru o PL a unui domeniu sub formă de semispat, iu S(0 ≤ x1 < ∞,

−∞ < x2, x3 < ∞), cu condit, iile termice de limită de tip Dirichlet GT = 0 s, i următoarele

condit, ii mecanice de limită:

- pentru planul marginal Γ10(y1 = 0;−∞ < y2, y3 <∞) −→ σ11 = σ12 = σ13 = 0.

Condit, iile mecanice s, i cele termice de limită sunt prezentate ı̂n Figura 3.17.

Γ 10

G =0  T

x1

x2

x3

σ  =0  13

σ  =0  12

σ  =0  11

Fig. 3.17. Schema semispat, iului cu condit, iile de limită mecanice σ11, σ12, σ13 s, i
termice GT de pe suprafat,a Γ10.

Folosind aceeas, i metodologie de rezolvare a PL sub formă de semispat, iu (§3.1.) au fost

obt, inute FPTG.

Expresiile pentru deplasările termice de la o sursă unitară de căldură Ui(x, ξ); i = 1, 2, 3 au

următoarea formă:

U1(x, ξ) = − γ

8π(λ+ 2µ)

[
(x1 − ξ1)R−1 + (x1 + ξ1)R−1

1

+2x1

(
µ

λ+ µ
R−1

1 − ξ1
∂

∂x1

R−1
1

)]
; (3.123)

U2(x, ξ) = − γ

8π(λ+ 2µ)

[
(x2 − ξ2)

(
R−1 +R−1

1

)
− 2

(
x1ξ1

∂

∂ξ2

R−1
1

−
∫
ξ1

∂

∂ξ2

R−1
1 dξ1 +

µ

λ+ µ
x1

∫
∂

∂ξ2

R−1
1 dξ1

)]
; (3.124)

U3(x, ξ) = − γ

8π(λ+ 2µ)

[
(x3 − ξ3)

(
R−1 +R−1

1

)
− 2

(
x1ξ1

∂

∂ξ3

R−1
1
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−
∫
ξ1

∂

∂ξ3

R−1
1 dξ1 +

µ

λ+ µ
x1

∫
∂

∂ξ3

R−1
1 dξ1

)]
. (3.125)

Dilatarea de volum:

Θ(x, ξ) =
γ

4π(λ+ 2µ)

(
R−1 −R−1

1 −
2µ

λ+ µ
x1

∂

∂x1

R−1
1

)
. (3.126)

În literatura de specialitate [106, p. 495] sunt cunoscute expresiile tensiunilor termice, de

la o sursă unitară punctiformă de căldură pentru această PL cu CL enunt,ate ı̂n problemă,

rezolvată prin metoda Papkovici-Neuber.

Formulele obt, inute (3.123) - (3.126) se substituie ı̂n legea Duhamel-Neumann (2.3), astfel,

se obt, in relat, iile pentru tensiunile termice de la o sursă unitară punctiformă de căldură, ce

corespund ı̂n totalitate cu expresiile tensiunilor termice σij(x, ξ) [106, p. 495], obt, inute prin

metoda Papkovici-Neuber. Deci, s-a mai demonstrat ı̂ncă o dată, că rezultatele obt, inute ı̂n

urma rezolvării PL folosind MRIA sunt corecte.

3.4. Concluzii la capitolul 3

• Solut, iile integrale ale FPTG (3.12) - (3.14) s, i relat, iile tensiunilor termice (3.16) - (3.21)

de la o sursă unitară punctiformă de căldură pentru semispat, iu pot fi folosite la obt, inerea

expresiilor termoelastice de la act, iunea unei surse interioare de căldură s, i/sau gradient

de temperatură cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Solut, iile integrale ale deplasărilor termoelastice (3.27) - (3.29) pot fi folosite pentru de-

terminarea deplasărilor termoelastice ı̂n semispat, iu, de la act, iunea unui gradient de tem-

peratură de orice valoare, aplicat ı̂n limita oricărui segment pe direct, ia axei x3 a planului

marginal Γ10 cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Folosind relat, iile deplasărilor termoelastice ı̂n semispat, iu (3.27) - (3.29), de la act, iunea

unui gradient de temperatură, folosind formula Duhamel-Neumann (2.4), pot fi calcu-

late tensiunile termice pentru o PL particulară provenite de la act, iunea unui gradient de

temperatură de orice valoare, aplicat ı̂n limita oricărui segment pe direct, ia x3 a planu-

lui marginal Γ10. Fiind cunoscute expresiile analitice pot fi construite graficele acestor

tensiuni termice.

• Solut, iile integrale ale FPTG (3.83), pentru pana sferică, pot fi folosite la obt, inerea expre-
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siilor termoelastice de la act, iunea unei surse interioare de căldură, flux de căldură s, i/sau

gradient de temperatură cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Solut, iile integrale ale deplasărilor termoelastice (3.99), (3.102) s, i (3.105) pot fi folosite

pentru determinarea deplasărilor termoelastice ı̂n pana sferică, de la act, iunea unui gra-

dient de temperatură de orice valoare, aplicat pe un segment de rază cu CL enunt,ate ı̂n

problemă;

• Solut, iile integrale ale deplasărilor termoelastice (3.112), (3.115) s, i (3.118) pot fi folosite

pentru determinarea deplasărilor termoelastice ı̂n pana sferică, de la act, iunea unei surse

de căldură cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• Folosind expresiile FPTG (3.83) s, i formula Duhamel-Neumann (3.35) pot fi obt, inute

tensiunile termice pentru pana sferică, de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de

căldură cu CL enunt,ate ı̂n problemă, iar folosind deplasările termoelastice (3.99), (3.102),

(3.105) s, i (3.112), (3.115), (3.118) s, i aceeas, i formulă Duhamel-Neumann (3.35) pot fi

obt, inute tensiunile termice pentru o PL particulară provenite de la act, iunea unei surse

interioare de căldură s, i/sau gradient de temperatură cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

• A fost validată o PL rezolvată prin MRIA, unde s-a demonstrat, că ı̂n urma aplicării

acestei metode, rezultatele obt, inute sunt corecte.
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CONCLUZII GENERALE S, I RECOMANDĂRI

Problema ştiinţifică importantă soluţionată constă ı̂n generalizarea MRIA s, i aplicarea aces-

tei metode la obt, inerea solut, iilor integrale ale deplasărilor s, i tensiunilor termice, pentru domenii-

le canonice ale sistemului de coordonate cartezian s, i generalizarea MGΘ-C s, i aplicarea ei la

obt, inerea solut, iilor integrale ale deplasărilor termoelastice, pentru domeniile canonice ale sis-

temului de coordonate sferic.

1. A fost determinată FG pentru fâs, ie cu CL de tip Neumann s, i prezentată grafic [3]. Aceasta

poate fi folosită ı̂n conductibilitatea termică stat, ionară, pentru determinarea câmpului

interior de temperatură pentru fâs, ie, de la act, iunea unei surse interioare de căldură s, i/sau

dacă fluxul de căldură pe diferite intervale ale laturilor fâs, iei este diferit de zero. Această

funct, ie se va folosi la calcularea deplasărilor şi tensiunilor termice pentru fâs, ie;

2. S-au determinat s, i prezentat grafic câmpul de temperatură pentru fâs, ie cu CL de tip

Dirichlet [4] s, i de tip mixt [5]. Câmpul interior de temperatură deja determinat poate

fi folosit ı̂n domeniul termoelasticităţii la obt, inerea deplasărilor şi tensiunilor termice ı̂n

fâs, ie;

3. În baza MRIA au fost obt, inute FPTG pentru fâs, ie s, i pătrime de plan cu CL enunt,ate ı̂n

problemă [22]. Au fost prezentate grafic aceaste deplasări termoelastice. Datorită acestor

funct, ii pot fi determinate tensiunile termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme

de căldură s, i tensiunile termice de la act, iunea unei surse interioare de căldură distribuite

s, i/sau gradient de temperatură, aplicat pe una sau ambele laturi ale fâs, iei sau ale pătrimii

de plan;

4. Au fost obt, inute tensiunile termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de

căldură s, i tensiunile termice de la act, iunea unui gradient de temperatură, aplicat pe

ambele laturi ale fâs, iei s, i pe o latură a pătrimii de plan pentru CL enunt,ate ı̂n problemă,

cu prezentarea grafică a aceastor tensiuni [22];

5. Folosind MM au fost obt, inute expresiile pentru deplasările s, i tensiunile termoelastice

pentru semifâs, ie, de la act, iunea unui gradient de temperatură, aplicat pe o suprafat, ă sub

forma unui dreptunghi cu CL enunt,ate ı̂n problemă [62]. Aceste relat, ii pot fi folosite

pentru determinarea deplasărilor s, i tensiunilor termice ı̂n semifâs, ie, de la act, iunea unui

gradient de temperatură de orice valoare, aplicat ı̂n limita unui dreptunghi ı̂n interiorul

semifâs, iei cu CL enunt,ate ı̂n problemă. Aceste tensiuni au fost prezentate grafic;
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6. În baza MRIA au fost obt, inute FPTG pentru semispat, iu cu CL enunt,ate ı̂n problemă

[21]. S-au prezentat grafic aceste deplasări termoelastice. Datorită acestor funct, ii pot fi

determinate tensiunile termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de căldură, a

deplasărilor s, i tensiunilor termice de la act, iunea unei surse interioare de căldură distribuite

s, i/sau gradient de temperatură, aplicat pe suprafat,a semispat, iului;

7. Au fost obt, inute tensiunile termice de la act, iunea unei surse unitare punctiforme de

căldură s, i deplasările termoelastice de la act, iunea unui gradient de temperatură, aplicat

pe suprafat,a semispat, iului cu CL enunt,ate ı̂n problemă, cu prezentarea grafică a aceastor

expresii [6];

8. Folosind MGΘ-C au fost obt, inute FPTG pentru pana sferică termoelastică cu CL enunt,ate

ı̂n problemă [61]. Datorită acestor funct, ii, pot fi determinate deplasările s, i tensiunile

termice de la act, iunea unei surse interioare de căldură, flux de căldură s, i/sau gradient de

temperatură cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

9. S-au obt, inut solut, iile integrale ale deplasărilor termoelastice, pentru pana sferică, de la

act, iunea unui gradient de temperatură sau a unei surse de căldură aplicate pe un segment

de rază cu CL enunt,ate ı̂n problemă, cu construirea acestor deplasări [61]. Aceste expresii

pot fi folosite pentru determinarea deplasărilor termoelastice ı̂n pana sferică, de la act, iunea

unei surse de căldură sau a unui gradient de temperatură de orice valoare, aplicat pe un

segment de rază cu CL enunt,ate ı̂n problemă;

10. A fost demonstrată veridicitatea MRIA la rezolvarea PL 2D s, i 3D.

Recomandări privind cercetările de perspectivă:

1. Extinderea MRIA, fiind posibilă aplicarea metodei la rezolvarea PL pentru alte domenii

canonice ale sistemului de coordonate: polar, cilindric, sferic, curbliniu etc. Pentru

aceasta trebuie să fie deduse formulele structurale pentru fiecare sistem de coordonate;

2. Lărgirea arsenalului cu noi solut, ii integrale ale FPTG obt, inute la rezolvarea PL, care până

ı̂n prezent nu au fost deduse, atât pentru domeniile canonice ale sistemului de coordonate

cartezian, cât s, i polar, cilindric, sferic, curbliniu etc.;

3. Obt, inerea solut, iilor integrale pentru PL particulare s, i aplicarea lor ı̂n diverse domenii ale

teoriei termoelasticităt, ii;

4. Folosirea solut, iilor obt, inute ı̂n rezolvarea PL din domeniul termoelasticităt, ii cuplate.
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[3] Cret,u I. Construirea funct, iei Green ı̂n bandă cu condit, ii de limită de tip Neumann.
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Chişinău, 2014, vol II, p. 210-215.
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ANEXE
În anexe, sunt reflectate doar rezultatele finale ı̂ntr-o formă restrânsă ale funct, iilor de

influent, ă pentru deplasările termoelastice Ui(x, ξ), tensiunile termice σij(x, ξ) s, i ale dilatării

de volum Θ(x, ξ), obt, inute ı̂n această lucrare.

Anexa A. Fâs, ia
Condit, iile de limită pentru laturile marginale ale fâs, iei Γ20(−∞ < y1 < ∞; y2 = 0) s, i

Γ21(−∞ < y1 <∞; y2 = a2):

U1(x, y) = 0, σ22(x, y) = 0, GT (y, ξ) = 0; x, ξ ∈ V ; y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20,

U1(x, y) = 0, σ22(x, y) = 0, GT (y, ξ) = 0; x, ξ ∈ V ; y ≡ (y1, a2) ∈ Γ21.
(A.1)

U1(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)
(ξ1 − x1)GT (x, ξ); (A.2)

U2(x, ξ) =
γ

2(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)

∫
∂GT (x, ξ)

∂ξ2

dξ1 −
∫∫

∂GT (x, ξ)

∂ξ2

d2ξ2
1

]
; (A.3)

σ11(x, ξ) =
µγ

4π(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ1

− 1

]
ln
E2

E
; (A.4)

σ22(x, ξ) = − µγ

4π(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ1

+ 1

]
ln
E2

E
; (A.5)

σ12(x, ξ) =
µγ

4π(λ+ 2µ)
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ2

ln
E2

E
; (A.6)

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ
GT (x, ξ); (A.7)

GT =
1

4π
ln
E2

E
; (A.8)

E = 1− 2e

π

a2

(x1−ξ1)

cos
π

a2

(x2 − ξ2) + e

2π

a2

(x1−ξ1)

; (A.9)

E2 = 1− 2e

π

a2

(x1−ξ1)

cos
π

a2

(x2 + ξ2) + e

2π

a2

(x1−ξ1)

. (A.10)
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Anexa B. Pătrimea de plan

Condit, iile de limită pentru laturile marginale ale pătrimii de plan Γ10(y1 = 0; 0 ≤ y2 <∞)

s, i Γ20(0 ≤ y1 <∞; y2 = 0):

σ11(x, y) = σ12(x, y) = 0; x ∈ P ;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (0, y2) ∈ Γ10;

σ22(x, y) = 0;U1(x, y) = 0; x ∈ P ;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (y1, 0) ∈ Γ20.
(B.1)

U1(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(x1 + ξ1) ln

r1

r12

+ (x1 − ξ1) ln
r

r2

+2x1

(
µ

λ+ µ
+ ξ1

∂

∂x1

)
ln
r1

r12

]
; (B.2)

U2(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(x2 + ξ2) ln(r1r2) + (x2 − ξ2) ln(rr12)− 2

(
x1ξ1

∂

∂ξ2

+ ξ2

)
ln
r1

r12

+ 2
∂

∂ξ2

(∫
ξ1 ln

r1

r12

dξ1 −
µ

λ+ µ
x1

∫
ln
r1

r12

dξ1

)]
; (B.3)

σ11(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

(
ln
rr12

r1r2

+ (x1 + ξ1)
∂

∂ξ1

ln
r1

r12

+(x1 − ξ1)
∂

∂ξ1

ln
r

r2

− 2x1ξ1
∂2

∂ξ2
1

ln
r1

r12

)
; (B.4)

σ22(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

(
ln
rr12

r1r2

+ (x2 + ξ2)
∂

∂ξ2

ln(r12r2)

+(x2 − ξ2)
∂

∂ξ2

ln(rr1)− 2x1ξ1
∂2

∂ξ2
2

ln
r1

r12

+ 2(x1 − ξ1)
∂

∂ξ1

ln
r1

r12

)
; (B.5)

σ12(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

(
(x1 − ξ1)

∂

∂ξ2

ln
rr12

r2r1

+ (x2 + ξ2)
∂

∂ξ2

ln(r12r2)

+(x2 − ξ2)
∂

∂ξ2

ln(rr1) + 2ξ1
∂

∂ξ2

ln
r1

r12

− 4x1ξ1
∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

ln
r1

r12

)
; (B.6)

Θ(x, ξ) =
γ

4π(λ+ 2µ)

(
ln
r1r2

rr12

+
2µ

λ+ µ
x1

∂

∂x1

ln
r1

r12

)
; (B.7)

r = (x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2; r1 = (x1 + ξ1)2 + (x2 − ξ2)2; (B.8)

r2 = (x1 − ξ1)2 + (x2 + ξ2)2; r12 = (x1 + ξ1)2 + (x2 + ξ2)2. (B.9)
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Anexa C. Pana sferică

Condit, iile de limită pentru semiplanurile marginale ale panei sferice Γϕ0(ϕ = 0; 0 ≤ β ≤ π;

0 ≤ r <∞) s, i Γϕα(ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞):

U (q)
ϕ (r, 0, β) = 0; σ

(q)
ϕβ(r, 0, β) = σ(q)

ϕr (r, 0, β) = 0; (r, 0, β) ∈ Γϕ0;

σ(q)
ϕϕ(r, α, β) = 0;U

(q)
β (r, α, β) = U (q)

r (r, α, β) = 0; (r, 0, β) ∈ Γϕα,
(C.1)

∇2T (M) = −a−1F (M);M ≡ (r, ϕ, β) ∈ V ;

∂T (r, 0, β)/∂nΓϕ0 = a−1S0(r, 0, β);ϕ = 0; (C.2)

T (r, α, β) = f(r, α, β);ϕ = α; 0 ≤ β ≤ π; 0 ≤ r <∞.

Uq(M,N) = −mL(q)
N

n−1∑
k=0

(−1)(k) (Rk(M ; ρ, ψ, ϑ) +Rkψ(M ; ρ, ψ, ϑ)) ; (C.3)

Θ(q) = −(λ+ 2µ)−1L
(q)
N G; (C.4)

m =
γ

8π(λ+ 2µ)
; (C.5)

L
(q)
N = δqρ

∂

∂ρ
+

δqψ
ρ sinϑ

∂

∂ψ
+
δqϑ
ρ

∂

∂ϑ
; (C.6)

G = (4π)−1

n−1∑
k=0

(−1)(k)(R−1
k +R−1

kψ); (C.7)

Rk =
√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ− ωk); (C.8)

Rkψ =
√
r2 + ρ2 − 2rρ cos(φ+ ωk); (C.9)

cos(φ− ωk) = sin β sinϑ cos(ϕ− ψ − 2kπ/n) + cos β cosϑ; (C.10)

cos(φ+ ωk) = sin β sinϑ cos(ϕ+ ψ − 2kπ/n) + cos β cosϑ. (C.11)
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Anexa D. Semispat, iul

Condit, iile de limită pentru planul marginal Γ10(y1 = 0;−∞ < y2, y3 <∞):

U1(x, y) = U2(x, y) = U3(x, y) = 0; x ∈ S;GT (y, ξ) = 0; y ≡ (0, y2, y3) ∈ Γ10. (D.1)

U1(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(ξ1 − x1)(R−1 −R−1

1 )− 2x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ1

R−1
1

]
; (D.2)

U2(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(ξ2 − x2)(R−1 −R−1

1 )− 2x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ2

R−1
1

]
; (D.3)

U3(x, ξ) =
γ

8π(λ+ 2µ)

[
(ξ3 − x3)(R−1 −R−1

1 )− 2x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ3

R−1
1

]
; (D.4)

σ11(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

{[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ1

− 1

]
R−1 −

(
ξ1

∂

∂ξ1

− 1

)
R−1

1

+2x1B
−1 ∂

∂ξ1

R−1

(
1− 2ξ1

∂

∂ξ1

R−1
1

)}
; (D.5)

σ12(x, ξ) =
γµ

8π(λ+ 2µ)

{[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ2

+ (ξ2 − x2)
∂

∂ξ1

] (
R−1 −R−1

1

)

−4x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ1

∂

∂ξ2

R−1
1

}
; (D.6)

σ22(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

{[
(ξ2 − x2)

∂

∂ξ2

− 1

] (
R−1 −R−1

1

)

+2x1B
−1

(
λ

λ+ µ

∂

∂ξ1

R−1
1 − ξ1

∂2

∂ξ2
2

R−1
1

)}
; (D.7)

σ23(x, ξ) =
γµ

8π(λ+ 2µ)

{[
(ξ2 − x2)

∂

∂ξ3

+ (ξ3 − x3)
∂

∂ξ2

] (
R−1 −R−1

1

)

−4x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ2

∂

∂ξ3

R−1
1

}
; (D.8)

σ33(x, ξ) =
γµ

4π(λ+ 2µ)

{[
(ξ3 − x3)

∂

∂ξ3

− 1

] (
R−1 −R−1

1

)
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+2x1B
−1

(
λ

λ+ µ

∂

∂ξ1

R−1
1 − ξ1

∂2

∂ξ2
3

R−1
1

)}
; (D.9)

σ13(x, ξ) =
γµ

8π(λ+ 2µ)

{[
(ξ1 − x1)

∂

∂ξ3

+ (ξ3 − x3)
∂

∂ξ1

] (
R−1 −R−1

1

)

−4x1ξ1B
−1 ∂

∂ξ1

∂

∂ξ3

R−1
1

}
; (D.10)

Θ(x, ξ) =
γ

λ+ 2µ

(
GT (x, ξ) +

2µ

λ+ µ
B−1x1

∂

∂x1

WT (x, ξ)

)
; (D.11)

GT =
1

4π
(R−1 −R−1

1 ); (D.12)

WT (x, ξ) =
1

4π
(R−1

1 ); (D.13)

R =
√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2; (D.14)

R1 =
√

(x1 + ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2; (D.15)

B =
λ+ 3µ

λ+ µ
. (D.16)
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structurilor.

Activitatea profesională:
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(ISI), Transylvanian Journal of Mathematics and Mechanics, Meridian Ingineresc;

- 7 articole s,tiint, ifice ı̂n culegeri internat, ionale s, i nat, ionale, cu participarea la toate conferint,ele

s, i simpozioanele.
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