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Abstract: An algorithm of synthesis of astatic systems in states space with maximal stability degree for 
control of models’objects with inertia and astatism is proposed in this paper. In particular, an astatic system 
in states space for control of model’s object with third order inertia and astatism is designed in conformity of 
this method. 

 
Cuvinte-cheie: sistem astatic, spaţiul stărilor, ecuaţie vectorial-matricială, vectorul reacţiei după stare, 

sinteza sistemelor, grad maximal de stabilitate. 
 

1. Introducere 
 
Descrierea sistemelor automate prin formalismul intrare-stare-ieşire permite modificarea în mod dorit a 

dinamicii sistemelor proiectate prin impunerea valorilor proprii ale matricei de stare a sistemului. Însă 
alegerea valorilor proprii este o problemă destul de dificilă care de obicei se soluţionează prin următoarele 
metode [1]: 

 Metoda polilor dominanţi. În cazul acestei metode sinteza dinamicii sistemelor de ordinul doi cu 
ajutorul valorilor proprii este simplă, iar pentru sistemele de ordin superior acest lucru este îngreunat 
de dificultăţile care apar la alocarea polilor sistemului, care ar asigura nişte indici de performanţă 
impuşi. 

 Metoda conducerii optimale permite impunerea polilor cu ajutorul unei funcţii obiectiv care 
stabileşte legătura dintre eroarea semnalului şi consumul energetic al semnalului de conducere. 

În [2] a fost elaborat un algoritm de sinteză a sistemelor dinamice, în reprezentarea intrare-stare-ieşire, 
prin intermediul căruia se impune sistemului proiectat o dinamică care-i asigură un grad maximal de 
stabilitate. 

În lucrarea dată se propune o metodă de sinteză a sistemelor astatice în spaţiul stărilor pentru modele de 
obiecte cu inerţie şi astatism, care permite de a determina şi impune anume acele valori proprii ale matricei 
de stare, care asigură gradul maximal de stabilitate al sistemului proiectat. 
 În cazul în care se pune problema urmăririi unui semnal, la sinteza controlerului este necesară impunerea 
unor indici de performanţă care se referă la dinamica erorii sistemului (faţă de semnalul de referinţă impus). 

Atunci când obiectul reglat conţine astatism, eroarea staţionară la semnalul treaptă este nulă. Schema 
structurală a sistemului astatic în spaţiul stărilor în cazul unui astfel de obiect este prezintată în figura 1 [1]. 
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Fig.1. Schema structurală a sistemelor astatice în spaţiul stărilor. 
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În conformitate cu schema din figura 1, ecuaţia vectorial-matricială a sistemului se transformă astfel: 
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unde [ ]110 −= nkkkk L   

Pe baza relaţiei (1) se obţine un sistem cu o dinamică a erorii determinată de alegerea convenabilă a 
valorilor proprii ale matricei BKA −  şi care are în final eroarea staţionară zero. În plus semnalul de 
comandă staţionar este şi el nul: 

[ ] [ ] ( ) ( )( ) ( ) .0)()()()( 1032121 =∞⇒∞−∞+∞∞∞⋅−=∞ − uxrkxxxkkku T
nn KK                 (2) 

 
2. Algoritmul de sinteză a sistemelor astatice în spaţiul stărilor cu grad maximal de stabilitate  
      pentru modele de obiecte cu inerţie şi astatism 

 
Algoritmul presupune parcurgerea următorilor paşi. 

1. Se obţine ecuaţia diferenţială normalizată a sistemului cu parametrii cunoscuţi 
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(3) 2. Se determină ecuaţia diferenţială în formă vectorial-matricială în realizarea standard controlabilă: 
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3. Verificarea controlabilităţii nbAAbbrangrangU n == − ]...,,,[ 1 . 
a. În cazul în care condiţia este îndeplinită sistemul este controlabil şi se poate trece la etapa următoare. 
b. În caz contrar sistemul nu poate fi condus cu ajutorul acestui algoritm. 

4. Se proiectează structura regulatorului după următoarea expresie: 
 ε032121 ]...,,,[]...,,,[)( kxxxkkktu T

nn +⋅−= − ,                                               (5) 
unde )( yr −=ε , r  şi y  sunt mărimile de referinţă şi de ieşire respectiv. 
5. Se obţine polinomul caracteristic al matricei A: 
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6. Se determină ecuaţia caracteristică dorită şi gradul maximal de stabilitate, în conformitate cu criteriul 
gradului maximal de stabilitate. 
• Utilizând substituţia Jjs kk −±= ω , ecuaţia caracteristică obţinută la pasul 5 se descompune în n  

factori liniari şi se aduce la forma 
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unde J  este gradul maximal de stabilitate al sistemului; z  - numărul perechilor de rădăcini complexe; r  -  
numărul de rădăcini reale; rzn += 2  - gradul ecuaţiei caracteristice a sistemului proiectat. 

• Din egalitatea 
0),,(),( 1101 ==− kkn Jqaa ωωα ,                          (8) 

după unele transformări, obţinem expresia pentru determinarea gradului maximal de stabilitate J al 
sistemului proiectat 

 ),,( 10 −= naafJ                      
(9) unde ia  - parametrii funcţiei de transfer a modelului obiectului reglat. 

7. În conformitate cu coeficienţii ecuaţiilor caracteristice )(scϕ , )(sAϕ  şi formulele 
)1(...,,1,;/)( 0000 −=−=−= niqkqk iii αβα                  

(10) 
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se determină componentele vectorului de reacţie. 
Variind partea imaginară a rădăcinilor complexe kω  sau gradul de stabilitate J  putem să impunem sau să 
optimizăm performanţele procesului indicial al sistemului dinamic proiectat: suprareglajul σ , gradul de 
amortizare ψ  sau durata regimului tranzitoriu tt . 
 
3. Sinteza sistemelor astatice în spaţiul stărilor pentru modele de obiecte cu inerţie şi astatism 
 

Fie că se dă funcţia de transfer a modelului obiectului de reglare cu inerţie de ordinul trei şi astatism: 
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unde: a0=T1T2T3; a1= T1T2+ T1T3+ T2T3; a1= T1+T2+T3 a3=1;a4=0. 
 

1. Se obţine funcţia de transfer a SRA normalizată:  
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2. Se determină ecuaţia diferenţială sub formă vectorial-matricială în realizarea standard controlabilă: 
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3. Verificăm controlabilitatea sistemului  

 
 [ ] 432 == bAbAbAbrangrangU ,                                                                                                   (14) 
deci sistemul este controlabil. 
 

4. Se proiectează structura regulatorului 
 
 ε0432321 ],,[],,[)( kxxxkkktu T +⋅−= ,                                              (15) 

 
unde )( yr −=ε , r  şi y  sunt mărimile de referinţă şi de ieşire respectiv. 
 

5. Se obţine polinomul caracteristic al matricei A: 

 .)( 01
2

2
3

3
4 ααααϕ ++++= sssssA                                              (16) 

 
6. Se determină ecuaţia caracteristică dorită şi gradul maximal de stabilitate, în conformitate cu criteriul 

gradului maximal de stabilitate: 
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7.  În conformitate cu coeficienţii ecuaţiilor caracteristice )(scϕ , )(sAϕ  şi formulele 

  
)1(...,,1,;/)( 0000 −=−=−= niqkqk iii αβα                                                                                       (19) 

 
se determină expresiile pentru calculul vectorului de reacţie: 
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4. Studii de caz şi simulare pe calculator 

 
Presupunem că pentru automatizarea proceselor tehnologice, modelul matematic al obiectului condus 

este prezentat prin intermediul modelului obiectului cu inerţie de gradul trei şi astatism: 
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unde k - factorul de amplificare; 321 ,, TTT - constantele temporale ale obiectului. Pentru exemplificare, vom 
considera că parametrii modelului obiectului (21) obţin următoarele valori numerice: 

.2;5,1;7,0;5 321 ==== TTTk  
Se cere de a realiza sinteza unui SRA în spaţiul stărilor, ce include modelul obiectului condus (21), 

utilizând algoritmul de sinteză a sistemelor astatice în spaţiul stărilor cu grad maximal de stabilitate pentru 
obiecte cu inerţie şi astatism. 
Luând în consideraţie parametrii funcţiei de transfer, obţinem:  
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.0;1;2,4;45,5;1,2: unde 43321232312113210 ===++==++=== aaTTTaTTTTTTaTTTa  

Funcţia de transfer normalizată după 0a : 
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Ecuaţia în formă vectorial-matricială a sistemului proiectat în realizarea standard controlabilă are următoarea 
formă: 
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Verificăm controlabilitatea sistemului  

 [ ] 432 == bAbAbAbrangrangU , deci sistemul este controlabil. 
 
Utilizând expresiile (18) şi (20) calculăm gradul maximal de stabilitate şi coeficienţii vectorului de reacţie 

(pentru 0,0 21 == ωω ). 
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În conformitate cu calculele efectuate şi modelul matematic al sistemului în formă vectorial-matricială 

elaborăm schema bloc structurală şi efectuaăm simularea în pachetul de programe KOPRAS. 
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Fig.2.  Schema bloc structurală a SRA în spaţiul stărilor. 

Pentru a putea aprecia rezultatele obţinute în urma sintezei SRA în spaţiul stărilor cu grad maximal de 
stabilitate, pentru comparaţie, vom utiliza metodele Ziegler-Nichols şi optimizării parametrice. Rezultatele 
calculelor sunt prezentate mai jos: 

 Metoda Ziegler-Nichols: .0701,0=pk  

y r 



83 
 

 Metoda optimizării parametrice: .0467,0=pk  
     Pentru analiza performanţelor SRA sintetizat după metodele nominalizate mai sus, s-au efectuat simulări 
pe calculator a SRA utilizînd pachetul de programe KOPRAS. Rezultatele simulării sunt prezentate în figura 
3. Numerotarea curbelor proceselor tranzitorii este următoarea: 1 - algoritmul de sinteză a sistemelor astatice 
în spaţiul stărilor cu grad maximal de stabilitate pentru obiecte astatice, 2 - optimizarea parametrică,  
3 - Ziegler-Nichols. 
 

 
Fig. 3  Procese tranzitorii ale sistemului automat. 

 
5. Concluzii 
 

În lucrarea dată se propune un algoritm de sinteză a sistemelor astatice în spaţiul stărilor, care permite de a 
determina şi impune anume acele valori proprii ale matricei de stare, care asigură gradul maximal de 
stabilitate al sistemului proiectat. 

Totodată variind partea imaginară a rădăcinilor complexe kω  sau gradul de stabilitate J  putem să 
impunem sau să optimizăm performanţele procesului indicial al sistemului dinamic proiectat. 

Metoda de proiectare propusă este o metodă simplă, iar datorită faptului că sistemul este prezentat în formă 
vectorial-matricială, algoritmul elaborat este uşor de implementat sub formă de programe pe calculator. 
Efectuând o analiză a rezultatelor simulării pe calculator a sistemului proiectat în conformitate cu metoda 
propusă şi, pentru comparaţie, cu metodele Ziegler-Nichols şi Optimizării Parametrice, observăm că sistemul 
sintetizat în baza criteriului gradului maximal de stabilitate posedă performanţe mai ridicate în ceea ce 
priveşte stabilitatea, suprareglajul şi durata regimului tranzitoriu.  
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