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Abstract: [n lucrare sunt prezentate cdteva tipuri de probleme, in rezolvarea cdrora se aplicd produse ale
vectorilor (scalar, vectorial, mixt). Acestea sunt: calcularea distantei dintre doud drepte necoplanare, determinarea
distantei de la un punct pdna la un plan. De asemenea, este elaborata o metoda de calculare a distantei dintre doud
puncte pe suprafata globului pamdntesc, cunoscdnd doar coordonatele lor geografice si utilizdnd coordonatele sferice.

Cuvinte cheie: Produsul scalar, vectorial si mixt; coordonate sferice, coordonate geografice.

Vectorii joacd un rol important in geometria analitica. Produsele lor (scalar, vectorial si mixt) [1], se
folosesc cu succes atat in rezolvarea problemelor teoretice, cét si a celor practice. In lucrare se arati cum pot
fi aplicate produsele vectorilor in rezolvarea urmatoarelor probleme:

1) calcularea distantei dintre un punct si un plan;

2) calcularea distantei dintre doua drepte necoplanare;

3) calcularea momentului fortei,

4) calcularea distantei dintre doua puncte pe o suprafata sferica (pe suprafata Pamantului).

1. Distanta dintre un punct si un plan.

Aceasta se defineste ca lungimea perpendicularei, trasate din punct la plan. Fie date punctul Mo(Xo, Yo,
Zo) si planul m, determinat de ecuatia ax+by+cz+d = 0. De asemenea, fie Mo M, unde M (X, y, z) € m,
perpendiculara la plan de lungime h (Fig. 1).

Vectorul normal n = (a, b, ¢) si vectorul W = (X —Xo, ¥ — Yo, Z— Zo) sunt coliniari; unghiul ¢ dintre ei
poate fi 0° sau 180°. Produsul lor scalar se calculeazi in doud moduri.

a) Conform definitiei, 7i- MoM= |7i|-h-cos ¢, de unde |7i-MyM| = [7]-h.

b) n coordonate, -W =a(X —Xo) + b(y — Yo) + ¢(z — 20). Aceasta expresie se aduce la forma
(ax + by + cz + d) — (axo + byo +Czo + d). Cum Mo(X, Y, 2) € &, rezultd ax + by + ¢z + d = 0. Prin urmare, n
W = — (axo + byo +czo+ d), de unde |n - W| = |axo + byo + czo + d|. Comparand valorile pentru |n -
M, M|, obtinute in punctele a) si b), se obtine || - h = |axo + byo + ¢zo + d|. Cum |77] =VaZ + b2 + 2, se obtine
definitiv,

h= laxg+bxg+cxg+d| (1)

vaZ+bZ+c?

2. Distanta dintre doua drepte necoplanare.

Prin aceasta se intelege lungimea segmentului, care este perpendicular
ambelor drepte si are extremitatile pe acestea.

Fiind date ecuatiile unei drepte, deja sunt cunoscute (sau pot fi usor aflate) un
punct al ei si un vector normal.

Fie [, si [, doud drepte, determinate de ecuatiile lor canonice si, echivalent,
de ecuatiile parametrice:

s yeyi 2oz X =at + xq,
(ly): a1= blzcl‘:)y:bﬂ"‘)’p
! ! ! zZ =it + 7;.

ety ey,  2-2 X = azt + xy,
(lz)3a2= bZZCZ@y=b2t+y2,
z 2 2 Z=C2t+x2.

Dreapta [; contine punctul Mi(X1, Y1, Z1) si are vectorul director m; = (as, by, €1). Dreapta (1,): contine
punctul Mz(x2, y2, 22) si are vectorul director m,= (az, b2, C2).

Metoda 1. Folosirea produsului scalar. Pe dreptele date exista cate un punct A; € [ si A; € [, astfel,
incat segmentul AjA; este perpendiculara comuna a dreptelor date. Lungimea acestui segment este exact
distanta dintre drepte. Punctele A; si Az pot fi aflate in modul urmator.
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1) Fie As(ast+ Xq, bit+ ys, Cit+ 1) si A2(azp+ X2, bop+ yo, Cop+ 22) cu parametrii t si p nedeterminati.
2) Se determina coordonatele vectorului m .
3) Cum m 1mgsi m 1 m,, se obtine, in coordonate, un sistem de ecuatii liniare m ‘m;=0
si 4,4, - ™5 = 0, cu necunoscutele t si p.
4) Rezolvand sistemul, se determina parametrii t si p, deci si punctele Az, As.
5) Se afld modulul vectorului m care si este distanta dintre dreptele [; si [,.
Exemplul 1. Folosind algoritmul expus, se va determina distanta dintre dreptele necoplanare [;

si [, determinate de ecuatiile lor canonice:
x+4 y-2 z-7 . x=2 y+6 z+13
L) —=—=—7 s5i(h)  —=—7]—= .
(L) =222 i) = o2

Se considera punctele A1(3t —4, -2t +23t+7) €l; siA(p+2,2p—6,—p—13) € L,. Pentru
ele, 4,4, = (p — 3t + 6,2p + 2t — 8, —p — 3t — 20) . Egaland cu 0 produsele scalare 7i; - 4,4, si 7,4, 45,
se obtine sistemul de ecuatii 2p + 11t + 13 = 0, 3p + 2t + 5 =0 cu solutia p = t = —1. Cu aceste valori ale
parametrilor se afla Ai(—7, 4, 4) si Ax(1, —8, —12). In final, A1 A, = 4+/29 , care si este distanta dintre dreptele
date.
Metoda 2. Folosirea produsului vectorial. Se va considera un plan, care contine dreapta [, si este paralela
dreptei [, (Fig. 2).
1) Vectorii m; si m, se plaseaza cu originea in My. Acesti vectori determinaa un plan 7.
2) Tn calitate de vector normal al acestui plan se ia produsul vectorial 71 = My x M.
3) Se alcatuieste ecuatia planului « ca ecuatia planului, ce trece prin punctul dat My, perpendicular vectorului
dat 7.
4) Se calculeaza distanta de la punctul dat My pana la planul &, care si este distanta dintre dreptele I;si [,.

A M,
mn
e
mi lo my
Z\M ms Iy M, z
" ﬁLQ
Fig. 2 Fig. 3

Exemplul 2. Aplicand aceastd metoda, se va determina distanta dintre dreptele necoplanare

() 2=22_2 g (). L= =22

4 -3 1 ° -2 9 2

Pentru aceste drepte, M1(9, =2, 0), Mx(0, =7, 2), m; = (4, =3, 1), m; = (-2, 9, 2). Un vector normal al
planului & este 1 = My Xm, = (—15,—10, 30), iar ecuatia planului devine 3x + 2y — 6z + 2 = 0.

Distanta d dintre drepte este distanta de la punctul M; pana la planul «; se obtine d = 7.

Metoda 3. Folosirea produsului mixt. Se considerd piramida, construitd pe vectorii m;, M,
si m = MM, cu originea comuna M (Fig. 3). Volumul acestei piramide se calculeaza prin doud metode.
1) Folosind produsul mixt, se obtine V = 61 - [m; m, m].
2) Folosind produsul vectorial, se afld aria bazei, A = 21 - [m; X m,|.
3) Notand cu h naltimea piramidei, trasate din My, se scrie V = 61fm; x m5| - h. Evident, h este exact
distanta dintre drepte.
4) Din egalitatea - - [y 7z | = 61fi7r; X 775 - h se afla
_ |my my m|
h= e 2
Exemplul 3. Folosind metoda expusa, se va afla distanta dintre dreptele necoplanare
(L) ix=2t—4,y=-t+4,z=-2t—-1 si (L) :x=4t—-5y=-3t+5 z=-5t+5.
Acum My(—4, 4, 1), Mo(-5, 5, 5), my = (2, -1, —=2), m; = (4, =3, =5). Se determina: vectorul m = M M,=
=(1, —1, —6); produsul vectorial m; x m, = (1, 2, —2) cu [m; x m,| = 3; podusul mixt m; m, m = 9. Conform
_ o
===
Exemplul 4. Sa se afle distanta dintre diagonala cubului cu muchia 1 si diagonala unei fete, care nu
intersecteaza diagonala cubului.

formulei (1), se afld distanta dintre drepte: d
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Se introduce un sistem de coordonate OXYZ cu originea intr-un varf L 7
al cubului si cu axele, luate in directiile celor trei muchii, ce pornesc din acest A
varf (Fig. 4). Se determind coordonatele extremitatilor celor doua diagonale:
0(0,0,0), A(1, 1, 1), B(0,0, 1), C(1, 0, 0). B
1) Pe diagonala OA se considera punctul O(0, 0, 0) si vectorul director m; 1
=04=(11,1). .
2) Pe diagonala BC se considera punctul B(0, 0, 1) si vectorul director m; ) X
=BC=(1,0,-1). C
In aceste conditii, al treilea vector va fi m = 0B = 0,0, 1). S«
calculeaza produsele vectorilor: Y 1 Fie. 4 0
i j ok 11 1 16
mxm,=(1 1 1[=(1,2-1); mm;,m=[|1 0 —-1|=-1
1 0 -1 0 0 1
Conform formulei (2), se afla distanta ceruta:
g mmm |-1] _1

[ty x 7z | J(—D)2422+(-1)2 V6

Remarca. Distanta dintre doud drepte necoplanare mai poate fi calculatd si cu ajutorul metodelor
analizei matematice. Aceastd metoda consta in urmatoarele. Se considera dreptele l; si [, , determinate de
ecuatiile parametrice, asa cum s-a procedat la punctul 2, Metoda 1. Se iau punctele Ay € [; si A2 € [, cu
coordonatele, exprimate prin parametrii t, respectiv, p. Se calculeaza lungimea segmentului A:A;, care devine
o functie de variabilele t si p. Egaland cu zero derivatele partiale ale acestei functii, se obtine un sistem de
ecuatii liniare, din care se afld un singur punct critic. Din considerente geometrice e clar, ca functia poate avea
doar minim. Cu punctul critic aflat se determina coordonatele punctelor A; si Az, apoi si lungimea segmentului
A1A, adica distanta dintre dreptele date.

3. Calcularea momentului fortei in raport cu un punct.

In fizica, momentul fortei se foloseste adeseori. Daca forta F actioneaza asupra unui punct M, atunci
momentul ei M, Tn raport cu un punct arbitrar O este exact produsul vectorial M, = OMxFE (Fig. 5). Tn acest
caz, vectorul M, este perpendicular planului, determinat de vectorul F si punctul O.

De exemplu, dacé forta F se aplica punctului A(—1, —2, 2), atunci momentul ei 1n raport cu originea de
coordonate va fi vectorul

—_— —_ > i j k
My = OMxF =(-1,-2,2) x (4,-2,3)=|-1 —2 2|=(=2, 11, 10).
4 -2 3

Mirimea i, My = /(—2)? + 112 + 102 =5,

In stransa legatura cu momentul fortei fatd de un punct este si momentul fortei fatd de o axa. Acesta este
proiectia vectorului m pe axa, determinati de un vector arbitrar @. In particular, momentele fortei in raport cu
axele de coordonate OX, OY, OZ vor fi exact coordonatele vectorului M_'0 Tn exemplul precedent,

_—

Moy =2, M,, =11, M,,=10.

—

4. Distanta dintre doua puncte pe suprafata sferica. Mo
In afara de coordonatele carteziene ale punctului din spatiu se mai folosesc si 0

coordonatele sferice. Fie M(X, y, z) un punct arbitrar in sistemul cartezian si P M

proiectia lui pe planul XOY . Pozitia punctului M poate fi determinatasi de alte trei 7

numere: p, 0 si ¢. In acest caz, p = OM, 6 este unghiul dintre segmentul OP si axa
OX, iar @ este unghiul dintre OM si planul XOY (Fig. 6). Numerele p, 0, ¢ constituie

coordonatele sferice ale punctului M: M(p, 6, ¢). Legatura dintre coordonatele Fig.5
carteziene si cele sferice se stabileste fara vre-o dificultate:
X=pcos ¢ cos b,y=pcos@sin b, z=p sin ¢. 3

Se stie, ca suprafata Pamantului nu este o sferd perfectd, ci e turtitd la poli. Vom admite, totusi, ca
Pamantul este o sfera perfecta cu raza R = 6367 km - greselile obtinute vor fi total nesemnificative. Vom
considera, ca sistemul cartezian XQOY are originea in centrul Pamantului, iar axa OZ este orientata spre polul
nord. Atunci intersectia planului de coordonate XOY cu suprafata Pamantului va coincide cu ecuatorul. Axa
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OX va fi orientatad spre punctul de intersectie a ecuatorului cu meridianul Greenwich. Acest meridian a fost
ales ca meridian 0 in anul 1884 la o conferinta internationala a geografilor. Oricare punct de pe suprafata
Pamantului este determinat de doud coordonate 9 si ¢, a treia coordonata fiind constantd: p = R = 6367 km.
Valorile lui 6 se vor depune de la meridianul 0: cu semnul plus spre est (longitudinea estica) si cu semnul
minus spre vest (longitudinea vesticd). Astfel, —180° < 6 < 180°. Valorile unghiului ¢ se vor depune de la
ecuator: cu semnul plus spre nord (latitudinea nordicd) si cu semnul minus spre sud (latitudinea sudica). Prin
urmare, —90° < ¢ < 90°.

| YA
M 7,
P
Mo
@) d Jy_
Y
f O Y
y P
X
Fig. 6 Fig. 7

Pentru oricare doua puncte de pe suprafata sferica, distanta cea mai scurtd nu este lungimea segmentului
ce le uneste, ci lungimea celui mai mic arc, situat pe cercul de intersectie a suprafetei sferice cu planul, care
trece prin cele doud puncte si prin centrul Pamantului. In continuare, se va expune o metoda de calculare a
acestei distante, folosind produsul scalar a doi vectori.

Fie Ma(p, 01, @1) si Ma(p, 02, @2) doud puncte arbitrare pe suprafata sferei (Fig. 7). Conform formulelor
(3) se afla coordonatele lor carteziene; fie M1(X1, Y1, Z1), M2(X2, V2, Z2). Se examineaza apoi vectorii @ = 0—Ml)
= (X1, Y1, 1) si b = OM;, = (X2, Y2, Z5) cu produsul scalar @ - b = XiXz + Y1y2 + z122. In acelasi timp, daca y este
unghiul dintre vectorii @ si b, se afld @ -b = R? cos y. Din cele doui expresii pentru @ - b se afld unghiul y (in
radiani), apoi si lungimea arcului, M1M; = yR, adica exact distanta pe sferd dintre punctele My si Ma.

In calitate de exemplu, s-au luat punctele My (R, 28°55’, 47°) - orasul Chisinau si punctul, care reprezinta
orasul Paris: M2(R, 2°21'03", 48°51'24""). Pentru unghiul y s-a aflat valoarea 0,310765, apoi si distanta dintre
aceste orase, egala cu 1985 km. Acest rezultat este In deplina concordantd cu distanta exactd dintre aceste
orase, care, conform [2], este egala cu 1977,82 km. Analog, s-au aflat distan
tele dintre Chisinau si Roma (1417 km), dintre Chisinau si Washington (7995 km). Si in aceste cazuri erorile
sunt total nesemnificative.
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