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ADNOTARE 

Galbinean Sergiu 

Calculul plăcilor prin metoda elementelor de frontieră bazată pe soluții discontinue 

Teză de doctor în științe tehnice 

Chișinău, 2024 

Structura tezei:  este compusă din introducere, trei capitole, concluzii generale, recomandări, 

bibliografie  din 158 de titluri, 3 anexe, 120 de pagini de text de bază, 128 de figuri, 12 tabele. 

Rezultatele obținute sunt publicate în 8 lucrări științifice. 

Cuvinte-cheie: plăci, metoda elementelor de frontieră, soluții discontinue, funcții Green. 

Scopul lucrării: constă în obţinerea şi aplicarea soluţiilor discontinue în metoda elementelor de 

frontieră pentru calculul plăcilor plane. 

Obiectivele cercetării: obținerea soluţiilor discontinue la calculul plăcilor plane cu diferite 

moduri de rezemare, încărcări, defecte etc.; rezolvarea integralelor de frontieră; implementarea 

numerică a soluţiilor discontinue; elaborarea programelor de calcul; validarea aplicativă a metodei 

propuse. 

Noutatea și originalitatea științifică: MEFr bazată pe soluţii discontinue reprezintă o abordare 

nouă în mecanica corpului solid. Utilizând soluţiile discontinue pot fi rezolvate probleme pentru 

care metodele existente nu au soluţii sau o exactitate satisfacătoare, cum ar fi: plăci de contur 

arbitrar, prezența defectelor, condiţii mixte la frontieră, probleme de contact, domenii infinite etc. 

Rezultatele obținute care contribuie la soluționarea unei probleme științifice: constă în 

elaborarea și implementarea numerică a soluțiilor discontinue în MEFr, fapt ce a permis la 

rezolvarea unui spectru larg de probleme ale încovoierii plăcilor plane. 

Semnificația teoretică: MEFr bazată pe soluţii discontinue permite de a rezolva nu doar probleme 

ale plăcilor plane, dar poate fi aplicată și pentru alte tipuri de elemente, cum ar fi: plăci curbe, plăci 

în stare de tensiune sau deformație plană, membrane, corpuri tridimensionale etc. 

Valoarea aplicativă: Rezultatele obținute cu ajutorul soluțiilor discontinue au fost validate prin 

compararea cu metodele analitice de calcul și cu MEF. 

Implementarea rezultatelor științifice: Rezultatele cercetărilor au fost aplicate în cadrul 

proiectului de cercetare ştiinţifică cu titlul: „Calculul plăcilor prin metoda elementelor de frontieră 

bazată pe soluţii discontinue”. Director de proiect: Moraru Gh. Perioada de realizare: 2011-2014. 
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АННОТАЦИЯ 

Сергей Галбинян 

Расчет плит методом граничных элементов на основе разрывных решений 

Докторская диссертация по техническим наукам 

Кишинев, 2024 г. 

Структура диссертации: состоит из введения, трех глав, общих выводов, рекомендаций, 

библиографии из 158 наименований, 3 приложений, 120 страниц основного текста, 128 

рисунков, 12 таблиц. Полученные результаты опубликованы в 8 научных статьях. 

Ключевые слова: плиты, метод граничных элементов, разрывные решения, функции 

Грина. 

Цель работы: состоит в получении и применении разрывных решений в методе граничных 

элементов для расчета плоских плит. 

Задачи исследования: получение разрывных решений для расчета плоских пластин с 

различными способами опирания, загружения, дефектами и т. д.; решение граничных 

интегралов; численная реализация разрывных решений; разработка расчетных программ; 

практическое подтверждение предложенного метода. 

Научная новость и оригинальность: МГЭ на основе разрывных решений представляет 

собой новый подход в механике твёрдого тела. С помощью разрывных решений можно 

решать задачи, для которых существующие методы не имеют решений или 

удовлетворительной точности, такие как: плиты произвольного контура, наличие дефектов, 

смешанные краевые условия, контактные задачи, бесконечные области и т.д. 

Полученные результаты которые способствуют решению научной задачи: 

заключаются в разработке и численной реализации разрывных решений в МГЭ, что 

позволило решить широкий спектр задач изгиба плоских пластин. 

Теоретическая значимость: МГЭ на основе разрывных решений позволяет решать не 

только задачи плоских пластин, но также может быть применено и для других типов 

элементов, например: оболочки, пластины в плоской напряжении или деформации, 

мембраны, трёхмерные тела и т.д. 

Прикладное значение: Результаты, полученные с помощью разрывных решений, 

подтверждены сравнением с аналитическими методами расчета и МКЭ. 

Внедрение научных результатов: Результаты исследований были применены в научно-

исследовательском проекте: «Расчет плит методом граничных элементов на основе 

разрывных решений». Руководитель проекта: Морару Г. Срок реализации: 2011-2014 г. 
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ANNOTATION 

Sergiu Galbinean 

Plate analysis with boundary element method based on discontinuous solutions 

Doctoral thesis in technical sciences 

Chisinau, 2024 

Structure of the thesis: it is composed of introduction, three chapters, general conclusions, 

recommendations, bibliography of 158 titles, 3 annexes, 120 pages of basic text, 128 figures, 12 

tables. The obtained results are published in 8 scientific papers. 

Keywords: plate, boundary element method, discontinuous solutions, Green's functions. 

The purpose of the work: consists in obtaining and applying discontinuous solutions in the 

boundary element method for plate analysis. 

Research objectives: to obtain discontinuous solutions for the analysis of plates with different 

support modes; loads, deffects etc.; to solve boundary integrals; the numerical implementation of 

discontinuous solutions; the development of calculation programs; practical validation of the 

proposed method. 

Scientific novelty and originality: BEM based on discontinuous solutions represents a new 

approach in mechanics of solid body. Using the discontinuous solutions, we can solve such 

problems for which the existing methods do not have solutions or a satisfactory accuracy, such as: 

plates of arbitrary shape, presence of defects, mixed boundary conditions, contact problems, 

infinite domains etc. 

The obtained results that contribute to the solution of a scientific problem: consists in the 

development and numerical implementation of discontinuous solutions in BEM, that allowed to 

solve a large spectrum of plate bending problems. 

Theoretical significance: BEM based on discontinuous solutions can solve not only plate bending 

problems, but can also be applied to other types of elements, such as: curved plates, plates in plane 

state of tension or deformation, membranes, three-dimensional bodies etc. 

Applicative value: The obtained result using discontinuous solutions were validated by 

comparing with analytical methods and FEM. 

Implementation of the scientific results: The research results were applied in the scientific 

research project with the title: "Plate analysis with boundary element method based on 

discontinuous solutions". Project manager: Moraru Gh. Implementation period: 2011-2014. 
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INTRODUCERE 

Actualitatea şi importanța problemei abordate 

Plăcile sunt elemente importante ale diferitor structuri de rezistenţă. Aceste elemente se 

regăsesc în  construcţiile  civile, în construcţiile navale, construcţii de aeronave etc. 

Deși teoria de calcul are o istorie de peste 200 de ani, până în prezent nu există metode 

care ar rezolva toate tipurile de probleme întâlnite ale încovoierii plăcilor. Unele soluţii pentru 

plăci dreptunghiulare şi circulare sunt prezentate în serii Fourier slab convergente [124, 156], însă 

acestea nu pot fi utilizate pentru toate modurile de rezemare şi cazurile de încărcare. Odată cu 

dezvoltarea tehnicii computaţionale au fost elaborate metode numerice de calcul. Cele mai 

răspândite sunt: Metoda Diferenţelor Finite (MDF), Metoda Elementelor Finite (MEF) [90, 136] 

şi Metoda Elementelor de Frontieră (MEFr) [2-8, 10, 13-16, 23, 24, 49, 61-64, 74] . 

În ultimul timp este larg răspândită  metoda elementelor finite. Cel mai mare dezavantaj al 

calculului plăcilor prin MEF constă în utilizarea problematică a elementelor finite cu un număr 

sporit de grade de libertate în noduri, care ar putea satisface toate condiţiile la limită posibile. S-a 

constatat că majoritatea programelor MEF nu conţin  elemente finite de placă cu un număr mai 

mare de trei grade de libertate în nod. Dacă sunt utilizate elemente de plăci curbe, numărul de 

grade de libertate se majorează până la șase, însă nu conţin toţi parametrii necesari pentru a 

satisface toate condiţiile de frontieră. De regulă, MEF conduce la rezolvarea unui sistem masiv de 

ecuaţii liniare, ce necesită mult timp, memorie internă şi spaţiu de stocare a datelor în calculator 

pentru rezolvarea lor. Totodată, MEF este ineficientă: la calculul plăcilor cu condiţii mixte la 

limită, a problemelor ce prezintă concentrări de tensiuni, defecte, probleme de contact etc. 

Problemele sunt actuale şi la moment nu au soluții satisfăcătoare.  

Soluţiile propuse în această lucrare exclud dezavantajele enunţate şi oferă noi posibilităţi 

de calcul, eficacitate, precizie şi cheltuieli minime ale resurselor calculatorului. 

Scopul tezei 

Scopul studiului efectuat în această lucrare constă în obţinerea şi aplicarea soluţiilor 

discontinue în metoda elementelor de frontieră pentru calculul plăcilor plane. 

Obiectivele cercetării 

Pentru atingerea scopului propus a fost necesar de a îndeplini următoarele obiective: 

− obținerea soluţiilor discontinue la calculul plăcilor plane cu diferite moduri de 

rezemare,  încărcări, defecte etc., atât în interpretarea clasică,  cât şi ţinând seama 

de deformaţiile din forfecare (teoria Reissner); 

− rezolvarea integralelor de frontieră şi tratarea singularităţilor acestora; 
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− implementarea numerică a soluţiilor discontinue; 

− elaborarea programelor de calcul pentru a rezolva problemele ce se regăsesc în 

practica de proiectare curentă; 

− validarea rezultatelor obținute prin MEFr. 

Ipoteza de cercetare 

Soluțiile prezentate în această lucrare au fost construite pornind de la ipotezele teoriei 

clasice a plăcilor și teoria ce ține cont de deformațiile transversale de forfecare (Teoria Reissner). 

Sinteza metodologiei de cercetare și justificarea metodelor de cercetare alese 

Problemele de încovoiere ale plăcilor plane, abordate în această lucrare, au fost analizate  

folosind metoda indirectă a elementelor de frontieră. Această metodă numerică, relativ nouă, 

poate fi aplicată la rezolvarea unui șir de probleme, pentru care metodele numerice și analitice 

existente nu au soluții sau nu oferă o exactitate satisfăcătoare. În MEFr discretizării este supus 

doar conturul plăcii, iar acest lucru conduce la reducerea dimensiunii sistemului global de ecuații 

față de celelalte metode numerice, totodată MEFr conferă o exactitate mai bună, soluțiile fiind 

continue în interiorul domeniului și numerice la conturul plăcii. 

Aprobarea rezultatelor cercetărilor. 

Rezultatele cercetărilor au fost aplicate în cadrul proiectului de cercetare ştiinţifică cu titlul: „Calculul 

plăcilor prin metoda elementelor de frontieră bazată pe soluţii discontinue”. Director de proiect: Moraru 

Gh. Perioada de realizare: 2011-2014. Deasemenea, rezultatele au fost expuse în 9 lucrări ştiinţifice:  

• reviste din Registrul Naţional al revistelor de profil 

– Galbinean, S. Calculation errors of the plates using finite element method. In: Meridian 

Ingineresc. 2013, nr. 2, pp. 64-66. ISSN 1683-853X. 

– Galbinean, S. Soluţii discontinue pentru calculul plăcilor în teoria clasică. In: Akademos. 

2018, vol.1, nr. 48, pp 31-35. ISSN 1857-0461. 

– Galbinean, S. Application of discontinuous solutions in Boundary Element Method for the 

bending problems of Kirchhoff plates with an arbitrary contour. In: Journal of Engineering 

Science, vol. 30, nr.2, UTM, 2023, pp.23-33. ISSN 2587-3474 . 

• conferinţe naţionale 

– Galbinean, S. Calculul plăcilor consolidate pe contur cu grinzi. In: Tezele Conferinţei 

tehnico-ştiinţifice ale studenţilor şi doctoranzilor UTM, Vol. I, Chişinău, 2011, p.391-394. 

ISBN 978-9975-45-208-3. 

– Galbinean, S. Elaborarea programului de calcul al plăcii simplu rezemate pe două laturi 

opuse folosind seriile Levy. In: tezele Conferinţei tehnico-ştiinţifice ale studenţilor şi 

doctoranzilor UTM, Vol. I, Chişinău, 2011, p. 395-398. ISBN 978-9975-45-208-3. 
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– Galbinean, S. Metode numerice de calcul a plăcilor. In: tezele Conferinţei tehnico-

ştiinţifice ale studenţilor şi doctoranzilor UTM, Vol. II, Chişinău, 2012, p.107-110. ISBN 

978-9975-45-251-9. 

– Galbinean, S. Calculul plăcilor prin metoda elementelor de frontieră bazată pe soluţii 

discontinue. In: tezele Conferinţei tehnico-ştiinţifice ale studenţilor şi doctoranzilor UTM, 

Vol. II, Chişinău, 2013, p. 407-411. ISBN 978-9975-45-312-7. 

– Galbinean, S. Implimentarea numerică a metodei elementelor de frontieră. In: tezele 

Conferinţei jubiliare tehnico-ştiinţifice jubiliare a colaboratorilor, doctoranzilor şi 

studenţilor consacrată celei de-a 50-a aniversare a UTM, Vol. II, Chişinău, 2014, p.202-

205. ISBN 978-9975-45-382-0. 

• conferinţe internaţionale 

– Galbinean, S. Discontinuous solutions in BEM for plate analysis in Reissner-Mindlin 

theory. In: International Azerbaijan Academic Research Congress, 2022, p.751-758. ISBN 

978-605-71461-7-5. 

Sumarul compartimentelor tezei 

 Capitolul 1. „Ecuaţiile de bază pentru plăci utilizând teoria clasică şi teoria lui 

Reissner” prezintă evoluţia teoriilor şi metodelor de calcul de la apariţia primelor formulări 

matematice şi până în prezent. Sunt enumerate cele mai importante publicaţii ştiinţifice de-a 

lungul timpului care au contribuit la dezvoltarea tehnicii de calcul. Tot în acest capitol este 

descrisă teoria clasică a plăcilor şi teoria, care ţine cont de deformaţiile din forfecare.  

Capitolul 2. „Metode numerice de calcul” include cele mai utilizate metode numerice de 

calcul a plăcilor la momentul actual, şi anume: Metoda elementelor finite (MEF), Metoda 

elementelor de frontieră (MEFr) în formularea directă şi cea indirectă. Sunt prezentate 

principalele avantaje şi dezavantaje ale metodelor numerice enumerate mai sus. 

Capitolul 3. „Soluţii discontinue pentru plăci”.  În acest capitol se propune spre cercetare 

o nouă direcție în metoda indirectă a elementelor de frontieră bazată pe soluţii discontinue. Aceste 

soluţii au fost aplicate la rezolvarea mai multor probleme de încovoiere a plăcilor: contur arbitrar, 

diferite moduri de rezemare, diferite tipuri de încărcări, defecte etc. Pentru a demonstra 

veridicitatea şi corectitudinea metodei propuse, a fost elaborat un program de calcul scris în 

limbajul Matlab, cu ajutorul căruia au fost calculate deplasările şi eforturile în plăci pentru 

problemele menționate mai sus. Rezultatele obţinute au fost comparate cu MEF şi cu cele 

analitice.   
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1. ECUAŢIILE DE BAZĂ PENTRU PLĂCI CONFORM TEORIEI 

CLASICE ŞI A TEORIEI LUI REISSNER 

1.1. Dezvoltarea teoriei de calcul a plăcilor 

Din cele mai vechi timpuri oamenii utilizau plăcile la construcţia clădirilor, podurilor, 

monumentelor etc. Dimensiunile, capacitatea portantă a plăcilor și tehnicile de execuție erau 

obținute din practică și transmise din generaţie în generaţie, pe când inginerii din zilele noastre 

utilizează diferite metode demonstrate ştiinţific. 

Dezvoltarea mecanicii structurilor a dat un imbold pentru rezolvarea unui șir de probleme 

statice, inclusiv și pentru dezvoltarea teoriei de calcul a plăcilor. 

Primele formulări matematice pentru calculul plăcilor au fost introduse de Euler în anul 

1776, care a rezolvat un șir de probleme legate de oscilațiile libere ale plăcilor de formă 

dreptunghiulară, triunghiulară și circulară, echivalând placa cu un sistem de fire, reciproc 

perpendiculare [29]. Mai târziu, Bernoulli a înlocuit firele cu un sistem de bare [9], care posedă 

rigiditate la încovoiere. 

Un aport considerabil la calculul oscilațiilor libere ale plăcilor a fost adus de către fizicianul 

german Chladni, care a efectuat diferite experimente pe plăci metalice vibrante [20] și a reușit să 

determine frecvenţele corespunzătoare acestor forme de oscilaţii. 

În 1811, matematicianul francez Germain a fost prima femeie  care a obţinut ecuaţia 

diferenţială a suprafeței mediane a plăcii, însă în această ecuaţie lipsea termenul de torsiune [44]. 

Puțin mai târziu, în 1813, Lagrange a completat ecuația introducând termenul lipsă, astfel, el a 

devenit prima persoană  care a prezentat într-o formă completă ecuaţia generală a plăcii [73].  

Cauchy [19] şi Poisson [100] au fost primii savanți care au formulat problema încovoierii 

plăcilor reieșind din ecuaţiile generale ale teoriei elasticităţii. Astfel, ei au obţinut ecuaţia 

diferenţială pentru deplasarea verticală w (săgeată), care este analogică cu cea formulată de 

Germain-Lagrange. În 1829, Poisson a rezolvat problema încovoierii plăcii sub acțiunea sarcinilor 

statice, totuși, în aceste soluții rigiditatea cilindrică D era înlocuită cu o constantă. Deasemenea, el 

a propus ca pe conturul plăcii să fie prescrise câte trei condiții la limită, iar acest lucru a condus la 

multe dispute, întrucât numărul lor era în contradicție cu gradul ecuației diferențiale, care permite 

de a satisface doar două condiții. 

Mai târziu, Navier [98] a introdus în ecuația suprafeței mediane a plăcii, rigiditatea 

cilindrică 3 2/ [12(1 )]D Eh ν= − . De asemenea, el a elaborat metoda de calcul a încovoierii plăcilor, 

transformând ecuația diferențială în expresii algebrice sub formă de serii trigonometrice Fourier.  
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Cu toate acestea, fondatorul teoriei clasice este considerat Kirchhoff, care în anul 1850 a 

publicat o lucrare importantă despre teoria plăcilor subţiri [69]. În această lucrare, Kirchhoff a 

formulat două ipoteze fundamentale, care actualmente sunt acceptate pe larg în teoria încovoierii 

plăcilor şi sunt cunoscute ca „Ipotezele lui Kirchhoff”. După ce a propus aceste ipoteze Kirchhoff 

a redus problema tridimensională a teoriei elasticității într-o problemă bidimensională. De 

asemenea, el a accentuat faptul că pe conturul plăcii pot fi prescrise doar două condiţii la limită și 

nu trei, cum enunțase anterior Navier. Acest lucru a fost posibil prin înlocuirea momentului de 

torsiune la frontiera plăcii cu un cuplu de forțe, iar acestea, la rândul lor au fost adăugate la forța 

tăietoare, astfel obținându-se forța tăietoare generalizată. În consecinţă, toate condiţiile la limită 

pot fi prezentate ca funcţie de săgeată şi derivatele ei în raport cu x sau y.  

Alte contribuţii semnificative ale lui Kirchhoff constau în obţinerea ecuaţiei frecvenţei 

plăcilor şi introducerea metodei deplasărilor virtuale [70]. Teoria lui Kirchhoff a pus baza fizică a 

teoriei încovoierii plăcilor şi a facilitat utilizarea ei pe scară largă în practică. Din aceste motive, 

în multe surse, teoria clasică este asociată cu numele său. 

Lucrarea lui Kirchhoff a fost tradusă de Clebsh [21], în care se găsesc multe comentarii 

valoroase ale lui Saint-Venant: cea mai semnificativă fiind dezvoltarea ecuaţiei diferenţiale a 

plăcilor subţiri ca acţiune combinată a încovoierii şi a întinderii. De asemenea, el a constatat faptul 

că seriile propuse de Cauchy şi Poisson, de regulă, sunt divergente.   

 La sfârșitul sec. XIX,  Levy [76] a obținut soluţiile sub formă de serii trigonometrice 

Fourier pentru placa dreptunghiulară având două laturi opuse simplu rezemate, iar celelalte două 

arbitrare.  

La sfârşitul sec. XIX şi începutul sec. XX, industria navală a cunoscut o ascensiune rapidă, 

datorită înlocuirii lemnului cu oțelul. Această schimbare a constituit un avantaj pentru dezvoltarea  

mai multor teorii și metode de calcul ale plăcilor, în mare parte, de către savanții ruși, fiind primii 

care au înlocuit metodele „antice” cu teorii matematice solide, în special, Krylov [71] şi studentul 

său Bubnov [137, 138]. Bubnov a elaborat o metodă nouă de integrare a ecuaţiilor diferenţiale ale 

teoriei elasticităţii şi a prezentat sub formă de tabele valorile săgeții şi ale momentului de 

încovoiere  în anumite puncte caracteristice pentru plăci de diferite forme, încărcări și moduri de 

rezemare. 

Mai târziu, Galerkin a dezvoltat această teorie şi a aplicat-o la calculul plăcilor a căror 

contur nu poate fi descris cu ajutorul funcțiilor matematice. Galerkin a prezentat în monografia sa 

[140] un șir de probleme ale încovoierii plăcilor de contur arbitrar. 

Timoshenko a avut un aport semnificativ la dezvoltarea teoriilor de calcul ale plăcilor 

[122]. Printre numeroasele sale contribuţii se numără soluţiile pentru plăcile circulare, luând în 
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consideraţie deplasările mari. Deasemenea, el a rezolvat și un șir de probleme ale stabilității 

elastice a plăcilor subțiri. Timoshenko şi Woinowsky-Krieger au publicat împreună o monografie 

[123], considerată fundamentală, care reprezintă o analiză profundă pentru o varietate de probleme 

ale încovoierii plăcilor. 

Cercetări şi aplicaţii importante în domeniul teoriei plăcilor au fost efectuate de oameni de 

ştiinţă precum Hencky, Huber, von Karman, Nadai, Föppl. 

Hencky [51] a avut o contribuţie considerabilă la teoria plăcilor cu deformaţii mari şi la 

teoria generală a stabilităţii elastice ale plăcilor subţiri. Nadai [97] a efectuat cercetări teoretice şi 

experimentale pentru a verifica corectitudinea și exactitatea teoriei lui Kirchhoff. El a tratat diferite 

tipuri de singularităţi în plăci provenite de la forţe concentrate, efectele punctelor de colţ etc. 

Ecuaţiile generale pentru plăcile foarte subţiri (membrane) au fost simplificate de către Föppl [33] 

care a folosit funcţia de tensiune ce acționează în planul median al plăcii. Forma finală a ecuaţiei 

diferenţiale a teoriei plăcilor cu deformaţii mari, a fost obținută de către von Karman [60]. De 

asemenea, el a cercetat comportarea postflambaj a plăcilor. 

Huber [52] a elaborat o teorie aproximativă ale plăcilor ortotrope şi a rezolvat problemele 

plăcilor: supuse unor sarcini distribuite neuniform şi de momente marginale. Bazele teoriei 

generale ale plăcilor anizotrope au fost elaborate de Gehring [42] şi Boussinesq [12]. Lekhnitskii 

[146] a avut o contribuţie esenţială la dezvoltarea calculului liniar şi neliniar a plăcilor anizotrope. 

Dezvoltarea industriei aeronautice moderne a dat un impuls puternic pentru cercetări 

analitice suplimentare și mai exacte ale plăcilor. Plăcile solicitate de forţe în plan, comportarea 

postflambaj, probleme de oscilaţii şi plăcile rigide au fost studiate de mulți savanţi şi ingineri [68, 

139, 141, 155]. 

Cea mai importantă ipoteză a teoriei clasice presupune că normala la suprafaţa mediană 

rămâne normală şi plană după deformare. Întrucât teoria neglijează deformaţiile provenite din forţa 

tăietoare, pentru plăcile de grosimi relativ mari acest lucru poate conduce la erori considerabile. 

Pentru a elimina neajunsurile sus menţionate ale teoriei clasice, Reissner şi Midlin au elaborat 

două teorii diferite pentru plăcile moderat groase. Teoria elaborată de către Reissner [104-106] 

include efectele deformaţiilor provenite din forța tăietoare şi tensiunea normală. Conform teoriei 

sale, în loc de două trebuie satisfacute trei condiţii la limită. Din aceste trei condiţii, una implică 

săgeata şi celelalte două reprezintă deformaţia de rotire a normalei şi respectiv, a tangentei. 

Tendinţa actuală [125] în dezvoltarea teoriilor plăcilor este strâns legată de apariţia 

calculatoarelor performante, care a condus la apariţia metodelor numerice de calcul aşa cum sunt: 

Metoda Elementelor Finite (MEF) [90, 136] şi Metoda Elementelor de Frontieră (MEFr) [2-8, 10, 

13-16, 23, 24, 49, 61-64, 74] care sunt descrise mai detaliat în capitolul 2 al lucrării. 
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1.2. Teoria clasică a plăcilor  

În teoria clasică a plăcilor, în afara ipotezelor fundamentale folosite în mecanica solidului 

deformabil se introduc ipoteze suplimentare [87, 126] specifice plăcilor: 

1.  Planul median al plăcii nu suferă deformaţii de întindere, compresiune sau lunecare. 

Acesta se consideră neutru, analogic cu axa din teoria barelor. Din această ipoteză rezultă că în 

punctele planului median al plăcii, deplasările în direcţia axelor OX şi OY sunt nule. 

                                      u(x,y,0) = 0;                      v(x,y,0) = 0;                  

2. Similar ipotezei secţiunii plane a lui Bernoulli pentru bare, se aplică aşa-numită ipoteza 

cinematică a lui Kirchhoff [70]: segmentul rectiliniu normal la suprafaţa mediană înainte de 

deformare rămâne rectiliniu şi normal la suprafaţa deformată a planului median şi nu-şi schimbă 

lungimea (Fig. 1.1.). Din această ipoteză derivă două rezultate. Primul – unghiurile drepte dintre 

normala pe suprafaţă şi axele OX şi OY rămân drepte şi după deformaţie, de unde rezultă că: 

          a) deformaţiile de alunecare în planul OZX şi OZY : 

                                    0zx
u w
z x

γ ∂ ∂
= + =
∂ ∂

;                   0zy
v w
z y

γ ∂ ∂
= + =
∂ ∂

; 

          b) ca urmare tensiunile tangenţiale: 

                                    0zx zxGτ γ= ⋅ = ;                      0zy zyGτ γ= ⋅ =  

Al doilea – permite ca în analiza deformaţiilor plăcii să fie studiate numai deplasările 

punctelor suprafeţei mediane. Într-adevăr, din motivul că deplasările tuturor punctelor de pe 

normala la suprafaţa mediană sunt constante şi egale cu deplasările w ale punctului corespunzător 

din suprafaţa mediană rezultă: 

0z
w
z

ε ∂
= =
∂

    şi       ( , , ) ( , ,0).w x y z w x y=  

3. Ipoteza statică: tensiunile ce acţionează în direcţia normalei la suprafaţa mediană 𝜎𝜎𝑧𝑧 pot 

fi neglijate. Adică se neglijează interacţiunile straturilor plăcii paralele cu suprafaţa mediană. 

Aceasta corespunde unei stări plane de tensiuni: 

1 ( )x x yE
ε σ νσ= − ;                     1 ( )y y xE

ε σ νσ= − ; 

De menţionat faptul că în Teoria Elasticităţii [87, 152, 153], prin utilizarea ecuaţiilor 
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diferenţiale de echilibru ce corespunde problemei spaţiale rezultă că tensiunea σz are valori foarte 

mici, de ordinul 1% din valoarea celorlalte tensiuni, ceea ce justifică neglijarea ei. În această ordine 

de idei se admite că ele există, dar se vor omite din motivul că ele ar complica aparatul matematic 

de calcul. Prin urmare, această supoziție poate fi considerată o ipoteză simplificatoare matematică. 

 

1.2.1. Deplasări şi deformaţii în plăcile subţiri la încovoiere 

Se consideră o secţiune a plăcii paralelă la planul XOY. Fie C – un punct arbitrar ce aparţine 

acestei secţiuni, iar AB – normala către planul median, care trece prin punctul C. Poziţia acestui 

punct pe această suprafaţă după deformaţie va fi definită prin deplasările u (în direcţia axei x), w 

(în direcţia axei z) şi a unghiurilor de rotire a normalei φ . Poziţiile punctului C în starea 

nedeformată şi deformată sunt date în Fig. 1.1. 

 
Fig. 1.1. Deplasarea orizontală u şi verticală w a punctului C de pe normală 

Dacă se va ține seama de sensul geometric al primei derivatei, se poate scrie: 

tan w
x

ϕ ∂
=
∂

. 

Din triunghiul dreptunghic C’D’M’ (Fig. 1.3.) rezultă: 

sin tan wu z z z
x

ϕ ϕ ∂
= − = − = −

∂
.                                       (1.1) 

Aici  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜑𝜑 ≅ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜑𝜑 în baza ipotezei deplasărilor şi unghiurilor mici. De asemenea, dacă 

se consideră o secţiune paralelă la planul YOZ, se obţine: 
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sin tan wv z z z
y

α α ∂
= − = − = −

∂
.                                          (1.2) 

 Se observă că expresiile deplasărilor u şi v depind liniar de variabila z, prin urmare, acestea 

sunt funcţii necunoscute de două coordonate din planul plăcii. 

 Dacă se vor considera ecuaţiile de legătură dintre deformaţii şi deplasări (ecuaţiile 

geometrice ale lui Cauchy), se obțin relaţiile pentru deformaţii, exprimate în funcţie de săgeată: 

2

2

2

2

2

;

;

2 ;

x

y

xy

u wz
x x
v wz
y y
u v wz
y x x y

ε

ε

γ

∂ ∂
= = − 
∂ ∂ 

∂ ∂ = = − ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂

= + = − 
∂ ∂ ∂ ∂                                                     

(1.3) 

0;zε =  0xz yzγ γ= =  – conform ipotezei a doua, 

0

0

xz

yz

w u w w
x z x x
v w w w
z y y y

γ

γ

∂ ∂ ∂ ∂ = + = − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ = + = − + =

∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 Prin urmare, deformaţiile, ca şi deplasările, sunt funcţii liniare în raport cu variabila z şi 

funcţii necunoscute de două coordonate din planul plăcii.  

 

1.2.2. Tensiuni în plăcile subţiri la încovoiere 

Relaţiile dintre deformaţii şi tensiuni (ecuaţiile constitutive ale lui Hooke) pentru 

problema plană [90]: 

( ) ( )

( )

1 1

1

x x y z x y

y y x

xy
xy

E E

E

G

ε σ ν σ σ σ νσ

ε σ νσ

τ
γ

 = − + = +  

= + 



=                                        

(1.4) 

 În continuare, pentru comoditate, se va utiliza forma inversă a acestor ecuaţii. Se obţine: 
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( )

( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2

1 1

1 1

2(1 ) (1 )

x x y

y y x

xy xy xy

E E w wz
x y

E E w wz
y x

E E wG z
x y

σ ε νε ν
ν ν

σ ε νε ν
ν ν

τ γ γ
ν ν

 ∂ ∂
= + = − +  − − ∂ ∂ 

 ∂ ∂ = + = − +  − − ∂ ∂ 
∂ = ⋅ = = −

+ + ∂ ∂                                     

(1.5) 

 Din relaţiile (1.5) reiese că distribuirea tensiunilor 𝜎𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝜎𝑦𝑦 şi 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 pe grosimea plăcii este 

liniară. Conform ipotezelor de calcul, tensiunile 𝜎𝜎𝑧𝑧, 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 şi 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 sunt nule. În realitate, ele nu pot fi 

nule, întrucât nu se va realiza echilibrul în placă. 

 În scopul determinării acestor tensiuni se vor utiliza ecuaţiile de echilibru ale unui element 

de placă, nu înainte de a introduce încă o ipoteză: întrucât grosimea plăcii este mică în raport cu 

dimensiunile ei din plan, se consideră că forţele volumice pot fi substituite cu forţe de suprafaţă, 

astfel  𝑍𝑍 = 0. S-a stabilit că forţele din planul plăcii, adică 𝑋𝑋 şi 𝑌𝑌, de asemenea, sunt nule. 

 Se consideră ecuaţia diferenţială de echilibru: 

3 3 3

2 3 2 2 0
1 (1 )

xyx xz xzE w w E wz z
x y z x x y x y z

τσ τ τν
ν ν

∂  ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + = − + − + = ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ 

, 

din cauză că 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, nu verifică ecuaţia de mai sus. În continuare se va obţine acea mărime a lui 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 care ar satisface această ecuaţie: 

3 3 3

2 3 2 2

3 3 3 3

2 3 2 2 3 2

1 1

1 .
1 1 1 1

xyxz x E w w E wz z
z x y x x y x y

E w E w E w wz z
x x y x x y

ττ σ ν
ν ν

ν
ν ν ν ν

∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − = + + = ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ 

   ∂ ∂ ∂ ∂ = + + = +   − ∂ + ∂ ∂ − − ∂ ∂ ∂    

 

Prin integrarea ambelor părţi ale acestei ecuaţii în raport cu variabila z, se obţine: 

3 3 2 2

2 3 2 2( , ) ( , ) ,
1 2 1 2xz

E w w z E zf x y w f x y
x x y x

τ
ν ν

    ∂ ∂ ∂
= + + = ∆ +    − ∂ ∂ ∂ − ∂    

 

unde 
2 2

2 2x y
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂  

reprezintă operatorul Laplace. 

Funcţia necunoscută f(x,y) se determină din condiţiile la limită pe suprafeţele plăcii: pe 

feţele superioară şi interioară 𝑧𝑧 = ±ℎ/2, tensiunile tangenţiale 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 (conform definiţiei de 
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încovoiere a plăcii). Substituind în relaţia pentru 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 variabila z prin 𝑧𝑧 = ±ℎ/2 şi egalând-o cu 

zero, se obţine: 

( )2
22

/ 8 ( , ) 0,
1xz z h

E w h f x y
x

τ
ν=±

∂
= − ∆ + =

− ∂
 

de unde 2( , ) / 8f x y h= − . 

Astfel, se va stabili formula pentru tensiunea tangenţială 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥, care anterior era considerată 

nulă: 
2

2
2 .

2(1 ) 4xz
E h z w

x
τ

ν
  ∂

= − − ∆ − ∂                                          
(1.6) 

Se observă că tensiunea 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 este funcţie pătrată de variabila z şi funcţie necunoscută de 

coordonatele din planul plăcii. 

În mod analogic, dacă se verifică a doua ecuaţie diferenţială de echilibru, se obţine relaţia 

pentru tensiunea tangenţială  𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 

2
2

2 .
2(1 ) 4yz

E h z w
y

τ
ν

  ∂
= − − ∆ − ∂                                              

(1.7) 

Formulele (1.5)-(1.7) permit construirea diagramelor de distribuire a tensiunilor pe 

grosimea plăcii (Fig. 1.2.). 

În teoria încovoierii plăcilor se admite următoarea regulă a semnelor: tensiunile normale 

sunt pozitive când produc întindere, iar negative – când produc comprimare. Pentru tensiunile 

tangenţiale, dacă normala exterioară a secţiunii este de acelaşi sens cu axele de referinţă, atunci 

direcţia pozitivă a tensiunilor are acelaşi sens cu axa de coordonate corespunzătoare. În Fig. 1.2. 

direcţiile pozitive ale tensiunilor în secţiunile respective sunt arătate pentru cazul când variabila z 

este o mărime pozitivă.  
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Fig. 1.2. Variaţia tensiunilor după grosimea plăcii 

Din diagramele Fig.1.2. se observă caracterul de distribuire a tensiunilor în secţiunile 

respective: tensiunile 𝜎𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝜎𝑦𝑦, 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 variază pe grosime liniar, fiind nule în planul median, iar 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 şi 

𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦– după o parabolă, având valoarea maximă în planul median. 

 A treia ecuaţie de echilibru oferă posibilitatea de a determina tensiunea normală 𝜎𝜎𝑧𝑧 

0.yzxz z

x y z
ττ σ∂∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 

 Se va ține cont de relaţiile (1.6) şi (1.7), astfel se obţine:      

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 22 2

4 42 1 2 1

.
4 42 1 2 1

z E h E hz w z w
z x x y y

E h E hz w z w
x y

σ
ν ν

ν ν

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
   = − − − ∆ − − − ∆ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− −         
    ∂ ∂

= − + ∆ = − ∆ ∆    ∂ ∂− −    

 

 Dacă se va efectua integrarea în raport cu variabila z:   

( ) ( )
2 3

2
( , )

4 32 1z
E h zw z f x yσ
ν

 
= ∆ ∆ − + −  

.                             (1.8) 

 Funcţia f(x,z) se determină utilizând condiţiile pentru suprafeţele plăcii z = -h/2 şi z = +h/2: 
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/2| ( , );z z h p x yσ =−= = −           /2| 0.z z hσ == =                                        (1.9) 

 Dacă se consideră relaţiile (1.8) şi (1.9), se obţin două ecuaţii: 

( ) ( ) ( )
3 3 *

/2 2 2
| ( , ) ( ) ( , ) ( , );

8 242 1 2 1z z h
E h h EIw f x y w f x y p x yσ
ν ν=−

 
= ∆ ∆ + + = − ∆ ∆ + = − − − 

 

( ) ( )
*

/2 2
| ( , ) 0,

2 1z z h
EI w f x yσ
ν= = ∆ ∆ + =

−
 

din care rezultă că:                        

( , )( , ) .
2

p x yf x y = −  

 Astfel, relaţia pentru tensiunile normale zσ  se scrie:  

( ) ( )
2 3

2

( , ) .
4 3 22 1z

E h z p x yz wσ
ν

 
= − ∆ ∆ − −                                  

(1.10) 

 Diagrama tensiunilor normale zσ  pe grosimea plăcii este ilustrată în Fig.1.3. 

 
Fig. 1.3. Variaţia tensiunilor zσ  pe grosimea plăcii 
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1.2.3. Ecuaţia diferenţială a suprafeţei mediane deformate a plăcii plane 

 Dacă se va considera relația (1.10) şi de condiţiile pe suprafaţa plăcii z = h/2, se obţine: 

( ) ( )
3

2

( , ) 0,
212 2 1

Eh p x yw
ν

∆ ∆ − =
× −

 

sau     

( ) ( , ) .p x yw
D

∆ ∆ =
                                                        

(1.11) 

 Relaţia (1.11) este cunoscută ca ecuaţie diferenţială a suprafeţei mediane a plăcii plane 

subţiri, numită şi ecuaţia generală a încovoierii plăcilor plane. În formă desfăşurată  ea  se va scrie: 

 
4 4 4

4 2 2 4

( , )2 .w w w p x y
x x y y D

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂                                          
(1.12) 

 Această ecuaţie este considerată guvernantă, întrucât dacă se poate preciza aşa o funcţie 

w(x,y) pentru suprafaţa mediană deformată, care satisface atât ecuaţia diferenţială de echilibru 

(1.12), cât şi condiţiile de pe conturul plăcii, atunci starea de tensiuni, deformaţii şi deplasări în 

fiecare punct al plăcii este rezolvată. Aceasta mai este numită ecuaţia lui Sophie Germain [44]. 

 Introducerea celor trei ipoteze simplificatoare enunţate mai sus, permite reducerea 

problemei spaţiale, la determinarea unei singure funcţii de două variabile independente; altfel zis, 

problema tridimensională a fost redusă la o problemă bidimensională. 

 

1.2.4. Eforturile interne în placa deformată 

În studiul plăcilor, ca şi la încovoierea barelor, se propune ca problema determinării 

tensiunilor să fie înlocuită prin determinarea caracteristicilor integrale ale stării de tensiuni – 

eforturile interne. 

 Se consideră o secţiune plană a plăcii deformate, dată de normala x. La distanţa z de la 

planul median va fi cercetat un element de secţiune, cu înălţimea dz şi având lungime unitară 

(Fig.1.4.). Deoarece  înălţimea elementului este foarte mică, se poate considera că distribuirea 

tensiunilor pe înălţimea lui este uniformă. 

 Rezultatele tensiunilor pe acest element se vor calcula din ecuaţiile de proiecţii pe axele x, 

y şi z respectiv: 

1x dzσ ⋅ ⋅ ;        1yx dzτ ⋅ ⋅ ;          1zx dzτ ⋅ ⋅ . 



27 
 

 
Fig. 1.4. Eforturi în placă 

 Prin integrarea după variabila z în intervalul (-h/2; +h/2) se obţin proiecţiile vectorului 

principal ale eforturilor interne, ce acţionează pe suprafaţa cu lăţimea unitară. 

 Se consideră un element de înălţimea h decupat dintr-o placă plană de lungime unitară în 

direcţia axelor x şi y. Pe suprafaţa z = h/2 a plăcii acţionează sarcina distribuită de intensitate p(x,y) 

(Fig. 1.4.). Se vor determina componentele eforturilor secţionale, la care se reduc tensiunile ce 

acţionează în punctele feţelor laterale zy şi zx date,  respectiv, de normalele x şi y. Va fi cercetată 

mai întâi faţa laterală cu normala x. 

 Se va nota prin Nx – forţa normală în direcţia axei OX, ca rezultantă a tensiunilor normale 

𝜎𝜎𝑥𝑥; cu Sx şi cu Qx – forţele de forfecare, orientate pe OY şi OZ, reprezentând rezultantele tensiunilor 

tangenţiale 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 şi 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦. 

 În mod analogic, forţele Ny, Sy  şi Qy  vor fi considerate rezultante ale tensiunilor de pe faţa 

laterală cu normala y. În Fig. 1.5. sunt indicate direcţiile pozitive ale acestor forţe în corespundere 

cu direcţiile pozitive ale tensiunilor. Întrucât forţa exterioară este aplicată vertical, componentele 

forţelor din planul OXY sunt nule:  Nx =Sx  =Ny =Sy=0. Forţele Qx şi Qy  se determină din relaţiile: 

/2 /2 2 3
2

2 2
/2 /2

/2

/2

2(1 ) 4 12(1 )

h h

x xz
h h

h

y yz
h

E h EhQ dz w z dz w D w
x x x

Q dz D w
y

τ
ν ν

τ

− −

−

 ∂ ∂ ∂
= = − ∆ − = − ∆ = − ∆  − ∂ − ∂ ∂  


∂ = = − ∆ ∂ 

∫ ∫

∫
      

(1.13) 
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Eforturile (1.13) sunt raportate la o unitate de lungime şi, întrucât acestea sunt obţinute prin 

integrarea pe înălţimea h, sunt distribuite de-a lungul laturilor suprafeţei mediane. 

 În relaţiile (1.13): 
3

212(1 )
EhD

ν
=

−                                                                       
(1.14) 

şi este numită rigiditatea cilindrică. Ea defineşte rigiditatea la încovoiere a unei fâşii, având lăţime 

unitară, cu secţiunea transversală 1 h× , decupată din placă (Fig.1.5.) de două planuri paralele, 

normale pe latura cea mai mare a ei. Se consideră că planul median a plăcii la încovoiere capătă o 

formă cilindrică. 

 
Fig. 1.5. Fâşie de placă 

 În continuare vor fi determinate momentele forţelor aplicate pe feţele laterale ale 

elementului considerat. Se va cerceta faţa cu normala x. Momentele forţelor aplicate pe un element 

de suprafaţă (1 × 𝑑𝑑𝑑𝑑) în raport cu axele x şi y (Fig.1.4.) se scrie: 

1xy xydM zdzτ= ⋅ ⋅ ;         1 .x xdM zdzσ= ⋅ ⋅  

 Momentul forţelor în raport cu axa z se neglijează ca fiind mărime infinit de mică. 

 Prin integrarea acestor expresii în raport cu variabila z în intervalul (-h/2;  h/2) se obţine: 

( )
/2 /22 3 2 2

2
2

/2 /2

/2 /22 2 2 2
2

2 2 2 2 2
/2 /2

(1 ) (1 ) ;
1 12 1

,
1

h h

xy xy
h h

h h

x x
h h

E w Eh w wM zdz z dz D
x y x y x y

E w w w wM zdz z dz D
x y x y

τ ν ν
ν ν

σ ν ν
ν

− −

− −

∂ ∂ ∂
= = − = − − = − −

+ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂−

   ∂ ∂ ∂ ∂
= = − + = − +   − ∂ ∂ ∂ ∂   

∫ ∫

∫ ∫
 

în care Mx este momentul de încovoiere, iar Mxy – momentul de torsiune. De asemenea, momentele 

sunt distribuite de-a lungul laturilor planului median. În mod analogic, se obţin momentele de pe 

faţa cu normala y. 
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 Astfel pentru ambele feţe se va scrie: 

/2 2 2

2 2
/2

/2 2 2

2 2
/2

/2 2

/2

;

;

(1 ) .

h

x x
h

h

y y
h

h

yx xy xy
h

w wM zdz D
x y

w wM zdz D
y x

wM M zdz D
x y

σ ν

σ ν

τ ν

−

−

−

 ∂ ∂
= = − +  ∂ ∂  

 ∂ ∂ = = − +  ∂ ∂  
∂ = = = − −

∂ ∂ 

∫

∫

∫
                             

(1.15) 

 În Fig. 1.6. sunt arătate direcţiile pozitive ale acestor momente. 

 
Fig. 1.6. Direcţiile de acţiune ale eforturilor 

În secţiunile plăcii încovoiate forţele şi momentele secţionale definite mai sus se consideră 

ca eforturi interne. Dacă se compară aceste eforturi cu cele din bare se observă: 

1. Eforturile interne în secţiunea transversală a barei sunt aplicate în centrul de greutate al 

secţiunii; în placa încovoiată eforturile sunt raportate la o unitate de lungime a secţiunii. Astfel, se 

obţin următoarele unităţi de măsură: pentru eforturi N, S, Q – N/m , iar pentru momente – Nm/m. 

2. În placa deformată solicitată de sarcina transversală p(x,y) apar momente de răsucire, pe 

când în bare astfel de solicitări nu există. 

Prin aceeaşi cale de comparaţie cu bara încovoiată, în continuare vor fi determinate valorile 

maxime ale eforturilor în placa deformată. În acest scop, tensiunile vor fi exprimate prin eforturile 

interne respective. Având în vedere că: 
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( )
2 2

2 22

2 2

2 2 2

;
12 1

,
1

x

x

E w wM
x y

E w wz
x y

ν
ν

σ ν
ν

 ∂ ∂
= − +  ∂ ∂−   


 ∂ ∂ = − +  − ∂ ∂                                               

(1.16) 

şi notând: 𝐼𝐼∗ = 1 × ℎ3/12 pentru momentul de inerţie al secţiunii transversale de lăţimea b = 1, 

prima relaţie din (1.16) va fi scrisă: 

* 2 2

2 2 2 .
1x
EI w wM

x y
ν

ν
 ∂ ∂

= − + − ∂ ∂                                                  
(1.17) 

Din compararea formulelor (1.16), ţinând cont de (1.17), rezultă că relaţia dintre tensiune 

şi efortul respectiv: 

* 3

12 .x x
x

M z M z
I h

σ = =
                                                    

(1.18)   

În mod analogic se va obține: 

* 3

* 2
2

* 3

* 3

* 2
2

* 3

12
;

6 ;
4

12
;

6
,

4

y y
y

x y x
xz

xy xy
xy

y y y
yz

M z M
z

I h
Q S Q h z

I h
M M

z z
I h

Q S Q h z
I h

σ

τ

τ

τ


= = 


 

= = −  
  


= = 


  = = −                                                      

(1.19) 

unde  ( )* 2 2/ 4 / 2S h z= −  este momentul static al semisecţiunii decupate. 

 

1.2.5. Formularea condiţiilor la limită 

 Soluţia analitică w(x,y), care verifică ecuaţia diferenţială de încovoiere a plăcii, impune 

determinarea a două funcţii: wo(x,y) – soluţia generală a ecuaţiei omogene pentru p = 0 de aceeaşi 

structură biarmonică ca şi ecuaţia diferenţială; wp(x,y) – soluţia particulară a ecuaţiei neomogene. 

Întrucât ecuaţia este de ordinul patru, în soluţia generală se obţin opt constante de integrare, funcţii 

de două variabile, care se definesc prin condiţiile de pe conturul plăcii. 

 În continuare este prezentată formularea condiţiilor pentru conturul plăcii în funcție de 

modurile de rezemare enumerate mai sus (Fig.1.7.). 
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Fig. 1.7. Placă cu diferite moduri de rezemare 

• Încastrarea rigidă pe lungimea unei laturi y = 0. Ecuaţia ce defineşte această latură (a 

segmentului de contur de sprijin) este y = 0. În toate punctele ce aparţin acestei laturi 

săgeata şi unghiul de rotire a oricărei normale către planul median în raport cu axa x sunt 

nule. În mod matematic se scrie: 

0
0;

y
w

=
=

            0

0
y

w
y =

∂
=

∂
.                                           (1.20)       

•  Rezemarea simplă pe lungimea laturii x = 0. Aici săgeata şi momentul încovoietor sunt 

nule: 

0
0;

x
w

=
=           0

0.x x
M

=
=                                             (1.21) 

 Este mai eficient de a exprima a doua condiţie din (1.21) prin funcţia săgeţii. Dacă se  

consideră relaţia (1.10), rezultă: 

2 2

2 20
0x x

w wM D
x y

ν
=

 ∂ ∂
= − + = ∂ ∂ 

           sau           
2 2

2 2
0

0
x

w w
x y

ν
=

 ∂ ∂
+ = ∂ ∂ 

. 

 Întrucât pe latura x = 0 săgeata w este nulă, obţinem şi  𝜕𝜕2𝑤𝑤/𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0 . Prin urmare, 

condiţia 𝑀𝑀𝑥𝑥 = 0 este echivalentă condiţiei  𝜕𝜕2𝑤𝑤/𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0. Astfel, sunt valabile condiţiile: 

 0
0;

x
w

=
=                   

2

2
0

0
x

w
y

=

∂
=

∂
.                                               (1.22) 

• Latura liberă de orice sarcini se va considera latura  y = b.  Întrucât pe suprafaţa laterală 

a plăcii dată de normala exterioară y sarcinile exterioare nu acţionează, se scrie: 

0y y b
M

=
= ;          0xy y b

M
=
= ;        0y y b

Q
=
= .                           (1.23) 
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 Conform gradului ecuaţiei diferenţiale, pentru orice latură pot fi prescrise numai două 

condiţii. Prin urmare, cele trei condiţii impuse (1.23) sunt în contradicţie cu gradul ecuaţiei 

diferenţiale. Kirchhoff  [69, 70] a propus ca două din condiţiile impuse, şi anume, momentul Mxy 

şi forţa tăietoare Qy să fie înlocuite cu una singură. 

 
Fig. 1.8. Substituirea momentului de torsiune Myx cu un cuplu de forţe 

 Pentru marginea y = b, într-o secţiune oarecare cu normala y se va cerceta elementul dx 

(Fig. 1.8.). Momentul de torsiune Myx dx va fi substituit de un cuplu de forţe Myx  cu braţul  dx. Pe 

intervalul dx vecin, momentul de torsiune va avea valoarea �𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 + �𝜕𝜕𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦/𝜕𝜕𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑
 
şi va fi 

înlocuit de un cuplu de forţe 𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦 + �𝜕𝜕𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦/𝜕𝜕𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑑𝑑 cu braţul dx. 

 Efectuând suma proiecţiilor forţelor pe verticală pe linia dintre elementele cercetate, se va 

obţine componenta provenită din momentul de torsiune 

.yx yx
yx yx

M M
M M dx dx

x x
∂ ∂ 

− + + = ∂ ∂ 
 

 Pe o unitate de lungime va reveni  

( )
.yx yxM x dx M

dx x
∂ ∂ ∂

=
∂

 

 Componenta stabilită din momentul de torsiune se va adăuga la forţa tăietoare Qy, astfel se 

va obţine forţa tăietoare generalizată Vy. 
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Relaţiile pentru forţele tăietoare generalizate: 

( )

( )

3 3

3 2

3 3

3 2

2 ;

2 .

xy
x x

yx
y y

M w wV Q D
y x x y

M w wV Q D
x y x y

ν

ν

∂  ∂ ∂
= + = − + −  ∂ ∂ ∂ ∂  


∂  ∂ ∂ = + = − + −  ∂ ∂ ∂ ∂                                

(1.24) 

Condiţiile exprimate prin funcţie de săgeata w, se scriu în forma: 

( )

2 2

2 2

3 3

3 2

0;

2 0.

y b

y b

w w
y x

w w
y x y

ν

ν

=

=

 ∂ ∂
+ =  ∂ ∂  


 ∂ ∂ + − =  ∂ ∂ ∂                                              

(1.25) 

 

1.2.6. Eforturi secţionale în placa de contur curbiliniu 

 În cazul plăcii cu contur curbliniu  originea sistemului de coordonate local va fi amplasat 

în punctul A de pe contur, iar axele se vor îndrepta în direcţia normalei n și tangentei t, după cum 

este arătat în Fig.1.9.  

 

                                            a)                                                                          b) 

Fig. 1.9. Transformarea tensiunilor dintr-un sistem de coordonate în altul 
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Din ecuaţia de echilibru a unui element triunghiular (Fig. 1.9., a) se obţine: 

cos sin ;
cos sin ,

x x yx

y xy y

t
t

σ α τ α

τ α σ α

= +

= +
                                                    (1.26) 

unde: 𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛼𝛼 ; 𝑛𝑛𝑦𝑦 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼. 

 Considerând ecuaţiile de echilibru a elementelor din (Fig. 1.9, b) pot fi obţinute relaţiile 

dintre componentele 𝜎𝜎𝑛𝑛, 𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 şi tx, ty : 

cos sin ;
sin cos .

n x y

nt x y

t t
t t

σ α α

τ α α

= +

= − +                                         
(1.27) 

 Substituind (1.26) în (1.27) se obţine: 

( ) ( )

2 2

2 2

cos sin 2 cos sin ;

cos sin cos sin .
n x y xy

nt y x xy

σ σ α σ α τ α α

τ σ σ α α τ α α

= + +

= − + −
                          

(1.28) 

 
Fig. 1.10. Eforturile pe frontiera curbilinie 

 Multiplicând expresiile de mai sus cu z şi integrând pe intervalul (- h/2, + h/2) se obţine: 

( ) ( )

/2
2 2

/2
/2

2 2

/2

2 ;

.

h

n n x x y y xy x y
h
h

nt nt y x x y xy x y
h

M zdz M n M n M n n

M zdz M M n n M n n

σ

τ

−

−

= = + +

= = − + −

∫

∫                   
(1.29) 

 Prin analogie, din condiţia de echilibru a forţelor tăietoare pe axa verticală rezultă: 
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n x x y yQ Q n Q n= + .                                               (1.30) 

 Unghiul de rotire 

n x y
w wn n
x y

θ ∂ ∂
= − −

∂ ∂
.                                              (1.31) 

 Condiţiile la limită pentru diferite moduri de rezemare a plăcii cu contur curbiliniu au 

forma: 

• latura încastrată: 

.0

;0

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
=

yx n
y
wn

x
w

n
w

w
                                                     (1.32) 

• latura simplu rezemată: 

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

0;

2 0.x x y

w
w w w wn n n

n x x y y

=

∂ ∂ ∂ ∂
= + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂                                        

(1.33) 

• latura liberă: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2

2 2

3 3
3 2 2 3

3 2

3 3
3 2 2 3
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w w wM n n n n n n
x x y y

M w wV Q n n n n n n
t x x y

w wn n n n n n
y x y

ν ν ν

ν ν ν

ν ν ν

∂ ∂ ∂
= + + − + + =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂   = + = + − − − − − +   ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂   + + − − − − − =   ∂ ∂ ∂              

(1.34) 

 

1.2.7. Puncte de colţ 

Transformarea momentul de torsiune în cupluri de forţă, aşa cum s-a arătat anterior, se vor 

obţine nu numai forţe tăietoare  𝜕𝜕𝑀𝑀𝑥𝑥𝑥𝑥/𝜕𝜕𝜕𝜕 distribuite de-a lungul laturii x = a, dar şi două forţe 

concentrate la capetele acestor margini (Fig. 1.11., a). Mărimea acestor forţe este egală cu mărimea 

cuplului de torsiune Mxy  în colţurile corespunzătoare plăcii. Prin transformare analogică a 

momentului de torsiune de-a lungul marginii y = b, se obţine, pe lângă forţele tăietoare 𝜕𝜕𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦/𝜕𝜕𝜕𝜕, 

forţe concentrate Myx, care acţionează în colţurile plăcii. Acest lucru demonstrează că orice placă 

dreptunghiulară încărcată transversal, indiferent de modul de rezemare, va genera nu doar reacţiuni 

repartizate de-a lungul conturului plăcii, dar şi  reacţiuni concentrate în colţurile ei.  
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                                    a)                                                                       b) 

Fig. 1.11. Reacţiuni în colţurile plăcii dreptunghiulare 

 Problema punctelor  de colț a fost studiată în mai multe lucrări [66, 67, 75, 82, 92, 99, 133, 

142]. De exemplu, fie o placă pătrată uniform încărcată, simplu rezemată pe contur. Forma 

generală a suprafeţei deformate este indicată în Fig. 1.11., b, prin linii întrerupte sunt reprezentate 

secţiunile suprafeţei mediane ale plăcii prin plane paralele planelor de coordonate xz şi yz . Ţinând 

cont de aceste linii, se poate vedea că în apropierea reazemului A derivata 𝜕𝜕𝜕𝜕/𝜕𝜕𝜕𝜕 ce reprezintă 

panta suprafeţei deformate după direcţia x este negativă, şi scade ca valoare odată cu creşterea lui 

y. De aici rezultă că 𝜕𝜕2𝑤𝑤/𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 este pozitivă în colţul A. Din a treia ecuaţie a expresiilor (1.15) se 

observă că Mxy este pozitiv şi că Myx este negativ în acelaşi colţ de placă. Din aceste condiţii cât şi 

din sensurile momentelor Mxy şi Myx  rezultă că cele două forţe concentrate, reprezentate în Fig. 

1.11., a, în punctul x = a şi y = b sunt direcţionate în jos. Din considerente de simetrie rezultă că 

forţele concentrate au aceeaşi mărime şi acelaşi sens în toate colţurile plăcii (Fig. 1.11., b) unde: 

( ) ( )
2

,
,

2 2 1xy x a y a
x a y a

wR M D
x y

ν
= =

= =

 ∂
= = −  ∂ ∂ 

.                         (1.35) 

 Se observă, dacă o placă dreptunghiulară este uniform încărcată, colţurile acesteia au în 

general tendinţa de a se ridica şi această tendinţă este stopată de reacţiunile concentrate din colţuri, 

aşa cum este reprezentat în Fig. 1.11., b. 

 Pe marginea liberă forţa tăietoare generalizată este nulă. Acest lucru nu înseamnă că ambii 

termeni – forţa tăietoare şi momentul de torsiune, sunt nuli. Prin urmare, pe latura liberă se obţine 

o soluţie provenită din tensiuni tangenţiale τzx (corespunzător Qx) şi τyx (corespunzător Mxy). Aceste 

eforturi sunt echilibrate în secţiune şi, conform principiului Saint-Venant, le corespunde un câmp 

suplimentar de tensiuni, care se atenuează rapid pe măsura depărtării de colţ spre interiorul plăcii 

şi nu influenţează starea de tensiune a întregii plăci. 
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                                         a)                                                                            b) 

Fig. 1.12. Reacţiuni în colţurile plăcii 

 Dacă laturile plăcii se întâlnesc în punctul de colţ sub un unghi diferit de 90º, atunci 

valoarea reacţiunii R va depinde de unghiul dintre aceste laturi (Fig. 1.12., a). Valoarea acestei 

reacţiuni va fi: 

( )
2 2

1nt nt
w wR M M D

n t n t
ν

  ∂ ∂
= − = − − −  ∂ ∂ ∂ ∂  

.                      (1.36) 

 Înlocuind variabilele n  şi t  cu n  şi t , forţa R poate fi scrisă sub forma: 

( ) 2 2
2

2 2

1
2 sin sin 2

2nt

D w wR M
t n

ν
ϕ ϕ

−  ∂ ∂
= − − − ∂ ∂ 

.                      (1.37) 

 Dacă ambele laturi, la intersectarea lor, formează un unghi de 90º, atunci expresia reacţiunii 

R capătă forma: 

2 ntR M= − .                                                               (1.38) 

 Posibilitatea apariţiei forţei concentrate R în punctul de intersecţie a două laturi, depinde 

de modul lor de rezemare (Fig. 1.12.): 

• Dacă laturile a şi b sunt ambele încastrate, atunci:  

0nt ntM M= = ,                                                           (1.39.) 

de unde rezultă  că şi reacţiunea R va fi nulă, indiferent de unghiul φ.  

• Dacă laturile a şi b sunt ambele simplu rezemate, sau dacă una dintre acestea este 

simplu rezemată, iar cealaltă liberă, atunci sunt îndeplinite următoarele condiţii: 

0n t nM M M= = = .                                                      (1.2.40.) 
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Totodată   

( )2 2

2 sin 2 0;

cos 2 .
n nt nt

nt nt nt

M M cs M

M M c s M

ϕ

ϕ

= = =

= − =
                                             (1.41) 

De unde rezultă că pentru 𝜑𝜑 ≠ ±𝜋𝜋/2 nu va apărea reacţiune concentrată în colţ şi numai pentru 

𝜑𝜑 = ±𝜋𝜋/2 valoarea nenulă a reacţiunii se va determina din relaţia (1.38). 

• Dacă latura a este simplu rezemată, iar latura b este încastrată, atunci se respectă 

următoarele condiţii:  

0;n t ntM M M= = =                                                                   (1.42) 

cos 2 0.nt ntM M ϕ= =                                                                (1.43) 

Astfel, pentru 𝜑𝜑 ≠ ±𝜋𝜋/4 şi 𝜑𝜑 ≠ ±3𝜋𝜋/4 este necesar ca Mnt  = 0 şi, prin urmare, R = 0. Iar pentru 

𝜑𝜑 = ±𝜋𝜋/4 şi 𝜑𝜑 = ±3𝜋𝜋/4 se obţine 

ntR M= − .                                                                 (1.44) 

• Dacă latura a este liberă, iar latura b este încastrată, atunci reacţiunea R se 

determină cu ajutorul relației (1.44), deoarece 𝑀𝑀𝑛̄𝑛𝑡̄𝑡 = 0. 

• Dacă ambele laturi a şi b sunt libere, atunci pentru determinarea reacţiunii de colţ 

se va utiliza expresia (1.37). 

 

1.3. Teoria Reissner a încovoierii plăcilor 

 Ca şi în cazul grinzilor, de regulă, la calculul plăcilor conform ipotezelor teoriei clasice 

influenţa forţelor transversale asupra săgeţii este neglijată. Însă, pentru grinzi scurte sau plăci de 

grosime considerabilă această influenţă devine mai pronunţată, şi trebuie inclusă în calcul. Mai 

mulţi cercetători sau ocupat de această problemă. Printre aceştia se numără: Reissner [104-106], 

Midlin [86], Love [80], Timoshenko şi Woinowsky-Krieger [123], Huber [52] etc. În acest 

subcapitol va fi examinată doar teoria propusă de Reissner. 

 În teoria lui Reissner se introduce sistemul alcătuit din două ecuaţii diferenţiale, dintre care 

una este de ordinul patru, iar cealaltă de ordinul doi. Acest lucru îndeplinește trei condiţii de 

frontieră, pe când, după cum bine se ştie, în teoria clasică pot fi prescrise doar două condiţii. Soluţia 

generală a sistemului de ecuaţii este prezentată sub forma a două funcţii plane armonice şi o 

funcţie, care reprezintă soluţia generală a ecuaţiei 𝛥𝛥𝛥𝛥 − �10/ℎ2�𝜓𝜓 = 0.  
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1.3.1. Introducerea ecuaţiilor de bază în teoria lui Reissner 

  La fel ca şi în teoria clasică a plăcilor subţiri, se propune ca distribuţia tensiunilor 𝜎𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝜎𝑦𝑦 

şi 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 să fie liniară pe grosimea plăcii:  

3

3

3

12 ;

12
;

12
.
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y

xy
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M z
h
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h

M
z

h

σ

σ

τ

= 

= 



= − 
                                                         

(1.45) 

 Substituind  expresiile (1.45) în primele două ecuaţii diferenţiale de echilibru se obţin 

relaţiile pentru tensiuni provenite de la forţele de forfecare distribuite după legea pătratică pe 

grosimea plăcii. 
2

2

3 21 ;
2

3 21 .
2

x
xz

y
yz

Q z
h h

Q z
h h

τ

τ

  = −  
   

  = −  
                                                         

(1.46) 

Înlocuind relaţiile (1.46) în a treia ecuaţie diferenţială de echilibru, se obţine expresia pentru 

tensiunea normală 𝜎𝜎𝑧𝑧 (funcţie cubică): 

( )
2 3 3

32

( , ) ( , ) 1 3 4
4 3 2 22 1z

E h z q x y q x y z zz w
h h

σ
ν

   
= − ∆∆ − = − + +   −    

,           (1.47) 

unde  ( , ) .q x yw
D

∆∆ =  

Înlocuind tensiunile prin eforturi interioare, ecuaţiile diferenţiale de echilibru capătă forma: 

0;

0;

0;

xyx xz

yz y yz

zyzx z

x y z

x y z

x y z

τσ τ

τ σ τ

ττ σ

∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ + + = ⇒∂ ∂ ∂ 
∂∂ ∂

+ + = 
∂ ∂ ∂ 

0;

0;

( , ) 0.

xyx
x

yx y
y

yx

MM Q
x y

M M
Q

x y
QQ q x y

x y

∂ ∂
− − = ∂ ∂ 

∂ ∂ − − = ∂ ∂ 
∂∂

+ + = 
∂ ∂ 

                     (1.48) 

Relaţiile (1.48) reprezintă ecuaţiile de echilibru în eforturi interioare. 
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Fig. 1.13.Variaţia tensiunilor pe grosimea plăcii 

 Apoi, se va considera legea lui Hooke şi se vor substitui deformaţiile cu deplasările  

( )

( )

1 ;

1 ;

1 ;

1 ;

1 ;

x x y z

y y x z

xy xy

xz xz

xy yz

E

E

G

G
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ε σ ν σ σ

ε σ ν σ σ

γ τ

γ τ

γ τ

 = − +  

 = − +  
= ⇒

= 

= 

( )

( )

0

0

0 0

0 0

0 0

1 ;

1 ;

1 ;

1 ;

1 ;

x y z

y x z

xy

xz

yz

u
x E
v
y E
u v
y x G
u w
z x G
v w
z y G

σ ν σ σ

σ ν σ σ

τ

τ

τ

∂  = − +  ∂ 
∂  = − +  ∂


∂ ∂ + = ∂ ∂ 

∂ ∂
+ = 

∂ ∂ 
∂ ∂

+ = ∂ ∂                       

(1.49) 

unde 0u , 0v , 0w  – reprezintă deplasările reale. 

( )

( )0

1 ;

1 .

z z x y

z x y

E
w
z E

ε σ ν σ σ

σ ν σ σ

 = − + 

∂  = − + ∂

 

 Aceste ecuaţii nu satisfac legea de distribuire liniară pentru tensiunile 𝜎𝜎𝑥𝑥 şi 𝜎𝜎𝑦𝑦. 

 Reissner a propus să se introducă deplasări medii.Valorile medii pentru deplasări pot fi 

obţinute egalând lucrul rezultantelor tensiunilor exprimate prin deplasări reale cu cele ale 

eforturilor exprimate prin deplasări medii (Fig. 1.4.): 
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− forţa rezultantă a tensiunilor normale va fi: 

/2

/2

1 0;
h

x x
h

dz Nσ
−

⋅ ⋅ = =∫
 

− momentul rezultant al tensiunilor normale: 

/2

/2

;
h

x x
h

z dz Mσ
−

⋅ ⋅ =∫
 

− lucrul eforturilor distribuite: 

/2

0
/2

.
h

x x x
h

u dz Mσ θ
−

⋅ ⋅ = ⋅∫
 

 Prin analogie se obţin următoarele expresii: 
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0
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0
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0
/2
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0
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0
/2

/2

0
/2

;

;

;

;
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τ
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

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∫

∫

∫

∫

∫

∫
                                              

(1.50) 

Se vor utiliza expresiile pentru tensiuni, în rezultat, se obţin formulele pentru deplasările medii: 

/2
0

2
/2

/2
0

2
/2

2/2

0
/2

12 ;

12 ;

3 21 .
2

h

x
h

h

y
h

h

h

u z dz
h h

v z dz
h h

zw w dz
h h

θ

θ

−

−

−

⋅
=

⋅
=

  = −  
   

∫

∫

∫
                                   

(1.51) 
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 Tensiunile medii pot fi exprimate prin deplasări reale:     

( )

( )

0

0

1 ;

1 ,

x y z

y x z

u
x E
v
y E

σ ν σ σ

σ ν σ σ

∂  = − +  ∂ 
∂  = − + ∂ 

 

unde                                        
3

3

0

0

( , ) 1 3 4 ;
2

;

,

z

x y z

y x z

q x y z z
h h

u
x E
v
y E

σ

νσ νσ σ

νσ νσ σ

 
= − − +  

  
∂ − = + ∂ 

∂ 
− = + ∂ 

 

din care rezultă: 
3

0 0
2 3

3
0 0

2 3

0 0

( , ) 41 3 ;
1 1 2

( , ) 41 3 ;
1 1 2

.
2(1 )
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x y h h

v uE q x y z z
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τ
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  ∂ ∂
= + − − +   − ∂ ∂ −    

  ∂ ∂ = + − − +   − ∂ ∂ −    
 ∂ ∂ = + + ∂ ∂                             

(1.52) 

Se vor considera două expresii pentru xzτ : 

23 21
2
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z x
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 În continuare, egalând părţile drepte ale ambelor expresii înmulţindu-le la 3[1 − (2𝑧𝑧/ℎ)2]/2ℎ şi 

integrând după variabila z în intervalul [−ℎ/2; +ℎ/2] 
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se obţine: 

( )

( )

12 1
;

5
12 1

.
5

x
x

y
y

Qw
x Eh

Qw
y Eh

ν
θ

ν
θ

+ ∂
= − + ∂ 

+∂ = − + ∂                                                    

(1.53) 

 Rezultă 8 necunoscute: Mx, My, Mxy, Qx, Qy, w, 𝜃𝜃𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑦𝑦 şi 8 ecuaţii: 

− 3 ecuaţii de echilibru în eforturi interioare; 

− 3 ecuaţii pentru Mx, My, Mxy 

− 2 ecuaţii pentru 𝜃𝜃𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑦𝑦 

 Pentru micşorarea numărului de necunoscute şi simplificarea ecuaţiilor, se va exclude 𝜃𝜃𝑥𝑥 

şi 𝜃𝜃𝑦𝑦 din expresiile pentru Mx, My, şi Mxy 

( )

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2
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;
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1 .
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x y y x
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  ∂∂ ∂
= − + + −  ∂ ∂ ∂ −  

∂ ∂ ∂ = − + + −  ∂ ∂ ∂ −  
∂ ∂∂ = − − + ∂ ∂ ∂ ∂                               

(1.54) 

Substituind expresiile pentru Mx, My, şi Mxy 
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0
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xy xyx x
x x x

M MM M h h qQ Q Q D w
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sau 
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;
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h h qQ Q D w
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h h qQ Q D w
y y

ν
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∂ ∂
− ∆ = − ∆ − ∂ − ∂ 


∂ ∂ − ∆ = − ∆ − ∂ − ∂                                                              

(1.55) 

 Dacă grosimea plăcii h=0 se obţin expresiile respective ale teoriei clasice. Conform teoriei 

lui Reissner rezultă că expresiile şi ecuaţiile teoriei clasice sunt valabile doar pentru plăcile subţiri. 

 Din a treia ecuaţie de echilibru (1.48) se obţine ecuaţia diferenţială a suprafeţei mediane în 

teoria lui Reissner. 
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0yx QQ q
x y

∂∂
+ + = ⇒

∂ ∂
( )
( )

2 2
10 1
h

D w q q
ν
ν
−

∆∆ = − ∆
−

                                                       

(1.56) 

 Rezolvarea ecuaţiei are forma: 

* **w w w= + , 

unde: *w – rezolvarea ecuaţiei omogene fără partea dreaptă,  𝑤𝑤∗ ⇒ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 0; 

          
**w – rezolvarea particulară a ecuaţiei neomogene.     

 Ecuaţia primită este de ordinul patru, deci pot fi prescrise câte două condiţii la limită pentru 

fiecare latură a plăcii. Pentru obţinerea ecuaţiei suplimentare, se introduce în relaţiile (1.55) o 

funcţie nouă – funcţia de tensiune. 

;

;

x

y

Q D w
x y

Q D w
y x

ψ

ψ

∂ ∂ = − ∆ + ∂ ∂ 
∂ ∂ = − ∆ −
∂ ∂                                                                           

(1.57)           

 unde    ( ),x yψ  – funcţia de tensiune. 

* **

* **
x x x

y y y

Q Q Q
Q Q Q

= + ⇒
= + 

** *

** *

;
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x x
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Q Q D w
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∂ ∂ = − ∆ + ∂ ∂ 
∂ ∂ = − ∆ −
∂ ∂                                  

(1.58) 

*
xQ , **

xQ   sunt validate prin  ecuaţiile: 
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( )

2 2
** ** **

2 2
** ** **

;
10 10 1

.
10 10 1

x x

y y

h h qQ Q D w
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h h qQ Q D w
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∂ ∂
− ∆ = − ∆ − ∂ − ∂ 


∂ ∂ − ∆ = − ∆ − ∂ − ∂                                  

(1.59) 

  Dacă se va substitui (1.58) cu (1.55) se va obţine: 

2 2

0;
10 10
h h

y x
ψ ψ ψ ψ
   ∂ ∂

− ∆ = − − ∆ =   ∂ ∂                                       
(1.60) 

2

0
10
hψ ψ− ∆ = ⇒ 2

10 0.
h

ψ ψ∆ − =
                                      

(1.61) 
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 Relaţia (1.61) reprezintă ecuaţia diferenţială suplimentară de ordinul doi care oferă 

posibilitatea de a introduce încă o condiţie la limită. 

 

1.3.2. Formularea condiţiilor la limită în teoria generalizată (Reissner) 

 
 

Fig. 1.14. Placă dreptunghiulară având diferite moduri de rezemare 

•  Latura încastrată.                                                            

Pentru  y = 0;    
0;
0;
0.

x

y

w
θ
θ

=
= 
= 

 – tip cinematic. 

•  Latura simplu rezemată. 

                                               Pentru  x= 0;    
0;

0;
0.

x

yx

w
M
M

=
= 
= 

 – tip mixt.         

• Latura liberă. 

                                               Pentru  x= a;     
0;

0;
0.

x

x

yx

M
Q
M

=
= 
= 

 – tip static.  

 În cazul elementului de contur curbiliniu, dat de normala n şi tangenta la suprafaţă t   

(Fig. 1.10.), se poate de fixat poziţia elementului cu ecuaţiile: 

w w= ;       n nθ θ= ;       t tθ θ=  .                                            (1.62) 

 Aici 𝑤𝑤 reprezintă săgeata medie, iar 𝜃𝜃𝑛𝑛 şi 𝜃𝜃𝑡𝑡 – unghiurile medii de rotire ale elementului 

în raport cu axele n şi t. În cazul laturii încastrate aceste ecuaţii capătă forma: 
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0w = ;       0nθ = ;       0.tθ =                                        (1.63) 

 Condiţiile la limită pot fi exprimate şi prin valorile eforturilor 𝑄𝑄𝑛𝑛, 𝑀𝑀𝑛𝑛, 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛, atunci acestea 

vor căpăta forma: 

n nQ Q= ;       n nM M= ;       t ntM M=  .                            (1.64) 

 Pentru latura liberă aceste condiţii capătă forma 𝑄𝑄𝑛𝑛 = 0, 𝑀𝑀𝑛𝑛 = 0, 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, iar pentru 

latura simplă rezemată 𝑤𝑤 = 0, 𝑀𝑀𝑛𝑛 = 0, 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. În ultimul caz dispar reacţiunile concentrate în 

colţurile plăcii, care apar în teoria clasică. 

 

1.4. Concluzii la Capitolul 1 

 După cum a fost menţionat anterior, teoria clasică a încovoierii plăcilor subţiri permite de 

a satisface mai puţine condiţii la limită decât există în realitate. De exemplu, de-a lungul laturii 

libere, în realitate există trei condiţii în loc de două: forţa de forfecare, momentul de încovoiere şi 

momentul de torsiune trebuie egalate cu zero. Kirchhoff a demonstrat, că ipotezele admise în 

formularea clasică sunt responsabile de reducerea condiţiilor la limită de la trei la două. Totodată, 

transformând momentul de torsiune în cupluri de forţă se obţin nu numai forţe transversale  

distribuite de-a lungul laturilor, dar şi forţe concentrate în colţurile plăcii. 

 În teoria clasică influenţa forţelor transversale asupra săgeţii este neglijată. Prin urmare, 

teoria clasică poate fi aplicată cu succes doar la calculul plăcilor subţiri, pentru care această 

influenţă este minimă. Pentru plăci de grosime medie, neglijarea deformaţiilor transversale în 

calcul poate duce la erori considerabile. 

 Teoria propusă de Reissner, în mare măsură este lipsită de restricţiile enunţate mai sus. În 

această teorie sunt luate în consideraţie deformaţiile transversale, astfel, ea se dovedeşte a fi 

aplicabilă şi la calculul plăcilor de grosime medie. Introducerea ecuaţiei diferenţiale suplimentare 

de ordinul doi face posibilă îndeplinirea tuturor condiţiilor la limită necesare, astfel pentru fiecare 

latură pot şi trebuie să fie satisfăcute trei condiţii în loc de două. Prin urmare, în colţurile plăcilor 

nu vor mai apărea reacţiuni concentrate.  

 Odată cu dezvoltarea tehnicii decalcul, în baza ipotezelor admise atât în teoria clasică a 

plăcilor, cât și în teoria Reissner au fost elaborate metode numerice de calcul, cum ar fi: metoda 

elementelor finite (MEF) și metoda elementelor de frontieră (MEFr).  
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2. METODE NUMERICE DE CALCUL 

 Odată cu apariţia tehnicii moderne de calcul, metodele numerice [40] au cunoscut şi ele o 

dezvoltare intensă, în comparaţie cu cele analitice. Metodele numerice pot fi aplicate la rezolvarea 

unui spectru mai larg de probleme ale teoriei elasticităţii, deoarece soluţionează aproximativ 

ecuaţiile fundamentale ale teoriei elasticităţii. 

 Cele mai utilizate metode de calcul pentru rezolvarea problemelor de elasticitate, 

termoelasticitate, elastoplasticitate, mecanica ruperii materialelor sunt: 

a) Metoda Diferenţelor Finite – MDF; 

b) Metoda Elementelor Finite – MEF; 

c) Metoda Elementelor de Frontieră – MEFr. 

Alegerea unei anumite metode numerice de calcul depinde de mai mulţi factori: generalitatea 

problemei, complexitatea acesteia, cunoaşterea metodei de calcul, existenţa unui program de 

calcul etc. Pentru probleme simple, pot fi folosite metodele analitice. Trebuie de menţionat faptul 

că nu orice metodă analitică este exactă. De exemplu, în cazul dezvoltării în serie, exactitatea 

soluţiilor depinde de tipul seriei, de convergenţa acesteia şi de numărul de termeni utilizaţi în 

calcul. 

Metodele numerice sunt folosite pe larg la calculul structurilor, deoarece acestea oferă 

posibilitatea de a crea softuri şi de a rezolva probleme practice din inginerie, pentru care metodele 

analitice nu oferă soluţii sau rezultate satisfăcătoare. La momentul actual cea mai utilizată metodă 

numerică de calcul este MEF, datorită generalităţii şi simplităţii acesteia în procesul de 

programare. 

În acest capitol vor fi prezentate doar MEF şi MEFr, deoarece actualmente MDF practic nu 

mai este utilizată. 

 

2.1. Metoda elementelor finite 

Metoda elementelor finite (MEF) actualmente este cea mai utilizată metodă numerică de 

calcul a plăcilor [90, 136]. MEF este foarte eficientă pentru studierea multiplelor probleme extrem 

de variate din diferite domenii de activitate ale inginerului. MEF, de regulă, determină rezolvarea 

unui sistem de ecuaţii algebrice cu un număr mare de necunoscute. Din acest motiv, aceasta este 

strâns legată de utilizarea calculatoarelor. Un şir de softuri au fost create pe baza MEF aşa cum 

sunt: Ansis, AxisVM, Nastran, SCAD, Lira etc.                                                                                     
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Fig. 2.1. Tipuri de elemente finite 

În MEF placa este prezentată ca o structură discretizată în elemente finite triunghiulare sau 

dreptunghiulare (Fig. 2.1.). Cel mai simplu element finit utilizat la modelarea plăcilor este 

elementul triunghiular cu 3 noduri, având câte 3 grade de libertate în fiecare nod (w, φx, φy) (Fig. 

2.2.). Principalul avantaj al elementului triunghiular faţă de alte elemente finite constă în 

posibilitatea de a aproxima cu o exactitate mai mare conturul plăcilor de diferită configurație. 

                               

Fig. 2.2. Element finit triunghiular 

Problema de bază a MEF este de a determine matricea de rigiditate a elementului finit. 

Pentru elementul finit triunghiular, matricea de rigiditate  în coordonate locale are forma: 



49 
 

* * * * *
44 46 47 48 49

* * *
55 58

* * * *
66 67 68 69

* * *
77 78 79

* *
88 89

*
99

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 .
k k k k k

K k k
k k k k

simetric k k k
k k

k

 
 
 
 
 
 
   =   
 
 
 
 
 
                            (2.1) 

Coeficienţii nenuli din (2.1) au forma: 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

* * 2 2 * 2
44 78 58

* * 2 *
47 89 68

* 2 * 3 * 2 2
49 99 77

* * * 2
66 46 79

2 ; ; 3;

2 ; 2 2; 2 3;

2 ; 3 ; 3 ;

2 ; 2 ; 2 2;

j l j l j j l l l j

j l j l j l j l j l j l

l j j l j l j j l l

j l j l j l j l

k cx y k cx y x x x x k c y x

k cx y x x k cx y x x k cx y x x

k cy x k cx y k cx y x x x x

k cx y k cx y k cx y x x

ν γ

ν

ν ν

= = + + =

= + = + = +

= = = + +

= = = +

( ) ( ) ( )* * * 2 2 3
67 48 88

* 2 *
69 55

2 ; 2 3; 3;

2 ; 2;
j l j l j l j l j l j j l l j l

l j j l

k cx y x x k cx y x x k c x y x x x x x y

k cy x k c x y

ν ν γ

γ

 = + = + = + + + 
= =

(2.2) 

unde    
( )

3

2
;

12 1
Ehc

ν
=

−
( )2 1 .γ ν= −  

În coordonate globale matricea de rigiditate va avea forma: 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]1 1* ,
T TK T C K C T− − =                                                    (2.3) 

unde     

[ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0 0
0 0
0 0

T
λ

λ
λ

 
 =  
    

– matricea de rotire;            [ ]
1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

λ α α
α α

 
 = − 
  
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[ ]
2 3

2

2 2 3 2 3

2

2 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 .
0 1 0 2 0 0 3 0 0
1
0 0 1 0 2 0 2 3
0 1 0 2 0 3 0

j j j

j

j j

l l l l l l l l l l

l l l l l

l l l l

x x x
C x

x x
x y x x y y x x y y

x y x y y
x y x y

 
 
 
 −
 
 
 =
 

− − − 
 
 
 
 − − − − − 

 

Sistemul global de ecuaţii al structurii analizate are forma: 

[ ] { } { }sistK Fδ =  ,                                                              (2.4) 

unde:   [K]sist  – reprezintă matricea globală de rigiditate;  

{ } i xi yi j xj yj l xl ylw w wδ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ =    
– vectorul parametrilor nodali; 

{ } [ ]{ }*F T F=  
– vectorul forţelor nodale în sistemul global de coordonate; 

          { }*F  
– vectorul încărcărilor nodale în sistemul local de coordonate. 

Pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii sunt folosite diferite metode: Gauss, Choleski ş.a., 

care oferă posibilitatea de a obţine vectorul deplasărilor {δ}, adică valorile în noduri ale funcţiilor 

căutate. Cu ajutorul deplasărilor nodale obţinute pot fi calculate tensiunile şi eforturile în fiecare 

element finit. 

De menţionat că tensiunile în limitele fiecărui element sunt constante. De regulă, aceste 

valori sunt considerate în centrul de greutate al elementului finit. Tensiunile în noduri se calculează 

ca media aritmetică a tensiunilor din centrul de greutate a elementelor învecinate nodului respectiv. 

Metoda de mediere oferă rezultate mai satisfăcătoare pentru nodurile interioare şi mai puţin 

satisfăcătoare pentru cele de pe frontiera plăcii. 
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2.2. Metoda elementelor de frontieră 

2.2.1. Istoria dezvoltării metodei elementelor de frontieră 

Soluţiile numerice aproximative ale problemelor de frontieră pentru ecuaţii diferenţiale 

parţiale au început să fie puse în practică abia la începutul anilor 1960 [129]. Acest lucru a fost 

posibil datorită dezvoltării tehnologiilor informaţionale ce au permis construcţia calculatoarelor 

performante, capabile să stocheze mii de instrucţiuni şi date, şi totodată au fost create primele 

limbaje de programare. 

Primele soluţii propuse pentru rezolvarea ecuaţiilor integrale de frontieră se întâlnesc în 

lucrările lui Jawson, Ponter şi Symm [56-58, 121]. Soluţiile obţinute pentru ecuaţia Laplace în 

calculul bidimensional sunt cunoscute ca formularea directă a metodei elementelor de frontieră 

[2, 3, 13-16, 120, 121], în care funcţia Green [26, 27, 84, 111, 119] pentru un domeniu infinit este 

înlocuită cu identitatea simetrică Green pentru a obţine ecuaţia integrală de frontieră. 

Implementarea numerică este foarte simplă, funcţia şi derivata ei în raport cu normala sunt 

considerate constante pe fiecare segment de frontieră. Cu toate acestea, metoda s-a dovedit a fi o 

alternativă promiţătoare la metoda diferenţelor finite şi a elementelor finite. Însă, în 1963, când 

această lucrare [58] a fost publicată, metoda elementelor finite era deja destul de cunoscută, şi în 

ciuda rezultatele remarcabile prezentate de Jawson şi colegii săi, această lucrare, în mare parte, a 

fost ignorată. 

Contribuții semnificative în dezvoltarea MEFr sunt prezentate în lucrările cercetătorilor 

georgieni Muskhelishvili [95, 96] şi Kupradze [145], prin care calculul tridimensional poate fi 

redus la soluţia unei singure ecuaţii integrale de frontieră, exprimată prin funcţia săgeții. Aceasta 

reprezintă formularea indirectă a metodei elementelor de frontieră [10, 11, 14, 127]. 

Cercetătorul Banerjee a propus o versiune specială a metodei indirecte [6], iar Brebbia [13-

16] a introdus pentru prima dată noţiunea de „element de frontieră”.  

Ideea de bază a lui Jaswon și colegii săi a fost dezvoltată de Rizzo [108, 109] pentru starea 

de tensiune-deformaţie a elasticităţii plane, iar mai târziu de Cruse [24] pentru problema 

tridimensională. Baza teoretică pentru lucrarea lui Rizzo au fost: teorema lui Betti, care este 

analogică cu identitatea simetrică Green, şi soluţia fundamentală a stării de tensiune plană. Rizzo 

a prezentat unele condiţii pentru existenţa unei soluţii, şi necesitatea de a calcula valoarea 

principală Cauchy a ecuaţiei integrale.  

Începând cu anii 1970, nu mai era necesar de a demonstra că metodele elementelor de 

frontieră funcţionează, dar deja prezenta un interes deosebit îmbunătățirea acestora. Primul pas în 

acest sens a fost făcut de către Riccardella [107], care a elaborat un program de calcul pentru  
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problema stării de tensiune plane, în care deplasările şi eforturile variază liniar în fiecare element. 

Însă, acest lucru contribuie la rezolvarea unor ecuaţii integrale mai complicate şi prezintă o 

dificultate de a prescrie ecuaţia integrală în colţuri. Aceasta se datorează faptului că nodurile sunt 

situate la capetele elementului, dar nu în centrul său. Elementele erau încă liniare, şi din această 

cauză necesita un număr mai mare pentru a descrie un contur curbiliniu. 

Cercetările în domeniul elementelor de frontieră au atins apogeul între anii 1980 şi 1990. 

Timp în care au început să se dezvolte sisteme de calcul precum: BEASY (Marea Britanie), 

BETSY (Germania), BEST3D (SUA). Mai multe lucrări au fost scrise, însă un dezavantaj aparent 

îl constituia faptul că MEFr era eficientă doar pentru calculul liniar, dar nu şi pentru problemele 

neliniare. Formularea indirectă a metodei a fost în mare parte uitată, cu excepţia metodei 

panourilor în aerodinamică şi metoda discontinuităţii deplasării în minerit [22, 23]. 

Ecuaţiile integrale hipersingulare [46, 47, 59, 83, 93, 94] au un rol important la calculul 

fisurilor, întrucât o ecuaţie integrală unică nu oferă informaţii suficiente pentru calculul 

deplasărilor ambelor feţe. Metode de calcul ale integralelor hipersingulare includ: regularizarea lui 

Hadamard [48], soluţii simple, aplicarea teoremei lui Stokes. 

Începând cu anii 1990, deja calculele puteau fi efectuate cu ajutorul unui calculator 

personal în locul unui mainframe. Calculatoarele personale oferă o viteză de operare şi memorie 

de stocare a informaţiei net superioară mainframelor. Au fost introduse limbaje de programare noi, 

care facilitează procesul de programare şi conferă posibilităţi mult mai avansate. 

 

2.2.2. Metoda directă a elementelor de frontieră pentru plăci. 

La baza MEFr directe se află teorema reciprocităţii lucrului mecanic (teorema Maxwell-

Betti) şi soluţiile fundamentale reprezentate de funcţiile de influenţă Green [26, 27, 84, 111, 119] 

pentru un domeniu infinit. Prin funcţia Green se înţelege soluţia ecuaţiei diferenţiale parţiale, în 

care termenul neomogen a fost înlocuit cu produsul funcţiilor delta, astfel, reprezentând efectul 

unei forţe concentrate. În consecinţă, soluţia fundamentală satisface ecuaţia diferenţială în orice 

punct al domeniului infinit cu excepţia punctului sursă. În acest punct soluţia va prezenta 

singularitate şi va tinde la infinit. 

Soluţia fundamentală a ecuaţiei diferenţiale parţiale de ordinul patru (1.12) are forma: 

2
*( , ) ln( )

8
rw P Q r

Dπ
= ,                                                     (2.5) 

unde Q reprezintă un punct al domeniului în care este dată soluţia provenită de la o forţă unitară 
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concentrată aplicată în punctul P, iar r reprezintă distanţa dintre aceste două puncte (Fig. 2.3.). 

Aplicând soluţia fundamentală (2.5) pentru o placă infinită acţionată de o forţă concentrată, ecuaţia 

plăcilor  (1.11) capătă forma: 

*( , ) ( , ),D w x y P Qδ∆∆ =                                                      (2.6) 

unde δ – funcţia Dirac, are următoarea proprietate: 

( , ) 1.x dxδ ξ
∞

−∞

=∫  

În continuare, va fi utilizată identitatea Gauss-Green pentru operatorul biarmonic sub forma 

( )
A L

u vu v v u dA u v v v u u dL
n n n n
∂ ∂ ∂ ∂ ∆∆ − ∆∆ = ∆ − ∆ − ∆ + ∆ ∂ ∂ ∂ ∂ ∫∫ ∫ ,                (2.7) 

unde u şi v sunt două funcţii ce au derivate de ordinul patru în interiorul domeniului A, şi derivate 

de ordinul trei pe frontiera L.  

 

Fig. 2.3. Contur arbitrar de placă solicitat de o forţă unitară concentrată 

 Dacă u = w şi v = w*atunci se obţine următoarea relaţie: 

*
* * * *( , )

A A L

w ww P Q dA pw dA D w w w w w w dL
n n n n

δ
 ∂ ∂ ∂ ∂

− = ∆ − ∆ − ∆ + ∆ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫∫ ∫∫ ∫ .         (2.8) 

Relaţia de mai sus reprezintă ecuaţia integrală generală a plăcilor la încovoiere. Aceasta 

mai poate fi exprimată de-a lungul frontierei prin unghiul de rotire pe direcţia normalei θn, 
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momentul încovoietor Mn, forţa transversală generalizată Vn şi reacţiunile de colţ Ri. Dacă se vor 

efectua anumite operaţii matematice şi se vor exclude condiţiile de rezemare a frontierei, aceasta 

va căpăta forma: 

( )* * * *

1
( )

Nc

n n n i i
iL A

Cw P M V W dL W R pw dAθ
=

− + − =∑∫ ∫∫ ,                                        (2.9) 

 

Fig. 2.4. Soluţii fundamentale 

unde W reprezintă deplasarea de-a lungul frontierei, iar Nc – numărul punctelor de colţ. Parametrul 

C din această ecuaţie va fi egal cu o unitate dacă punctul P va fi situat în interiorul domeniului A 

şi zero dacă punctul P va fi situat înafara lui. 

În această formulare deplasarea W şi unghiul de rotire pe direcţia normalei θn sunt 

necunoscute. Prin urmare, sunt necesare două ecuaţii integrale. Prima ecuaţie integrală o constituie 

expresia (2.9), iar a doua ecuaţie se obţine prin diferenţierea ecuaţiei fundamentale în raport cu 

normala n şi are forma: 

* * * *

1

( ) Nc
n n i

n i
iL A

M V Rw P wC W dL W p dA
n n n n n

θ
=

 ∂ ∂ ∂∂ ∂
− + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑∫ ∫∫ ,               (2.10) 

unde ( ) /w P n∂ ∂  este unghiul de rotire pe direcţia normalei în punctul P. 

Ecuaţiile (2.9) şi (2.10) reprezintă formularea integrală pentru placă fără condiţii de 

frontieră. Pentru a rezolva aceste două ecuaţii integrale este necesar de a discretiza frontiera plăcii 

în segmente. Un avantaj important al MEFr constă în faptul că ea oferă posibilitatea de a utiliza o 

gamă largă de elemente de frontieră. Cele mai frecvent utilizate elemente sunt: constante, liniare 

şi parabolice (Fig.2.5.). 
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                        a)                                                                                                  b) 

 
                                                                c) 

Fig. 2.5. Diferite tipuri de elemente de frontieră: constante (a); liniare (b); parabolice (c) 

 

2.2.3. Metoda indirectă a elementelor de frontieră pentru plăci. Metoda extinderii 
sistemului dat. 

O variantă a metodei indirecte a elementelor de frontieră, numită şi metoda extinderii 

sistemului dat, a fost propusă de Lujin [147]. O abordare mai generală, bazată pe modele de 

potenţial, este prezentată în lucrările lui Kupradze [145], Novatski [152], Cruse [24] ş.a. Această 

formulare se numeşte „indirectă” deoarece foloseşte funcţii sau densităţi fictive care nu au nici o 

semnificaţie fizică, dar pot fi aplicate la calculul unor mărimi fizice cum sunt deplasările şi 

tensiunile în cazul elasticităţii. În cadrul metodei indirecte, în prima etapă sunt rezolvate 

singularităţile, astfel încât să fie satisfăcute condiţiile pe frontieră, iar în a doua etapă se calculează 

valorile necunoscutelor pe frontieră în funcţie de soluţiile singulare. 

Se va considera, că în sistemul cartezian de coordonate este dată o placă (Fig. 2.6.) 

acţionată de o sarcină transversală q(x,y) şi în care sunt date condiţiile de contur. În locul plăcii 

date se va examina o altă placă, de dimensiuni mari în plan, care ar include regiunea 

corespunzătoare plăcii iniţiale. Forma acestei plăci şi condiţiile la limită trebuie să fie selectate în 

aşa mod ca pentru aceasta să fie cunoscute soluţiile şi, respectiv, să poată fi găsită funcţia lui Green 

G(x,y,ξ,η), care determină săgeata în orice punct al plăcii extinse cu coordonatele x,y de la acţiunea 

unei forţei concentrate aplicată în punctul cu coordonatele ξ, η. Placa extinsă are acelaşi sens ca şi 
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sistemul fundamental în mecanica structurilor. 

 Pe placa extinsă (Fig. 2.6.) acţionează sarcina, care în regiunea ce coincide cu placa iniţială 

de contur  închis L este echivalentă cu sarcina q(x,y), iar pe regiunea rămasă această sarcină poate 

fi arbitrară. 

 
Fig. 2.6. Sarcini echivalente aplicate pe conturul plăcii 

Pe placa extinsă se vor aplica încă trei tipuri de încărcări: sarcină liniar distribuită p(s) şi 

momentele mn(s), mt(s) a căror lege de variaţie pe conturul L sunt funcţii necunoscute. Pentru a 

găsi aceste trei funcţii este nevoie ca în placa extinsă să fie satisfăcute acele condiţii la limită pe 

conturul L, care sunt identice cu cele ale plăcii iniţiale. 

Aşadar, dacă marginea plăcii iniţiale este încastrată, este necesar ca şi în placa extinsă pe 

aceeaşi curbă săgeata şi unghiurile de rotire a secţiunii în raport cu normala şi tangenta la conturul 

L să fie nule. Dacă marginea plăcii este simplu rezemată, atunci pe curba L săgeata, momentele şi 

unghiurile de rotire ale secţiunii în raport cu normala trebuie să fie nule. 

Mai înainte de a purcede la determinarea ecuaţiilor corespunzătoare, în cazul cercetat mai 

sus, care reprezintă nu altceva decât ecuaţiile canonice ale metodei eforturilor, se vor examina în 

sistemul cartezian de coordonate soluţiile provenite atât de la acţiunea unei forţe unitare 

concentrate, cât şi de la un moment unitar concentrat. 
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                                          a)                                                             b) 

Fig. 2.7. Placă solicitată de forţe concentrate 

Săgeata în orice punct cu coordonatele x, y (Fig. 2.7., a) de la o forţă unitară concentrată, 

aplicată în punctul cu coordonatele ξ, η se determină utilizând funcţia lui Green: 

21( , ) ( , , , ) ln ,
8

w x y G x y r r
D

ξ η
π

= =
                                   

(2.11) 

unde 𝑟𝑟 este distanţa dintre punctul de observaţie (𝑥𝑥,𝑦𝑦) şi punctul de aplicare a forţei unitare 

concentrate (𝜉𝜉, 𝜂𝜂). 

( ) ( )2 22 .r x yξ η= − + −
 

 Unghiul de rotire tangenţial la suprafaţa care se găseşte într-un plan perpendicular planului 

xOy şi care se intersectează cu acesta de-a lungul liniei k, având cosinusurile directoare  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑘𝑘, 𝑥𝑥� �, 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑘𝑘,𝑦𝑦� �, de la acţiunea unei forţe unitare concentrate, se poate de prezentat sub forma:  

( )
( ) ( ), , ,

cos , cos , .
G x yw G Gk x k y

k k k y
ξ η∂∂ ∂ ∂

= = +
∂ ∂ ∂ ∂

                     (2.12) 

Săgeata în orice punct (x,y) de la acţiunea unui moment unitar concentrat (Fig. 2.7., b), al 

cărui plan de acţiune coincide cu planul perpendicular la planul xOy şi se intersectează cu acesta 

după linia h, se determină cu expresia: 

( )
( ) ( ), , ,

cos , cos ,
G x y G Gw h x h y

h
ξ η

ξ η
∂ ∂ ∂

= = +
∂ ∂ ∂

.                       (2.13) 

 Unghiul de rotire în direcţia k de la acţiunea unui moment unitar concentrat pe direcţia h 

va fi: 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

, , ,
cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , cos , cos , .

G x yw G Gh x k x h y k x
k h k x x

G Gh x k y h y k y
y y

ξ η
ξ η

ξ η

∂∂ ∂ ∂
= = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ +
∂ ∂ ∂ ∂           

(2.14) 

 Momentul de încovoiere  în direcţia k, de la o forţă unitară concentrată: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2

cos , 2 cos , cos , cos ,

cos , 2 cos , cos , cos ,

k
G G GM D k x k x k y k y

x x y y

G G Gk y k x k y k x
x x y y

µ

∂ ∂ ∂
= − + + + ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ + − +  ∂ ∂ ∂ ∂               

(2.15) 

şi de la un moment unitar concentrat, care acţionează în direcţia h: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 3
2 2

2 2

3 3

3 3 3
2 2 2

2 2 2

3

2

cos , cos , cos , cos ,

2 cos , cos , cos , 2 cos , cos , cos ,

cos , cos , cos , cos , cos , cos ,

cos , cos

k
G GM D h x k x h y k x
x x

G Gh x k y k x h y k y k x
x y x y

G G Gh x k y h y k y h x k y
y y x

G h y
x

ξ η

ξ η

µ
ξ η ξ

η

 ∂ ∂
= − + +∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂
+
∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3
2

3 3
2

2

3
2

2

, 2 cos , cos , cos ,

2 cos , cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , .

Gk y h x k y k x
x y

G Gh y k y k x h x k x
x y y

G h y k x
y

ξ

η ξ

η

∂
− −

∂ ∂ ∂

∂ ∂
− + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂
+ ∂ ∂ 

 

(2.16) 

Dacă marginea plăcii iniţiale este încastrată, atunci ecuaţiile canonice pot fi obţinute din 

următoarele considerente: săgeata, în orice punct al plăcii extinse, pe conturul L, provine: de la 

încărcarea exterioară wq, de la sarcina liniar distribuită wp şi de la cele două momente wmn  şi wmt, 

care acţionează de-a lungul conturului L. În sumă săgeata pe conturul L trebuie să fie nulă, astfel 

ca starea de tensiune şi deformaţii a regiunii interioare mărginită de conturul L să fie echivalentă 

cu starea plăcii iniţiale. Prin analogie se vor determina relaţiile şi pentru unghiurile de rotire. În 

final se obţine următorul sistem de ecuaţii: 
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0;

0;

0.

p mn mt q

p qmn mt

p qmn mt

w w w w
w ww w
n n n n

w ww w
t t t t


+ + + = 

∂ ∂∂ ∂ + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂                                                  

(2.17) 

 

Sistemul de ecuaţii (2.17) este valabil pentru orice punct de pe conturul L. Expresia pentru 

săgeata wp  se determină din acţiunea tuturor încărcărilor distribuite pe conturul L, şi are forma: 

( ) ( , , )p
L

w p s G x y s ds= ∫ .                                                  (2.18) 

Prin analogie se determină săgeata wmn şi wmt : 

( ), ,
( ) ;mn n

L

w x y s
w m s s

n
∂

= ∂
∂∫

                                                
(2.19) 

( ), ,
( ) .mt t

L

w x y s
w m s s

t
∂

= ∂
∂∫

                                              
(2.20) 

Săgeata de la încărcarea exterioară, dacă se consideră că ea acţionează doar pe regiunea A, 

mărginită de conturul L, va fi egal: 

( ) ( ), , , , .q
A

w q G x y d dξ η ξ η ξ η= ∫∫                                              (2.21) 

De asemenea, prin derivarea expresiilor (2.18) – (2.20) se determină expresiile pentru 

termenii ecuaţiei doi şi trei din sistemul (2.17), după care ultima capătă forma: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

, , , ,
( ) ( , , ) ( ) ( ) , , , , 0;

, , , , , , , , ,
( ) ( ) ( ) , 0;

, , , ,
( ) ( )

n t
L L L A

n t
L L L A

n
L

w x y s w x y s
p s G x y s ds m s s m s s q W x y d d

n t

w x y s w x y s w x y s w x y
p s s m s s m s s q d d

h h n h t h

w x y s w x y s
p s s m s

g y n

ξ η ξ η ξ η

ξ η
ξ η ξ η

∂ ∂
+ ∂ + ∂ + =

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
∂ + ∂ + ∂ + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ + ∂

∂ ∂ ∂

∫ ∫ ∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫∫

∫
( ) ( ) ( )2 , , , , ,

( ) , 0,t
L L A

w x y s w x y
s m s s q d d

g t g
ξ η

ξ η ξ η







∂ ∂ + ∂ + =

∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫∫

(2.22) 

în relaţiile de mai sus (2.22), prin h se înţelege direcţia de-a lungul normalei la conturul L, iar prin 

g – direcţia de-a lungul tangentei la contur. 

 Dacă se va înlocui sistemul de ecuaţii integrale primit cu un sistem de ecuaţii algebrice, şi 

pe conturul L se va lua un număr i de puncte, şi în fiecare punct se va aplica o forţă concentrată    
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Pi = pΔs şi momente concentrate  Mni = mnΔs  şi Mti = mtΔs, atunci: 

( )

( )

( )

1

1

1

0;

0;

0.

i

j kj nj nkj tj tkj qk
j

i

j kj nj nkj tj tkj qk
j

i

j kj nj nkj tj tkj qk
j

P w M w M w w

P M M

P M M

ϑ ϑ ϑ ϑ

ψ ψ ψ ψ

=

=

=


+ + + = 


+ + + = 



+ + + = 


∑

∑

∑
                                               

(2.23)                      

( )1,2,...,k i=  

În ecuaţiile (2.23) sunt utilizate următoarele notaţii: 

wkj  – săgeata în punctul k de la o forţă unitară, aplicată în punctul j; 

wnkj – săgeata în punctul k de la un moment unitar, aplicat în punctul j în direcţia normalei la 

conturul L; 

wtkj – săgeata în punctul k de la un moment unitar, aplicat în punctul j în direcţia tangentei la 

conturul L; 

wqk – săgeata în punctul k de la încărcare exterioară. 

Acelaş sens îl au coeficienţii, care intră în ecuaţia a doua şi a treia, numai că prin 𝜗𝜗  au fost 

notate unghiurile de rotire a normalei la contur în raport cu tangenta, iar prin ψ – unghiurile de 

rotire a tangentei în raport cu normala. 

După rezolvarea sistemului de ecuaţii (2.23) poate fi găsită săgeata în orice punct cu 

coordonatele x,y de pe regiunea A: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

, , , , , , ,

, , , ,

i i

j kj j j nj nkj j j
j j

i

tj tkj j j q
j

w x y P w x y a b M w x y a b

M w x y a b w x y

= =

=

= + +

+ +

∑ ∑

∑                        
(2.24) 

Momentul de încovoiere în orice punct se determină cu expresia: 

( )
1 1 1

, .
i i i

j p nj nj tj tj q
j j j

M x y P M M M M M M
= = =

= + + +∑ ∑ ∑                                 (2.25) 

 Diferenţiind expresia (2.24), pot fi determinate toate deplasările şi eforturile căutate. În 

formula (2.25): 𝑀̄𝑀𝑝𝑝– momentul în punctul dat de la forţa unitară Pi = 1, iar 𝑀̄𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 şi 𝑀̄𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡– momentele 

în punctul dat de la momentele  unitare, aplicate în punctul j de pe contur în direcţia normalei la 

contur şi respectiv în direcţia tangentei. 
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2.3. Concluzii la capitolul 2 

 În ultimele decenii, cea mai utilizată metodă numerică de calcul în diferite ramuri ale 

ingineriei este MEF. Cu ajutorul acestei metode pot fi rezolvate cu succes un spectru larg de 

probleme întâlnite în practică, aşa cum sunt: calculul structurilor cu o geometrie arbitrară aflate 

sub acţiunea diferitor tipuri de încărcări, probleme bidimensionale şi tridimensionale, calculul 

neliniar şi dinamic. În ciuda răspândirii largi în tehnică, totuşi, MEF se confruntă cu un şir de 

neajunsuri. Cele mai importante dintre ele sunt descrise mai jos: 

• Discretizării este supus tot domeniul ocupat de corp. Prin urmare, apar dificultăţi la 

crearea reţelei de elemente finite pentru corpuri cu o geometrie complicată, la prezenţa 

găurilor şi colţurilor etc., deoarece regiunile critice necesită o reţea mai densă a 

discretizării. 

• Modificarea modelului discretizat ce se referă la îmbunătăţirea exactităţii rezultatelor sau 

de schimbarea geometriei corpului, necesită timp şi efort considerabil. 

• MEF este ineficientă pentru domenii infinite. 

• Apar dificultăţi la rezolvarea problemelor descrise de ecuaţii diferenţiale  de ordinul patru 

şi mai mult (ecuaţia plăcilor, ecuaţia învelişurilor etc.)  

Din contra, MEFr, atât în formularea directă cât şi în cea indirectă, prezintă multe avantaje:  

• Discretizării este supusă doar frontiera corpului, astfel, se simplifică modelarea geometriei 

şi se reduce cu o unitate numărul de necunoscute. În aşa mod, şi modificarea modelului de 

calcul devine mai simplă. 

• Metoda poate fi adaptată pentru domenii infinite. 

• Uşor se poate de operat cu sarcini concentrate atât în interiorul plăcii, cât şi la frontiera lui. 

• Soluţiile pot fi obţinute în orice punct al domeniului. Acest lucru este posibil deoarece 

MEFr foloseşte reprezentarea integrală a soluţiei, care poate fi diferenţiată şi poate fi 

utilizată ca formulă matematică. Acest lucru este imposibil în MEF deoarece soluţia poate 

fi obţinută doar în nodurile elementelor. 
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3. SOLUŢII DISCONTINUE PENTRU PLĂCI 

3.1. Soluţii discontinue în teoria clasică a plăcilor 

 În acest capitol este descrisă metodologia de obţinere a soluţiilor discontinue în mecanica 

corpului solid deformabil elaborată de către prof. Gh. Moraru în lucrările [88-91, 148-151], 

aplicarea și implementarea numerică a acestora, de către autorul tezei pentru rezolvarea 

problemelor de încovoiere a plăcilor. Pentru a demonstra corectitudinea și eficacitatea soluțiilor 

discontinue, au fost rezolvate un șir de probleme practice ale plăcilor, rezultatele obţinute fiind 

comparate cu alte metode analitice și numerice. Soluțiile discontinue au fost construite atât în baza 

ipotezelor teoriei clasice a plăcilor (teoria Kirchhoff), cât şi în baza teoriei ce consideră 

deformaţiile din forța de forfecare (teoria Reissner) și oferă o direcție nouă în metoda indirectă 

elementelor de frontieră. 

 

3.1.1. Soluţii provenite din salturi concentrate 

 Se va considera o placă infinită având pe axa y  (x = 0) un defect (fisură, articulaţie plastică, 

gaură etc.) (Fig. 3.1.). 

 Soluţia ecuaţiei diferenţiale a suprafeţei mediane a plăcii (1.12.) este alcătuită din suma a 

două stări: prima provenită din sarcina exterioară şi a doua – din salturile corespunzătoare 

defectului. Ultima se va obţine de la integrarea soluţiilor obţinute din salturile concentrate cu 

ajutorul transformării generalizate Fourier. 

Traversând de la o parte a defectului la cealaltă, funcţiile pot avea salturi: săgeata w, 

unghiul de rotire 𝜃𝜃𝑥𝑥, momentul de încovoiere Mx, forţa tăietoare generalizată Vx  (Fig. 3.2.). 

 
Fig. 3.1. Placă infinită cu defect 
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Fig. 3.2. Saltul funcţiei f  la trecerea prin defect 

       Pentru toate salturile sus-menţionate va fi introdusă următoarea notaţie: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0, 0, ;

0, 0, ;

0, 0, ;

0, 0, .

x x x

x x x

x x x

w y w y w y

y y y

M y M y M y

V y V y V y

θ θ θ

− − + =

− − + =

− − + =

− − + =                                           

(3.1) 

 Pentru a construi soluţiile de la salturile concentrate se va examina o placă infinită în 

absenţa sarcinilor exterioare (𝑞𝑞(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ 0). 

 Dacă se va aplica la ecuaţia (1.12) transformarea Fourier generalizată [17, 43, 157, 158] 

(Anexa 1. şi Anexa 2.) după  variabila x cu parametrul α și se va diviza în două intervalul de 

integrare: (−∞, 0), (+0, +∞), păstrând salturile tuturor funcţiilor în x = 0, se obţine: 

4 2 2 3 2 2
2 4 3 2

4 2 2 3 2 22 2 2w w w w w w ww i w i i
y y x x x y y x

α α α α α α∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + = − + + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 



 
(3.2) 

 Aici salturile săgeţii w şi derivatele ei s-au luat pentru x = 0 şi transformata Fourier s-a 

notat prin tildă, de exemplu: 

( ) ( ), , .i xw w y w x y e dxαα
∞

−∞

≡ = ∫ 

                                                
(3.3) 

Se vor cerceta soluţiile obţinute de la salturile concentrate ( )w y , ( )x yθ , ( )xM y , ( ) .xV y
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De exemplu: se consideră că săgeata w are un salt de forma 

( ) ( )w y yδ= ,                                                        (3.4) 

unde  𝛿𝛿(𝑦𝑦) reprezintă funcţia lui Dirac. 

 Funcţiile rămase se consideră continue când x = 0:     

( ) 0;x yθ =        ( ) 0;xM y =       ( ) 0.xV y =                                             (3.5) 

 Utilizând prima relaţie din (1.15) şi relația (1.24) se obţine: 

( )
2 2 3

2 2 3; 2 .x x
w w w wM D V D

x y x x
ν ν

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − + = − + −   ∂ ∂ ∂ ∂   

 

 Întrucât ( ) 0x y w xθ = − ∂ ∂ =  se obţine: 

0;w
x

∂
=

∂ ( )
2

2 ;w y
x

νδ∂ ′′= −
∂                    

3

3 0.w
x

∂
=

∂
 

 Ecuaţia diferenţială (3.1.2.) poate fi scrisă sub forma: 

( ) ( ) ( )
4 2

2 4 3
4 22 2 .w w w i y i y

y y
α α α δ α ν δ∂ ∂ ′′− + = − + −

∂ ∂
 

                        (3.6) 

 Această ecuaţie diferenţială poate fi rezolvată folosind transformarea Fourier [17, 43, 157, 

158] (Anexa 1.) după variabila y cu β. Astfel, se obţine  

( ) ( )
( )

3 2

22 2

2
, ,

i i
w

α ν α β
α β

α β

− − −
=

+




                                              

(3.7) 

unde 

( ) ( ), , .i yw w y e dyβα β α
∞

−∞

= ∫

 

                                                
(3.8) 

 Utilizând formula de inversare Fourier  (A.1.2) de 2 ori (pe α şi pe β), se obţine: 

( )
( )
( )

3 2

2 2 2

2
( , ) .

2
i x i yiw x y e d dα β

α ν α β
α β

α βπ

∞ ∞
− −

−∞ −∞

 + − = −
+∫ ∫

                    
(3.9) 
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 Integralele din expresia (3.9) pot fi calculate cu ajutorul tabelelor [1, 28, 101, 144]. Astfel, 

la rezolvarea acestor integrale se obţine: 

( ) ( ) ( )2 2
4

1, 3 1
4

xw x y x y
r

ν ν
π

 = − − + +                                  
(3.10) 

unde 2 2 2r x y= + . 

 Dacă se vor utiliza formulele (1.13) și (1.15), pot fi obţinute expresiile eforturilor, 

exprimate prin salturile săgeţii w.   

 Prin analogie, se vor determina soluţiile şi pentru cazurile când traversând de la o parte a 

defectului la cealaltă, unghiul de rotire θx, momentul Mx şi forţa de forfecare generalizată Vx au 

salturi. Trebuie de menţionat faptul că dacă măcar una dintre funcţiile w, θx, Mx, Vx are salt, atunci 

celelalte trei sunt continue. 

 Relaţiile dintre deplasări şi salturi pot fi scrise în formă matricială: 

( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

,
, ,
,

x
x

x
y

x

w y
w x y g g g g y

x y g g g g
M yx y g g g g
V y

θ
θ
θ

 
    
    =    

        
                             

(3.11) 

sau în formă compactă: 

{ } [ ]{ } ,W G S=  

unde { } ( )S w y=  ( )x yθ ( )xM y ( )
T

xV y   reprezintă vectorul salturilor. 

 Elementele ( ),ij ijg g x y≡  au forma: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
11 4

4 2 2 4
21 6

2 2
31 6

1 3 1 ;
4

1 3 6 1 1 ;
4
1 1 5 3 ;

2

xg x y
r

g x x y y
r
xyg y x
r

ν ν
π

ν ν ν
π

ν ν
π

 = − − + + 

 = − − − − − + 

 = − + + − 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

12 2

2 2
22 4

2 2
32 4

1 1 ln 1 ;
4
1 1 3 ;

4
1 1 3 1 ;

4

xg r
r

xg x y
r
yg x y
r

ν ν
π

ν ν
π

ν ν
π

 
= − + + − 

 

 = − + + − 

 = − − − + + 

 

2

13 23 332 2

1 1 1ln ; ln ; ;
4 4 4

x xyg x r g r g
D D r D rπ π π

 
= = − + = − 

 

( ) ( )2
14 24 34

1 ln ; 2 ln 1 ; 2 ln 1 .
8 8 8

x yg r r g r g r
D D Dπ π π

= = − + = − +  

(3.12) 
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 Relaţiile dintre eforturi şi salturi pot fi scrise în formă matricială: 

( )
( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

51 52 53 54

,
,
, ,

,
,

x

y
x

xy
x

x

x
y

M x y t t t t w y
M x y t t t t y
M x y t t t t

M yQ x y t t t t
V yQ x y t t t t

θ

                  =   
    
    
       

                            (3.13) 

unde { } T

x y xy x yN M M M Q Q =   reprezintă vectorul eforturilor.  

 În formă compactă relaţia (3.13)  este: 

{ } [ ]{ }.N T S=  

 Dacă vor fi considerate soluţiile w din (3.11) şi relaţiile (1.13), (1.15) se poate cu uşurinţă 

de calculat toţi coeficienţii ( ),ij ijt t x y≡ ( 1,5;i = 1,4;j = ) ai matricei T. 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
4 2 2 4

11 8

4 2 2 4
21 8

4 2 2 4
31 8

4 2 2 4 4 4
41 518 10

3 1
6 ;

2
1

5 2 11 7 3 1 3 ;
2

1
3 5 3 2 5 7 1 ;

2
3 1 12 11 6 ; ;

D xt x x y y
r

D xt x x y y
r

D yt x x y y
r

D D xyt x x y y t x y
r r

ν
π

ν
ν ν ν

π
ν

ν ν ν
π
ν ν
π π

−
= − +

−
 = − − + − + + 

−
 = − + − − + 

− −
= − + = −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 2 2 4
12 6

2
4 2 2 4 2 2

22 326 6

2 2 4 2 2 4
42 526 8

1 1 1 3 6 1 3 ;
4

1 11 6 ; 1 3 3 ;
4 2

1 1
3 ; 2 3 ;

4

D
t x x y y

r
D D xyt x x y y t x y

r r
D Dx yt x y t y x y x

r r

ν
ν ν ν

π
ν ν

ν ν
π π
ν ν
π π

−
 = + + − − + 

− −
   = − + = − − − −   

− −
= − = − −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
13 234 4

2 2 2 2 2 2
33 43 534 4 4

1 11 3 ; 1 3 1 ;
4 4

1 1 1; ; ;
4 2 2

x xt x y t x y
r r

yt x y t x y t y x
r r r

ν ν ν ν
π π
ν
π π π

   = − + + − = − + + −   

+
= − = − = −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

14 242 2

34 44 542 2 2

3 1 3 11 11 ln 1 ; 1 ln 1 ;
4 2 4 2

1 1 1; ; .
4 2 2

x yt r t r
r r

xy x yt t t
r r r

ν ν
ν ν ν ν

π π

ν
π π π

+ +   
= − + + − + = − + + − +   

   
−

= − = − = −
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(3.14) 

 Relaţiile dintre forţele transversale generalizate şi salturi au forma: 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

,
.

,
xx

y x

x

w y

yV x y l l l l l
V x y l l l l l M y

V y

θ

 
 

      =    
      

 
                                    

(3.15) 

În formă compactă relaţia  (3.15)  este: 

[ ]{ } ,V L S=  

unde termenii matricei sunt: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

6 4 2 2 4 6
11 10

2
4 2 2 4 4 2 2 4

12 138 6

2
2 2 4 2 2 4

14 214 10

3 1
7 3 5 11 7 5 1 5 3 ;

2
3 1 16 ; 3 6 1 1 ;

2 4
6 1

3 1 ; 3 10 3 ;
4

D
l x x y x y y

r
D xl x x y y l x x y y

r r
Dx xyl x y l x x y y

r r

ν
ν ν ν ν

π
ν

ν ν ν
π π

ν
ν ν

π π

−
 = − − − + − + + 

−
 = − − + = − − − − + 

−
 = − − + + = − − + 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 2 2 4
22 8

2 2 2 2
23 246 4

1
5 2 11 7 3 1 3 ;

2

1 5 3 ; 1 3 .
2 4

D yl y x y x
r

xy yl x y l x y
r r

ν
ν ν ν

π

ν ν ν ν
π π

−
 = − − − − + 

   = + + − = − + + −   

 

(3.16) 

3.1.2. Soluţii discontinue pentru placa de contur arbitrar.  

 Soluţiile provenite din salturi concentrate pot fi utilizate ca funcţii Green. Prin superpoziţie 

pot fi scrise ecuațiile integrale pentru un defect amplasat pe un contur arbitrar L (Fig. 3.3.). 

 Trecând de la un sistem local de coordonate (𝑥̄𝑥, 𝑦̄𝑦) la alt sistem local (n, t) amplasat în orice 

punct P se obţine: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ){ }

( ) ( )

* *

* 2 2

* 2 2

* *

( ) , ; ( ) , cos , sin ;

( ) , cos , sin 2 , cos sin ;

( ) , , cos sin , cos sin ;

( ) , cos , sin ;

Q n x y Q
L L

n x y xy Q
L

nt y x xy Q
L

n x y Q n
L

w P w P Q ds P P Q P Q ds

M P M P Q M P Q M P Q ds

M P M P Q M P Q M P Q ds

Q P Q P Q Q P Q ds V

θ θ γ θ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ

 = = + 

 = + + 

 = − + − 

 = + 

∫ ∫

∫

∫

∫
*

*( ) ,nt
n

MP Q
t

∂
= +

∂     

(3.17) 
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unde ,γ β α= −  

 
Fig. 3.3. Sisteme de coordonate locale amplasate pe defectul L 

iar: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12 13 14

21 22 23 14

31 32 33 34

11 12 13 14

21

, , , , , ;

, , , , , ;

, , , , , ;

, , , , , ;

, ,

x x x

x x x x

y x x x

x x x x

y

w P Q g P Q w Q g P Q Q g P Q M Q g P Q V Q

P Q g P Q w Q ds g P Q Q g P Q M Q g P Q V Q

P Q g P Q w Q ds g P Q Q g P Q M Q ds g P Q V Q

M P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q M Q ds t P Q V Q

M P Q t P Q w

θ

θ θ

θ θ

θ

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 23 24

31 32 3 34

, , , ;

, , , , , ;
x x x

xy x x x

Q t P Q Q t P Q M Q ds t P Q V Q

M P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q M Q ds t P Q V Q

θ

θ

+ + +

= + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

41 42 43 44

51 52 53 54

11 12 13 14

21 22 23 24

, , , , , ;

, , , , , ;

, , , , , ;

, , , , , .

x x x x

y x x x

x x x x

y x x x

Q P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q M Q t P Q V Q

Q P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q M Q t P Q V Q

V P Q l P Q w Q l P Q Q l P Q M Q l P Q V Q

V P Q l P Q w Q l P Q Q l P Q M Q l P Q V Q

θ

θ

θ

θ

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 

(3.18) 

 Bara de sus indică faptul că funcţiile respective sunt prezentate în coordonate locale (𝑥̄𝑥, 𝑦̄𝑦). 
Funcţiile 𝑔̄𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡̄𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑙𝑙𝑖𝑖 pot fi obţinute din relaţiile (3.12), (3.14) şi (3.16) substituind 𝑥𝑥𝑖𝑖 cu 𝑥̄𝑥𝑖𝑖 şi 𝑦𝑦𝑖𝑖 cu 
𝑦̄𝑦𝑖𝑖. 
 Pentru a obţine ecuaţiile integrale, starea de deformaţie a plăcii este prezentată ca suma a 

două stări. Prima (notată cu cerculeţ) provine de la sarcina exterioară, a doua (notată cu asterix) 

provine din salturile concentrate pe linia L a defectului: 



69 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

;

;

o

o
n n n

w P w P w P

M P M P M P

= +

= +            

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

;

.

o
n n n

o
n n n

P P P

V P V P V P

θ θ θ= +

= +                      
(3.19) 

 Funcţiile 𝑤𝑤∗, 𝜃𝜃𝑛𝑛∗, 𝑀𝑀𝑛𝑛
∗  şi 𝑉𝑉𝑛𝑛∗ în conformitate cu (3.17) sunt exprimate prin salturile respective 

de-a lungul conturului L. O parte din aceste salturi pot fi cunoscute. De exemplu, dacă defectul are 

forma unei fisuri, atunci traversând de la o parte a fisurii la alta săgeata w şi unghiul de rotire θn 

au salturi. Dacă defectul reprezintă o incluziune rigidă sau elastică, atunci traversând de la o parte 

a defectului la alta momentul Mn  şi forţa transversală generalizată Vn  au salturi. Din condiţiile la 

limită pot fi obţinute ecuaţiile integrale necesare.  

 Soluţiile discontinue sunt destinate pentru rezolvarea diferitor probleme ale plăcilor cu 

defecte. De asemenea, aceste soluţii pot fi folosite la rezolvarea problemelor de bază ale plăcilor 

[35, 39, 41, 88, 91]. În aceste cazuri frontiera va fi considerată ca defect.  

 

3.1.3. Implementarea numerică a soluţiilor discontinue în teoria clasică a plăcilor.  

Se va studia o placă de contur arbitrar cu diferire condiţii la limită (Fig. 3.4.), având un 

defect cu lungimea Ld. Pe lungimea conturului L1 placa va fi considerată simplu rezemată, pe L2 – 

încastrată şi pe L3 – liberă [39, 41].    

 Drept exemplu, se va considera că defectul (Ld) prezintă o articulaţie plastică. În acest caz, 
unghiul de rotire în direcţia normalei la marginea defectului va avea salt:  ⟨𝜃𝜃𝑛𝑛⟩ ≠ 0. 

  

 

Fig. 3.4. Placă de contur arbitrar având diferite moduri de rezemare 
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 Frontiera plăcii va fi considerată ca defect într-o placă infinită. Traversând din interiorul 

regiunii ocupate de placă spre frontiera defectului, funcţiile w, θn, Mn, Vn pot avea salturi. 

Traversând din exteriorul regiunii ocupate de placă spre frontiera defectului aceste salturi vor fi 

considerate nule. 

 Utilizând condiţiile la limită se va obţine: 

− pentru conturul simplu rezemat (L1): 

            
* 0ow w+ = ;  * 0o

n nM M+ = ;   ( )0; 0n nVθ ≠ ≠   

− pentru conturul încastrat (L2): 

      
* 0ow w+ = ;  * 0o

n nθ θ+ = ;     ( )0; 0n nM V≠ ≠  

− pentru conturul liber (L3): 

            
* 0o
n nM M+ = ;  * 0o

n nV V+ = .   ( )0; 0nw θ≠ ≠  
− pentru defectul (Ld) de tipul unei articulaţii plastice: 

            
* 0o
n nM M+ = ;     ( )0 .nθ ≠  

Soluţiile: 𝑤𝑤∗ , 𝜃𝜃𝑛𝑛∗, 𝑀𝑀𝑛𝑛
∗  şi 𝑉𝑉𝑛𝑛∗ provenite din salturi sunt indicate în  expresiile (3.17) şi (3.18). 

 Soluţiile: 𝑤𝑤𝑜𝑜 , 𝜃𝜃𝑛𝑛𝑜𝑜, 𝑀𝑀𝑛𝑛
𝑜𝑜 şi 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑜𝑜 depind de tipul sarcinii exterioare. De exemplu: dacă placa 

este acţionată de o forţă concentrată F aplicată în punctul cu coordonatele a0, b0 faţă de originea 

sistemul global (Fig. 3.5., a), atunci soluţia în nodul i situat pe frontiera L va fi: 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

14 0 0

24 0 0 34 0 0

2 2 2
14 0 0

2
24 0 0 34 0 0

, ;

, , ;

2 ,

, 2 , ;

o m m
i i i

o o o m m m m
ni x xi y yi x i i y i i

o o o o m m
ni x xi y yi x y xyi x i i

m m m m
y i i x y i i

o o
ni x xi

w F g x a y b

F n n F n g x a y b n g x a y b

M F n M n M n n M F n t x a y b

n t x a y b n n t x a y b

V F n V

θ θ θ

= ⋅ − −

 = + = − − + − − 
= + + = − − +

+ − − + − − 

= +( ) ( ) ( )14 0 0 24 0 0, , .o m m m m
y yi x i i y i in V F n l x a y b n l x a y b = − − + − −           

(3.20) 

Pentru cazul când încărcarea este distribuită liniar în direcţia axe x (Fig. 3.5., b) soluţiile 

se vor obţine prin integrarea relaţiilor (3.20). 

( )

( ) ( )

2

1

2

1

14 0

14 0 24 0

, ;

, , .

a
o m m
i i i

a

a
o m m m m

ni x i i y i i
a

w p g x y b d

V p n l x y b n l x y b d

ξ ξ

ξ ξ ξ

= − −

 = − − + − − 

∫

∫



                      

(3.20*) 
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                                           a)                                                             b) 

 
                                         c)                                                                                  d) 

Fig. 3.5. Cazuri de încărcare a plăcilor 

Prin analogie se vor obţine soluţiile pentru încărcarea liniară în direcţia y (Fig. 3.5., c): 

( )

( ) ( )

2

1

2

1

14 0

14 0 24 0

, ;

, , .

b
o m m
i i i

b

b
o m m m m

ni x i i y i i
b

w p g x a y d

V p n l x a y n l x a y d

η η

η η η

= − −

 = − − + − − 

∫

∫



                    

(3.20**) 

Pentru încărcarea uniform distribuită pe o suprafaţă se poate scrie: 

( )

( ) ( )

2 2

1 1

2 2

1 1

14

14 24

, ;

, , ,

a b
o m m
i i i

a b

a b
o m m m m

ni x i i y i i
a b

w p g x y d d

V p n l x y n l x y d d

ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η

= − −

 = − − + − − 

∫ ∫

∫ ∫



                    

(3.20***) 

unde 𝒙𝒙𝒊𝒊𝒎𝒎, 𝒚𝒚𝒊𝒊𝒎𝒎 sunt coordonatele nodului de frontieră i în sistemul global calculate cu relaţiile 3.36, 

iar nx = cosα şi ny = sinα pot fi determinate cu relaţiile (3.41). 
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 Dacă conturul L (L=L1+L2+L3) şi defectul Ld vor fi discretizate într-un set de elemente 

constante, se va obţine următorul sistem de ecuaţii:  

( )

( )

3 1 3 2 1 2

3 1 3 2 1 2

3 1 3

1 2 3 4
1 2

, , ,

1 2 3 4
2

, , ,

1 2 3

, ,

; ,

;

L L L Ld L L L

L L L Ld L L L

L L L Ld

o
ij j ij nj ij nj ij nj i L L

j n j n n n j n j n n

o
ij j ij nj ij nj ij nj ni L

j n j n n n j n j n n

ij j ij nj ij n
j n j n n n

w w w w M w V w i n n

w M V i n

m w m m M

θ

θ θ θ θ θ θ

θ

= = = =

= = = =

= =

+ + + = − =

+ + + = − =

+ +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ( )

( )

2 1 2

3 1 3 2 1 2

4
1 3

,

1 2 3 4
3

, , ,

; , ,

;

L L L

L L L Ld L L L

o
j ij nj ni L L Ld

j n j n n

o
ij j ij nj ij nj ij nj ni L

j n j n n n j n j n n

m V M i n n n

v w v v M v V V i nθ

= =

= = = =








+ = − =


+ + + = − = 


∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 

(3.21) 

unde: nL1, nL2, nL3  reprezintă numărul de ordine al elementelor pe conturul L1, L2 şi respectiv L3, iar 

nLd  – numărul de ordine al elementelor pe defectul Ld.    

 Termenii 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖1 ,𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖2 , ... , 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑖𝑖4  se vor calcula utilizând soluţiile din (3.12), (3.14) şi (3.16), 

substituind în acestea x cu 𝑥̄𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚 şi y cu 𝑦̄𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚 − 𝜂̄𝜂, în care 𝑥̄𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚, 𝑦̄𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚 sunt coordonatele locale date de 

relaţiile (3.40), −𝑙𝑙𝑗𝑗 2⁄ ≤ 𝜂̄𝜂 ≤ +𝑙𝑙𝑗𝑗 2⁄ . 

( )1
11 , ;

j

m m
ij i i

l

w g x y dη η= −∫
   

( )2
12 , ;

j

m m
ij i i

l

w g x y dη η= −∫
 

( )3
13 , ;

j

m m
ij i i

l

w g x y dη η= −∫
   

( )4
14 , ;

j

m m
ij i i

l

w g x y dη η= −∫

( ) ( )1
21 31c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

g x y g x y dθ η η η = − + − ∫

( ) ( )2
22 32c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

g x y g x y dθ η η η = − + − ∫

( ) ( )3
23 33c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

g x y g x y dθ η η η = − + − ∫

( ) ( )4
24 34c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

g x y g x y dθ η η η = − + − ∫

( ) ( ) ( )1 2 2
11 21 31c , s , 2cs , ;

j

m m m m m m
ij i i i i i i

l

m t x y t x y t x y dη η η η = − + − + − ∫

( ) ( ) ( )2 2 2
12 22 32c , s , 2cs , ;

j

m m m m m m
ij i i i i i i

l

m t x y t x y t x y dη η η η = − + − + − ∫

( ) ( ) ( )3 2 2
13 23 33c , s , 2cs , ;

j

m m m m m m
ij i i i i i i

l

m t x y t x y t x y dη η η η = − + − + − ∫

( ) ( ) ( )4 2 2
14 24 34c , s , 2cs , ;

j

m m m m m m
ij i i i i i i

l

m t x y t x y t x y dη η η η = − + − + − ∫
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( ) ( )1
11 21c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

v l x y l x y dη η η = − + − ∫
  

( ) ( )2
12 22c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

v l x y l x y dη η η = − + − ∫

( ) ( )3
13 23c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

v l x y l x y dη η η = − + − ∫
  

( ) ( )4
14 24c , s , ;

j

m m m m
ij i i i i

l

v l x y l x y dη η η = − + − ∫  

(3.22.) 

unde c = cosγ, iar s = sinγ , determinate cu ajutorul relaţiilor (3.42). 

În formă matricială sistemul de ecuaţii (3.21) va avea forma 

{ }
{ }
{ }
{ }

{ }
{ }
{ }
{ }

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

o
j i

ij ij ij ij
o

nj niij ij ij ij

o
ij ij ij ij ninj

oij ij ij ij
ninj

w ww w w w

m m m m MM
v v v v VV

θ θθ θ θ θ

   −    
    −     ⋅ =     −           −     

,                             (3.24) 

sau în formă compactă:  

[ ]( ) ( ) { } { }2 22 2
.

e d e de d e d n n n nn n n n
A X B

+ ++ × +
⋅ =                                       

(3.25) 

 Dacă se rezolvă acest sistem de ecuaţii (3.25) vor fi cunoscute toate salturile de pe conturul 

plăcii şi cele de pe defect, astfel pot fi calculate deplasările şi eforturile în orice punct din interiorul 

plăcii, acestea fiind exprimate prin salturile obţinute. 

 De exemplu, dacă este necesar de a calcula săgeata într-un punct arbitrar k din interiorul 

plăcii (Fig. 3.6.), expresia va căpăta forma: 

3 1 3 2 1 2

11 12 13 14
, , ,L L L Ld L L L

o
k j nj nj nj k

j n j n n n j n j n n
w g w g g M g V wθ

= = = =

= + + + +∑ ∑ ∑ ∑ .          (3.26) 

 
 Fig. 3.6. Poziţia punctului interior în raport cu elementele de frontieră constante 
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 Unghiul de rotire a secţiunii în punctul k ce acţionează pe direcţia d: 

( ) ( ) ( )

( )

3 1 3 2

1 2

21 31 22 32 23 33
, ,

24 34
,

c s c s c s

c s .

L L L Ld L

L L

d
k j nj nj

j n j n n n j n

o o
nj x xk y yk

j n n

g g w g g g g M

g g V n n

θ θ

θ θ

= = =

=

= + + + + + +

+ + + +

∑ ∑ ∑

∑
         

(3.27) 

 Momentul în punctul k ce acţionează pe direcţia d: 

( ) ( )

( ) ( )
3 1 3

2 1 2

2 2 2 2
11 21 31 12 22 32

, ,

2 2 2 2
13 23 33 14 24 34

,

2 2

c s 2cs c s 2cs

c s 2cs c s 2cs

2 .

L L L Ld

L L L

d
k j nj

j n j n n n

nj nj
j n j n n

o o o
x xk y yk x y xyk

M t t t w t t t

t t t M t t t V

n M n M n n M

θ
= =

= =

= + + + + + +

+ + + + + + +

+ + +

∑ ∑

∑ ∑

                 

(3.28) 

 Forţa transversală în punctul k ce acţionează pe direcţia d:

( ) ( ) ( )

( )

3 1 3 2

1 2

41 51 42 52 43 53
, ,

44 54
,

c s c s c s

c s .

L L L Ld L

L L

d
k j nj nj

j n j n n n j n

o o
nj x xk y yk

j n n

Q t t w t t t t M

t t V n Q n Q

θ
= = =

=

= + + + + + +

+ + + +

∑ ∑ ∑

∑
              

(3.29) 

 Termenii g11, g12, ... , t54  din relaţiile (3.26) – (3.29) se vor calcula utilizând soluţiile din 

(3.12) şi (3.14), substituind în acestea: xi cu xk şi yi cu yk. 

xk  şi  yk   reprezintă coordonatele punctului k în sistemul global; 

𝑐𝑐 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝛽𝛽𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝑗𝑗�;   𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝛽𝛽𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝑗𝑗�;   nx = cosβk;   ny = sinβk    (Fig. 3.6.); 

𝑤𝑤𝑘𝑘𝑜𝑜, 𝜃𝜃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑜𝑜 , ... , 𝑄𝑄𝑦𝑦𝑦𝑦𝑜𝑜   reprezintă soluţiile în punctul k provenite din sarcina exterioară, care pot fi 

determinate în funcție de tipul sarcinii folosind relaţiile (3.20), (3.20*) – (3.20***), substituind în 

acestea 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚 cu xk  şi 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚 cu yk. 

 Pentru rezolvarea problemelor clasice ale plăcilor (fără defecte) în relaţiile de mai sus 

(3.21) – (3.29.) se vor exclude termenii şi soluţiile provenite din defect. 

 

3.1.4. Calculul integralelor pe frontieră. 

 Calculul termenilor din (3.22) contribuie, de regulă, la integrarea unor funcţii de tipul:𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑟𝑟, 

1/𝑟𝑟, 1/𝑟𝑟𝑛𝑛+1 (𝑛𝑛 ≠ 0) etc. Aceste integrale pot fi slab singulare, strict singulare, hipersingulare sau 

divergente. Metode de rezolvare și regularizare pot fi găsite în lucrările [45-48, 53, 65, 72, 73, 77-

79, 110, 112-116]. 

 De exemplu, fie integrala hipersingulară:  
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2

1

j

q
L

I ds
r

= ∫ ,                                                          (3.30) 

unde 2 2 2
i ir x y= + .  

 
Fig. 3.7. Sistemul global şi local de coordonate 

Se va cerceta soluţia analitică a acestei integrale pentru următoarele cazuri posibile: 

 I. Când nodurile i şi j sunt situate pe elemente diferite(𝑥̄𝑥𝑖𝑖 ≠ 0; 𝑦̄𝑦𝑖𝑖 ≠ 0). Aceste integrale 

nu prezintă singularităţi şi pot fi rezolvate prin metode standarde analitice sau numerice [1, 28, 

158].  

 Dacă se va trece la sistemul local de coordonate (Fig. 3.7.) soluţia integralei (3.30) va fi: 

( )

2

22
2

2 21 1 arctan arctan
j

j

l
j i j i

i i il i i

l y l y
I d

x x xx y
η

η−

 + −
= = +  + −  
∫ .            (3.31) 

 II. Când nodul i este situat pe axa elementului j (𝑥̄𝑥𝑖𝑖 = 0).  

 În caz general soluţia integralei (3.30) va fi: 

( )

2

2
2

1 1 1
2 2

j

j

l

i j i jl i

I d
y l y ly

η
η−

= = − +
+ −−

∫ .                             (3.32) 

 III. Când nodul i este situat la capătul elementului j �𝑥̄𝑥𝑖𝑖 = 0; 𝑦̄𝑦𝑖𝑖 = −𝑙𝑙𝑗𝑗/2, +𝑙𝑙𝑗𝑗/2�.  

 Dacă se substituie în soluţia (3.22) 𝑦̄𝑦𝑖𝑖 = −𝑙𝑙𝑗𝑗/2 se observă că primul termen devine infinit. 

Se va păstra doar partea finită a soluţiei. Astfel, se va obţine: 
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p.f.
1

j

I
l

= − .                                                        (3.33) 

 În mod analogic, substituind în soluţia (3.32) 𝑦̄𝑦𝑖𝑖 = 𝑙𝑙𝑗𝑗/2 al doilea termen devine infinit. Se 

va păstra doar partea finită a soluţiei: 

p.f.
1

j

I
l

= − .                                                           (3.34) 

 IV. Când nodul i este situat în centrul elementului j (𝑥̄𝑥𝑖𝑖 = 0; 𝑦̄𝑦𝑖𝑖 = 0).  

 În acest caz funcţia prezintă singularitate în punctul j. Se va utiliza metoda de regularizare 

propusă de Hadamard [48]. Soluţia integralei devine: 

p.f.
2

2
2

1 4j

j

l

jl

I d
l

η
η−

= = −∫ .                                                     (3.35) 

 În mod analogic au fost calculate toate integralele necesare. 

 

3.1.5. Transformarea sistemelor de coordonate.  

 În datele iniţiale, de regulă, sunt date coordonatele nodurilor elementelor în coordonate 

globale (Fig. 3.8.). Coordonatele centrelor elementelor i şi j se calculează cu relaţiile 

( ) ( )1 1
1 1; .
2 2

m m
i i i i i ix x x y y y+ += + = +                                                         (3.36) 

 
Fig. 3.8. Coordonatele nodurilor elementelor în sistemul global 
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 Coordonatele nodului im în sistemul de coordonate local cu centrul în nodul jm  (Fig. 3.8.) 

cos sin ;

sin cos ;

m m m m
i j i i

m m m m
i j i i

x x x y

y y x y

α α

α α

− = −

− = +
                                             (3.37) 

 În forma matricială relaţia (3.37). capătă forma: 

cos sin
sin cos

m m m
i j i
m m m
i j i

x x x
x x y

α α
α α

 −  −    =    −        
                                        (3.38) 

sau 

cos sin
sin cos

m mm
i ji

m m m
i i j

x xx
y x x

α α
α α

 −      =    − −       
                                        (3.39) 

 
Fig. 3.9. Coordonatele nodului im în sistemul de coordonate local cu centrul în nodul jm 

 Înlocuind în relaţia (3.39) cosα prin 𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑗𝑗 , iar sinα prin 𝑛𝑛𝑦𝑦

𝑗𝑗
 se obţine: 

,
m mm j j
i ji x y

j jm m m
y xi i j

x xx n n
n ny x x

 −      =     − −                                                
(3.1.40.) 

unde  

1 1cos ; sin ;j j j jj j
x x

j j

y y x x
n n

l l
α α+ +− −

= = = = −
                            

(3.1.41.)        

lj – reprezintă lungimea elementului j;          



78 
 

( ) ( )2 2

1 1 ;j j j j jl x x y y+ += − + −
 

Cosinusurile unghiurilor dintre normalele la două elemente se determină cu formulele:
 

( )
( )

cos cos cos sin sin ;

sin sin cos cos sin ;

β α β α β β

β α β α β α

− = + 


− = − 
    sau    

cos ;

sin .

i j i j
x x y y

i j i j
y x x y

n n n n

n n n n

γ

γ

= + 


= − 
                    (3.1.42.) 

unde  γ – reprezintă unghiul dintre normale ni şi nj;      𝛾𝛾 = 𝛽𝛽 − 𝛼𝛼. 

 

3.1.6. Exemple de calcul a plăcilor dreptunghiulare în teoria clasică folosind soluţiile 

discontinue  

 Pentru a verifica corectitudinea metodei propuse în această lucrare, a fost elaborat un 

program de calcul în limbajul de programare Matlab [102, 118, 134] (Anexa 3.). Cu ajutorul 

acestui program au fost calculate deplasările şi eforturile plăcilor cu diferite moduri de rezemare 

şi diferite tipuri de încărcare. Pentru toate cazurile cercetate s-a ales o placă pătrată, frontiera căreia 

a fost discretizată în 20 de elemente constante conform Fig. 3.10., a, având coeficientul lui Poisson              

ν = 0,2. Rezultatele obţinute au fost comparate cu soluţiile analitice şi cu MEF pentru o reţea de 

discretizare 10x10 elemente conform Fig. 3.10., b, cu trei grade de libertate în nod.  

 
                                               a)                                                                       b) 

Fig. 3.10. Placă discretizată: a) MEFr;  b) MEF 
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a) Placă dreptunghiulară simplu rezemată pe toate laturile, solicitată de o forţă concentrată. 

 Schemele de calcul pentru placa simplu rezemată pe toate patru laturi [39], încărcată de o 

forţă concentrată sunt prezentate în Fig. 3.11. şi Fig. 3.12.  

 
Fig. 3.11. Placă pătrată, simplu rezemată 
pe toate laturile 

 
Fig. 3.12. Schema de calcul a plăcii pentru 
metoda analitică 

 În continuare sunt prezentate rezultatele obţinute cu ajutorul programului de calcul 

prezentat în Anexa 3., pentru o placă pătrată simplu rezemată pe toate laturile, solicitată la centru 

de o forţă concentrată F (Fig.3.11.). 

 Rezultatele obţinute prin MEFr bazate pe soluţii discontinue au fost comparate cu cele 

obţinute prin MEF şi cu cele analitice, pe secţiunea centrală y = 0. Acestea sunt prezentate sub 

formă de diagrame (Fig. 3.17., 3.18.) conform schemei de calcul din Fig. 3.11. 

                  
Fig. 3.13. Câmpul deplasărilor verticale w 
în placa simplu rezemată pe toate laturile, 
prezentat pe schema deformată 

Fig. 3.14. Câmpul momentului de 
încovoiere Mx în placa simplu rezemată pe 
toate laturile 
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Fig. 3.15. Câmpul momentului de torsiune 
Mxy în placa simplu rezemată pe toate 
laturile 

Fig. 3.16. Câmpul forţei transversale Qx în 
placa simplu rezemată pe toate laturile 

 Pentru calculul analitic s-au folosit  soluţii sub formă de serii simple, care pot fi găsite în 

[123]. Expresia generală a săgeţii pentru placa solicitată de o forţă concentrată F aplicată într-un 

punct A situat pe axa x (Fig. 3.11.) are forma: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

3 3
1

sh sh
1 th sh 2 2 ch 2

2 ch
m m m

m m
m m

m m x
Fa a aw b y b y b y

D b b b m

πξ π
α α αα α

π α

∞

=

 = + − − − −  
∑ , 

(3.43) 

unde   
2m

m b
a
πα = .  

 Soluţia (3.43) este valabilă pentru y ≥ 0.   

 Expresiile pentru eforturile interioare pot fi obţinute cu ajutorul relaţiilor (1.13) şi (1.15) 

prin diferenţierea soluţiei (3.43).  

 Pentru secţiunea centrală y = 0 momentele de încovoiere vor căpăta forma: 

( ) ( )

( ) ( )

20
1

20
1

sin 1
1 th sin ;

2 ch

sin 1
1 th sin .

2 ch

m
x my

m m

m
y my

m m

m
F m xaM

m a
m

F m xaM
m a

πξ
ν α πν α

π α

πξ
ν α πν α

π α

∞

=
=

∞

=
=

 +
= + − 

 

 +
= + + 

 

∑

∑
                      

(3.44) 
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Fig. 3.17. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0 

 

 

Fig. 3.18. Momentul de încovoiere Mx  pe secţiunea centrală y = 0 

 Valorile săgeţii şi ale momentului e pentru n = 0,2 sunt pezentate în Tabelul 3.1: 

Tabelul 3.1. Deplasări, eforturi şi devieri pentru placa simplu rezemată 

Metoda 
Deplasarea 

2
0
0

/x
y

w Fa D=
=
×  

Efortul  

0
0

xx
y

M F=
=
×  

Devieri faţă de metoda analitică 

w∆ , % 
xM∆ , % 

Analitic 0,0116 0,354 

MEF 0,0117 0,348 0,86 1,69 

MEFr 0,0118 0,350 1,7 1,13 

 

-0,014

-0,012

-0,01

-0,008

-0,006

-0,004

-0,002

0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

w
D

/F
a2

x/a

MEFr MEF Sol. Analit.

-0,4

-0,35

-0,3

-0,25

-0,2

-0,15

-0,1

-0,05

0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

M
x

/F

x/a

MEFr MEF Sol. Analit.
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b) Placă dreptunghiulară simplu rezemată pe toate laturile, solicitată de o încărcare uniform 

distribuită pe toată suprafaţa. 

 
Fig. 3.19. Placă pătrată, simplu rezemată 
pe toate laturile 

 

Fig. 3.20. Schema de calcul a plăcii pentru 
metoda analitică 

 În continuare sunt prezentate rezultatele obţinute cu ajutorul programului de calcul 

manționat anterior (Anexa 3.) pentru o placă pătrată simplu rezemată pe toate laturile, încărcată 

cu sarcină uniform distribuită pe toată suprafaţa (Fig. 3.19.). 

             
Fig. 3.21. Câmpul deplasărilor verticale w 
în placa simplu rezemată pe toate laturile 
prezentat pe schema deformată 

Fig. 3.22. Câmpul momentului Mx în placa 
simplu rezemată pe toate laturile

 Rezultatele obţinute prin MEFr bazate pe soluţii discontinue au fost comparate cu cele 

obţinute prin MEF şi cu cele analitice, pe secţiunea centrală y = 0. Acestea sunt prezentate sub 

formă de diagrame (Fig. 3.25., 3.26.) conform schemei de calcul din Fig. 3.19. 
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Fig. 3.23. Câmpul momentului Mxy  în      
placa simplu rezemată pe toate laturile 

Fig. 3.24. Câmpul forţei transversale Qx în 
placa simplu rezemată pe toate laturile 

 Pentru calculul analitic s-au folosit  soluţii sub formă de serie simplă, care pot fi găsite în 

[123]. Soluţia generală a săgeţii pentru placa solicitată de o încărcare uniform distribuită q pe toată 

suprafaţa (Fig. 3.20.) este dată de expresia: 

,      (3.45) 

unde   .  

 Momentele de încovoiere în orice punct al plăcii se vor calcula cu relaţiile: 

                     

(3.1.46.) 

unde    ;  . 

4

0 5 5
1,3,5,...

2 th 2 24 1 21 ch sh sin
2ch 2ch

m m m m m

m m m

y yqa y m xw
D m b b b a

α α α α α π
π α α

∞

=

 +
= − + 

 
∑

2m
m b

a
πα =

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
0

1,3,5...

2 2 2
0

1,3,5...

1 ch
2

2sh ch sin
1

1 ch
2

2sh ch sin
1

x my
m

m

y my
m

m

qx a x m yM qa m A
a

m y m y m y m xB
a a a a

qx a x m yM qa m A
a

m y m y m y m xB
a a a a

πν π

π π ν π π
ν

πν ν π

π π ν π π
ν

∞

=
=

∞

=
=

− = + − +

 + − − 
− = − − +

 + + − 

∑

∑

( )
5 5

2 th 2
ch

m m
m

m

A
m

α α
π α

+
= − 5 5

2
chm

m

B
mπ α

=
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Fig. 3.25. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0 

 

 
Fig. 3.26. Momentul de încovoiere Mx pe secţiunea centrală y = 0 

Valorile săgeţii şi ale momentului de încovoiere pentru n = 0,2 sunt prezentate în Tabelul 3.2. 

Tabelul 3.2. Deplasări, eforturi şi devieri pentru placa simplu rezemată  

Metoda 
Deplasarea 

4
0
0

/x
y

w qa D=
=
×  

Efortul  
2

0
0

xx
y

M qa=
=
×  

Devieri faţă de metoda analitică 

w∆ , % 
xM∆ , % 

Analitic 0,00406 0,0442 

MEF 0,00410 0,0448 0,99 1,36 

MEFr 0,00415 0,0449 2,2 1,58 

 

-0,0045
-0,004

-0,0035
-0,003

-0,0025
-0,002

-0,0015
-0,001

-0,0005
0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

w
D

/q
a4

x/a

MEFr MEF Sol. Analit.

-0,05
-0,045

-0,04
-0,035

-0,03
-0,025

-0,02
-0,015

-0,01
-0,005

0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

M
x 

 /q
a2

x/a

MEFr MEF Sol. Analit.
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c) Placă dreptunghiulară încastrată pe toate laturile, solicitată de o forţă concentrată.  

               
Fig. 3.27. Placă pătrată, încastrată Fig. 3.28. Schema de calcul a plăcii pentru 

metoda analitică 

 Cu ajutorul  programului de calcul (Anexa 3.) s-au obţinut câmpurile pentru o placă pătrată 

încastrată pe toate laturile, solicitată la centru de o forţă concentrată F (Fig. 3.27.). 

                      
Fig. 3.29. Câmpul deplasării verticale w în 
placa încastrată pe toate laturile 

Fig. 3.30. Câmpul momentului încovoietor 
Mx în placa încastrată pe toate laturile 

                       

Fig. 3.31. Câmpul momentului de torsiune  
Mxy în placa încastrată pe toate laturile                                                                                                         

Fig. 3.32. Câmpul forţei transversale Qx în 
placa încastrată pe toate laturile 
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 Rezultatele obţinute prin MEFr bazate pe soluţii discontinue au fost comparate cu cele 

obţinute prin MEF şi cu cele analitice, pe secţiunea centrală y = 0. Acestea sunt prezentate sub 

formă de diagrame (Fig. 3.33., 3.34.) conform schemei de calcul din Fig. 3.27. 

 Pentru calculul analitic s-au folosit  soluţii sub formă de serie simplă, care pot fi găsite în 

literatura de specialitate [123]. Soluţia generală a săgeţii pentru placa solicitată de o forţă 

concentrată F aplicată  în centrul plăcii (Fig. 3.28.) se va determina prin suprapunerea deplasărilor 

provenite din momentele de încovoiere distribuite de-a lungul marginilor peste cele ale unei plăci 

simplu rezemate. 

 Deplasările unei plăci dreptunghiulare simplu rezemate, încărcată la centru de o forţă 

concentrată poate fi determinată introducând în expresia (3.45): a/2  în loc de ξ  şi  x + a/2  în loc 

de x. Astfel, în noile coordonate soluţia (valabilă pentru y  ≥  0) va avea forma: 

 

(3.47) 

 Deplasările provenite din momentul distribuit pe marginile y = ± b/2 vor fi: 

.          (3.48) 

 Deplasările provenite din momentul distribuit pe marginile x = ± a/2 vor fi: 

.          (3.49) 

unde 
  

 În final, deplasarea unei plăci dreptunghiulare încastrată pe contur se va calcula cu relaţia: 

                                                    (3.50.)
 

 Dacă se va cerceta o placă pătrată, atunci coeficienţii Em = Fm 

E1= – 0,1025 F,  E3 = 0,0263 F,  E5 = 0,0042 F,  E7 = 0,0015 F, ... 

 Momentul de încovoiere de-a lungul marginii y = ± b/2 va fi: 

2

0 3 3 2
1,3,5,...

1 cos th ch sh th sh ch
2 ch

m
m

m m

Fa m x m y m y m y m y m y m yw
D m a a a a a a a

απ π π π π π πα
π α

∞

=

  
= − − − +  

   
∑

( )( )1 /22

1 2 2
1,3,5,...

1
cos sh th ch

2 ch

m

m m m
m m

a m x m y m y m yw E
D m a a a a

π π π πα α
π α

−∞

=

−  = − − 
 

∑

( )( )1 /22

2 2 2
1,3,5,...

1
cos sh th ch

2 ch

m

m m m
m m

b m y m x m x m xw F
D m b b b b

π π π πβ β
π β

−∞

=

−  = − − 
 

∑

;
2m

m b
a
πα = .

2m
m a

b
πβ =

0 1 2w w w w= + +
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                                      (3.51) 

 
Fig. 3.33. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0 

 

 
Fig. 3.34. Momentul de încovoiere My  pe marginea y = ± b/2 

Valorile săgeţii w şi ale momentului Mx pentru n = 0,2 sunt prezentate în Tabelul 3.3. 

Tabelul 3.3. Deplasări, eforturi şi devieri pentru placa încastrată  

Metoda 
Deplasarea 

2
0
0

/x
y

w Fa D=
=
×  

Efortul  

0
/2

xx
y b

M F=
=±

×  

Devieri faţă de metoda analitică 

w∆ , % 
xM∆ , % 

Analitic 0,00555 0,0126 

MEF 0,00555 0,0124 0,00 1,59 

MEFr 0,00556 0,0124 0,18 1,59 

 

( )( )1 /2

1,3,5,...
1 cosm

y m
m

m xM E
a
π∞

−

=

= −∑

-0,006
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d) Placă dreptunghiulară încastrată pe toate laturile, solicitată de o încărcare uniform 

distribuită pe toată suprafaţa 

 

     

Fig. 3.35. Placă pătrată încastrată pe toate 
laturile 

  

Fig. 3.36. Schema de calcul a plăcii pentru 
metoda analitică 

 Analogic cazurilor precedente s-au obţinut câmpurile  pentru o placă pătrată încastrată pe 

toate laturile, încărcată cu sarcină uniform distribuită pe toată suprafaţa (Fig. 3.35.). 

             
Fig. 3.37. Câmpul deplasării verticale w în 
placa încastrată pe toate laturile 

Fig. 3.38. Câmpul momentului încovoietor 
Mx în placa încastrată pe toate laturile 

   

                     
Fig. 3.39. Câmpul momentului de torsiune 
Mxy  în placa încastrată pe toate laturile                                                       

Fig. 3.40. Câmpul forţei transversale Qx în 
placa încastrată pe toate laturile 
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 Pentru calculul analitic s-au folosit  soluţiile din [123]. Soluţia generală a săgeţii pentru 

placa solicitată de o sarcină q uniform distribuită pe toată suprafaţa (Fig. 3.36.) se va determina 

prin suprapunerea deplasărilor provenite din momentele de încovoiere distribuite de-a lungul 

marginilor peste cele ale unei plăci simplu rezemate. 

 Expresia pentru deplasarea verticală a unei plăci dreptunghiulare simplu rezemate, 

solicitată de o sarcină uniform distribuită pe toată suprafaţa se determină cu relaţia (3.45), iar 

deplasările provenite din momentele distribuite pe marginile plăcii – cu relaţiile (3.48) şi  (3.49).
 

 În final, deplasarea unei plăci dreptunghiulare încastrată pe contur se va calcula prin relaţia 

(3.50). Dacă se va cerceta o placă pătrată, atunci coeficienţii Em = Fm.
 

,  , , , ...
 

 Momentul de încovoiere de-a lungul marginii y = ± b/2 se va calcula prin relaţia (3.51). 

 
Fig. 3.41. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0 

 
Fig. 3.42. Momentul de încovoiere My pe marginea y = ± b/2 
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Valorile săgeţii şi ale momentului de încovoiere pentru n = 0,2 sunt prezentate în Tabelul 3.4. 

Tabelul 3.4. Deplasări, eforturi şi devieri pentru placa încastrată  

Metoda 
Deplasarea 

4
0
0

/x
y

w qa D=
=
×  

Efortul  
2

0
/2

xx
y b

M qa=
=±

×  

Devieri faţă de metoda analitică 

w∆ , % 
xM∆ , % 

Analitic 0,00126 -0,0517 

MEF 0,00129 -0,0506 2,38 2,17 

MEFr 0,00126 -0,0506 0,00 2,17 

 
 

e) Placă dreptunghiulară având două laturi opuse simplu rezemate, o latură încastrată şi cea 

opusă liberă, solicitată de o forţă concentrată la centru. 

                 
Fig. 3.43. Placă pătrată având diferite 
moduri de rezemare 

Fig. 3.44.Schema de calcul a plăcii pentru 
metoda analitică 

 În continuare sunt prezentate rezultatele obţinute cu ajutorul programului de calcul 

prezentat în Anexa 3 pentru o placă pătrată având două laturi opuse simplu rezemate, o latură 

încastrată şi cea opusă – liberă [41]  (Fig. 3.43.). 

                
Fig. 3.44. Câmpul deplasării verticale w în 
placa cu diferite condiţii de rezemare 

Fig. 3.45. Câmpul momentului încovoietor 
Mx  în placa cu diferite condiţii de 
rezemare 
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Fig. 3.46. Câmpul momentului încovoietor 
My  în placa cu diferite condiţii de rezemare                                                    

Fig. 3.47. Câmpul momentului de torsiune 
Mxy  în placa cu diferite condiţii de 
rezemare 

 

           
Fig. 3.48. Câmpul forţei transversale Qx în 
placa cu diferite condiţii de rezemare 

 
Fig. 3.49. Câmpul forţei transversale Qy în 
placa cu diferite condiţii de rezemare

 Rezultatele analitice au fost obţinute pentru schema de calcul din Fig. 3.44. Pentru calculul 

analitic s-au folosit  soluţiile din [38]. Soluţia generală a săgeţii pentru placa solicitată de o forţă 

concentrată F este necesară de a fi devizată în două părţi, în care 0 < y < y0 şi y0 < y < b. Astfel 

expresia deplasării pentru prima parte va avea forma: 

,               (3.52) 

iar pentru a doua parte: 

         (3.53) 

Constantele de integrare Bm, Cm şi Dm au forma: 
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
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unde: 

  

 Expresiile pentru eforturile interioare pot fi obţinute utilizând relaţiile (1.13) şi (1.15). 

 
Fig. 3.50. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0 

 

 
Fig. 3.51. Săgeata w pe secţiunea centrală x = 0 
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Fig. 3.52. Momentul de încovoiere Mx  pe secţiunea centrală y = 0 

 

 
Fig. 3.53. Momentul de încovoiere My  pe secţiunea centrală x = 0 

Valori maximale ale săgeţii, momentului încovoietor şi devieri sunt prezentate în Tabelul 3.5. 

Tabelul 3.5. Rezultate pentru placa cu diferite moduri de rezemare  

Metoda Deplasarea 
2

0
0

/x
y

w Fa D=
=
×  

Efortul  

0
0

xx
y

M F=
=
×  

Devieri faţă de metoda analitică 

w∆ , % 
xM∆ , % 

Analitic 0,01310 0,3692 - - 

MEF 0,01243 0,3490 5,11 5,47 

MEFr 0,01276 0,3530 2,59 4,39 
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3.1.7. Exemplu de calcul a plăcilor cu defect.  
 Drept exemplu, s-a cercetat o placă pătrată de dimensiunea 10x10 m, încastrată pe toate 

laturile şi încărcată cu o sarcină uniform distribuită p = 10 kPa pe toată suprafaţa, având pe direcţia 

axei y un defect de lungimea yd  = 2.0 m, situat la distanţa xd  = 1.5 m faţă de centrul plăcii (Fig. 

3.54.). Grosimea plăcii δ = 0.4 m; E = 2.7 ∙ 107 MPa şi ν = 0.2. 

             

Fig. 3.54. Placă încastrată cu defect                                                     

 

Fig. 3.55. Schema discretizării conturului 
plăcii cu defect 

 Defectul cercetat prezintă o articulaţie plastică. În acest caz, unghiul de rotire în direcţia 

normalei la marginea defectului va avea salt: ⟨𝜃𝜃𝑛𝑛⟩ ≠ 0, iar de-a lungul defectului poate fi prescrisă 

următoarea condiţie: 𝑀𝑀𝑛𝑛
∗ + 𝑀𝑀𝑛𝑛

𝑜𝑜 = 0. 

 Conturul plăcii a fost discretizat în 20 de elemente de frontieră, iar defectul în 4 elemente 

(Fig. 3.55.). În urma calcului cu ajutorul programului prezentat în Anexa 3. s-au obţinut câmpul 

deplasării şi ale tensiunilor. 

              
Fig. 3.56. Câmpul deplasărilor verticale w 
în placa cu defect [m]                                                     

Fig. 3.57. Câmpul tensiunilor normale σx  

în placa cu defect [kPa] 
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Fig. 3.58. Câmpul tensiunilor normale σy  

în placa cu defect [kPa] 
Fig. 3.59. Câmpul tensiunilor tangenţiale 
τxy  în placa cu defect [kPa] 

                   
Fig. 3.60. Câmpul tensiunilor tangenţiale 
τxz  în placa cu defect [kPa] 

Fig. 3.61. Câmpul tensiunilor tangenţiale 
τyz  în placa cu defect [kPa] 

 În câmpul deplasărilor (Fig. 3.56.) se observă o excentricitate a deplasărilor maximale faţă 

de centrul plăcii, care se extind până la distanţa xd = 1.5 m. De asemenea, au loc concentrări ale 

tensiunilor la capetele defectului (Fig. 3.57. - 3.61.), aşa cum şi era de aşteptat. 

 Rezolvarea problemelor cu defecte a fost abordată și în lucrările [18, 25, 30-32, 35, 54, 55, 

81, 118, 130, 131, 135, 154, 156]. 

 

3.1.8. Exemplu de calcul a plăcii având condiţii de rezemare mixte pe contur.  

 Drept exemplu, s-a cercetat o placă pătrată de dimensiunea 11x11 m, având condiţii mixte 

pe contur (Fig. 3.62.) şi încărcată cu o sarcină uniform distribuită p = 1,0 kPa pe toată suprafaţa. 

Grosimea plăcii δ = 0.226 m; E = 1,0 ∙ 106 MPa şi ν = 0.2. 

 Fiecare latură a plăcii a fost discretizată în câte 11 elemente de frontieră constante, cu 

lungimea de 1m (Fig. 3.63.), astfel încât fiecare element învecinat să aibă moduri diferite de 

rezemare.   
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Fig. 3.62. Placă pătrată având condiţii mixte 
pe contur.                 

Fig. 3.63. Schema discretizării conturului 
plăcii având condiţii mixte. 

  În urma calculului cu ajutorul programului descris în Anexa 3. s-au obţinut câmpul 

deplasărilor verticale şi ale tensiunilor.  

              
Fig. 3.64. Câmpul deplasărilor verticale w 
în placă având condiţii mixte pe contur [m]                                                     

Fig. 3.65. Momentul Mx  în placă având 
condiţii mixte pe contur [kNm/m] 

 

                   
Fig. 3.66. Momentul My  în placă având 
condiţii mixte pe contur [kNm/m] 

Fig. 3.67. Momentul Mxy  în placă având 
condiţii mixte pe contur [kNm/m]
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Fig. 3.68. Forţa transversală Qx  în placă 
având condiţii mixte pe contur [kN/m] 

Fig. 3.68*. Forţa transversală Qy  în placă 
având condiţii mixte pe contur [kN/m]

 În MEF rezolvarea acestei probleme întâmpină dificultăţi, întrucât condiţiile la limită sunt 

prescrise în nodurile elementului finit, dar nu direct pe lungimea laturii acestuia. Acest lucru 

generează „conflict”  între elementele învecinate cu moduri diferite de rezemare, dar care au  nod 

de conectare comun. Dacă pentru exemplul cercetat se va utiliza o reţea de discretizare de 11x11 

elemente finite cu lungimea laturii de 1 m, în urma introducerii condiţiilor la limită va rezulta că 

laturile x = -a/2, x = +a/2 şi y = -b/2 sunt încastrate, iar latura y = +b/2 este simplu rezemată (Fig. 

3.62.), şi nu va corespunde condiţiilor problemei. Pentru a obţine rezultate adecvate va fi nevoie 

de a discretiza placa într-un număr mult mai mare de elemente finite, astfel încât influenţa 

nodurilor de „conflict” să fie minimalizată, sau de a introduce noduri duble la conexiunea dintre 

elementele învecinate care au diferite moduri de rezemare, pentru a putea face posibilă 

introducerea diferitor condiţii limită. Acest lucru nu prezintă o rezolvare directă a problemei, ci 

mai degrabă o „improvizare”.  

 

3.1.9. Exemple de calcul a plăcilor circulare în teoria clasică folosind soluţiile discontinue  

 Pentru plăci circulare având diferite moduri de rezemare și solicitare soluțiile pot fi obținute 

efectuând trecerea de la coordonatele carteziene la cele polare [89, 91]. Astfel, pentru a obține 

soluțiile provenite din defectul de pe contur este necesar de a substitui în relațiile (3.12) , (3.14) și 

(3.16): 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑  și 𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜑𝜑. 

 Soluția în punctul K provenită din sarcina exterioară,  dată de o forță concentrată (Fig. 

3.68*) aplicată în punctul M va căpăta forma: 

 

2 ln
8

F
k

Fw r r
Dπ

=                                                            (3.54) 
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unde   ( ) ( )2 2r x yξ η= − + − . 

 Pentru o sarcină distribuită pe o fâșie inelară (Fig. 3.69) soluția poate fi obținută prin 

integrarea expresiei (3.54): 

( )
2

2

0

ln
b

q
k

a

w r r d d
π

ρ ρ θ= ⋅ ⋅∫ ∫                                               (3.55) 

unde:   𝑟̄𝑟2 = 𝑟𝑟2 + 𝜌𝜌2 − 2𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝛾𝛾,   iar 𝛾𝛾 = 𝜑𝜑 − 𝜃𝜃 

 

 

Fig. 3.69. Transformarea coordonatelor 
carteziene în polare 

 
Fig. 3.70. Placă circulară încărcată cu o 
sarcină distribuită pe o fâșie inelară 

 Pentru calculul cu ajutorul programului elaborat în limbajul de programare Matlab, ca 

exemplu pentru plăcile circulare cercetate, a fost selectată o placă, având raza R = 10 m și 

rigiditatea cilindrică D = 1, coeficientul lui Poisson ν = 0,2. Conturul plăcii a fost discretizat în 32 

de elemente de frontieră constante (Fig. 3.71, a). Pentru comparația cu MEF, suprafața plăcii a 

fost discretizată în 320 de elemente finite cu câte 4 noduri (Fig. 3.71, b). Au fost analizate trei 

cazuri: placă simplu rezemată încărcată cu o forță concentrată în centru; placă încastrată încărcată 

de o sarcină uniform distribuită pe toată suprafața și placă având o jumătate din lungimea 

conturului încastrată, iar cealaltă simplu rezemată fiind încărcată cu sarcină uniform distribuită. 
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                                      a)                                                                  b) 

Fig. 3.71. Placă circulară discretizată: a) MEFr;  b) MEF 

a) Placă circulară, simplu rezemată, încărcată cu o forţă concentrată în centru. 

 În exemplul ce urmează sunt prezentate rezultatele obţinute cu ajutorul programului de 

calcul prezentat în Anexa 3., pentru o placă circulară simplu rezemată pe contur, solicitată la 

centru de o forţă concentrată F (Fig. 3.72.). 

 
Fig. 3.72. Placă circulară simplu rezemată, 
încărcată cu o forță concentrată la centru 

 

 

 

 
 
Fig. 3.73. Câmpul deplasărilor verticale w 
în placa circulară simplu rezemată 
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Fig. 3.74. Câmpul momentului radial Mr în 
placa circulară simplu rezemată 

 
Fig. 3.75. Câmpul forței transversale 
radiale Qr în placa circulară simplu 
rezemată 

 Pentru calculul analitic s-au folosit soluţiile descrise în [123]. Expresia generală a săgeţii 

în orice punct situat la distanța r față de centrul plăcii are forma: 

( )2 2 23 2 ln
16 1

F rw R r r
D R

ν
π ν

+ = − + + 
                                           (3.56) 

Momentul pe direcție radială: 

( )1 ln
4r
F RM

r
ν

π
= +                                                              (3.57) 

 Rezultatele obţinute prin MEFr au fost comparate cu cele obţinute prin MEF şi cu cele 

analitice, pe o secţiune radială. Acestea sunt prezentate sub formă de diagrame (Fig. 3.76., 3.77.)  

 
Fig. 3.76. Săgeata w pe o secţiune radială 
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Fig. 3.77. Momentul radial Mr pe o secţiune radială 

 În Tabelul 3.6. sunt prezentate devierele față de soluțiile analitice. 

Tabelul 3.6. Rezultate pentru placa circulară simplu rezemată 

Metoda Deplasarea 
2

0
/

r
w FR D

=
×  

Efortul  

0.1r r R
M F

=±
×  

Devieri faţă de metoda analitică 

w∆ , % 
xM∆ , % 

Analitic 0,05305 0,2199 - - 

MEF 0,05298 0,2143 0,13 2,55 

MEFr 0,05273 0,2193 0,60 0,27 

 

 

b) Placă circulară, încastrată, încărcată cu sarcină uniform distribuită pe toată suprafața. 

 În exemplul dat sunt prezentate rezultatele obţinute cu ajutorul programului de calcul 

prezentat în Anexa 3., pentru o placă circulară încastrată pe contur, încărcată cu sarcină 

uniform distribuită q pe toată suprafața (Fig.3.78.). 
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Fig. 3.78. Placă circulară încastrată, 
încărcată cu sarcină uniform distribuită 
pe toată suprafața 

 
 
 

 
Fig. 3.79. Câmpul deplasărilor verticale w 
în placa circulară încastrată 

 

 
Fig. 3.80. Câmpul momentului radial Mr în 
placa circulară încastrată 

 
Fig. 3.81. Câmpul forței transversale 
radiale Qr în placa circulară  încastrată

 Pentru calculul analitic s-au folosit soluţiile descrise în [123]. Expresia generală a săgeţii 

în orice punct situat la distanța r față de centrul plăcii are forma: 

      ( )22 2

64
qw R r
D

= −                                                             (3.58) 

Momentul pe direcție radială: 
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( ) ( )2 21 3
16r
qM R rν ν = + − +                                                          (3.59) 

 
Fig. 3.82. Săgeata w pe o secţiune radială 

 
Fig. 3.83. Momentul radial Mr pe o secţiune radială 

Tabelul 3.7. Rezultate pentru placa circulară încastrată 

Metoda Deplasarea 
4

0
/

r
w qR D

=
×  

Efortul  
2

r r R
M qR

=±
×  

Devieri faţă de metoda analitică 

w∆ , % 
xM∆ , % 

Analitic -0,01563 -0,1250 - - 

MEF 0,01534 -0,1109 1,86 11,3 

MEFr 0,01538 -0,1163 1,60 7,0 
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c) Placă circulară încastrată pe o jumătate de contur, iar pe cealaltă – simplu rezemată, 

încărcată cu o forţă concentrată în centru 

 În exemplul ce urmează sunt prezentate rezultatele obţinute cu ajutorul programului de 

calcul prezentat în Anexa 3., pentru o placă circulară încastrată pe o jumătate de contur, iar pe 

cealaltă jumătate este simplu rezemată. Placa este solicitată la centru de o forţă concentrată F 

(Fig. 3.84.). 

 

 
Fig. 3.84. Placă circulară simplu rezemată, 
încărcată cu o forță concentrată la centru 

 

 
Fig. 3.86. Câmpul momentului radial Mr în 
placa circulară având jumătate de contur 
încastrată, iar cealaltă simplu rezemată. 

 
Fig. 3.85. Câmpul deplasărilor w în placa 
circulară având jumătate de contur 
încastrată, iar cealaltă simplu rezemată. 

 

 
Fig. 3.87. Câmpul forței tăietoare Qr în 
placa circulară având jumătate de contur 
încastrată, iar cealaltă simplu rezemată. 
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 Rezultatele obţinute prin MEFr au fost comparate cu cele obţinute prin MEF pe o secţiune 

radială. Acestea sunt prezentate sub formă de diagrame (Fig. 3.88., 3.89.).  

 
Fig. 3.88. Săgeata w pe secţiunea centrală x = 0 

 
Fig. 3.89. Momentul radial Mr pe secţiunea centrală x = 0 

Tabelul 3.8. Rezultate pentru placa circulară cu diferite moduri de rezemare 

Metoda Deplasarea 
2

0
/

r
w FR D

=
×  

Efortul  

0xr
y R

M F=
=−

×  

Devieri faţă de MEF 

w∆ , % 
xM∆ , % 

MEF 0,026678 -0.084801 - - 

MEFr 0,027145 -0.093834 1,75 10.65 
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d) Placă circulară, încastrată, încărcată cu o forţă excentrică. 

 Pentru o placă încastrată pe contur, acționată de o forță concentrată într-un punct arbitrar 

A (Fig.3.90), soluția analitică unitară poate fi cercetată în [84, 85] folosind funcțiile de influență 

Green.  Expresia acestei funcții are forma: 

( ) ( )( )
2

2 2 22 2
2

1 1, ln
8 2cl

a z
G z a z a z

D a a z
ζ

ζ ζ ζ
π ζ

 −
 = − − − −

−  
                      (3.60) 

unde: ( )cos sinz r iθ θ= +  reprezintă punctul în care se calculează săgeata; 

           ( )cos siniζ ρ ψ ψ= +  reprezintă punctul de acțiune a forței concentrate. 

Bara deasupra ζ exprimă valoarea conjugată, ( )cos siniζ ρ ψ ψ= − . 

 Păstrând doar partea reală a funcției (3.60) soluția săgeții într-un punct  arbitrar M al plăcii 

va căpăta forma: 

( )( )
2

22 2 2 2 2
12

1

1 ln
8 2cl

a RFw a r a R
D a aR

ρ
π

 −
 = − − −
  

                      (3.61) 

unde: ( )2 2
1 Re 2 sin sin cos cosR z r rζ ρ ρ θ ψ θ ψ= − = + − + ; 

           ( ) ( )2 Re sin sin cos cosR z rζ ρ θ ψ θ ψ= = + . 

 Câmpul deplasărilor verticale obținut prin MEFr pe baza soluțiilor discontinue este 

prezentat în Fig. 3.91. Rezultatele obținute au fost comparate cu MEF și soluția analitică (3.61) 

exprimată prin funcția Green pentru o secțiune radială ce trece prin punctul de aplicare a forței 

concentrate  (Fig. 3.92.). Pentru simplitatea calculului au fost introduși următorii parametri: 

rigiditatea cilindrică      D = 1 m4;  coeficientul lui Poisson ν = 0,2;  a = 10 m; ρ = 3 m; F = 1 N;   

θ = ψ = π/4.  
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Fig. 3.90. Placă circulară încastrată, 
încărcată cu o forță excentrică 

 

 
 

Fig. 3.91. Câmpul deplasărilor verticale w 
în placa circulară încastrată, încărcată cu 
o forță excentrică 

 

 
Fig. 3.92. Săgeata w pe secţiunea θ = π/4 
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În Tabelul 3.9. sunt prezentate devierele față de soluțiile analitice. 

Tabelul 3.9. Rezultate pentru placa încastrată acționată de o forță excentrică 

Metoda Deplasarea 
2

0
/r bw FR D

θ
=
=
×  

Devieri faţă de metoda 

analitică 

w∆ , % 

Analitic 0,016473 - 

MEF 0,016198 1,67 

MEFr 0,016322 0,92 

 

3.1.10. Exemple de calcul a plăcilor de contur arbitrar în teoria clasică folosind soluţiile 

discontinue  

a) Placă de o formă combinată dintr-un dreptunghi și semicerc, având diferite condiții de 

rezemare pe contur 

 În acest exemplu se propune spre analiză o placă având conturul format dintr-un dreptunghi 

și un semicerc (Fig. 3.93, a), latura y = -l/2 fiind simplu rezemată, laturile x = -l/2 și +l/2 sunt 

încastrate, iar conturul semicercului de raza R – liber. Placa este solicitată de o sarcină uniform 

distribuită q pe o suprafață pătrată cu latura a. 

 Pentru calculul prin MEFr conturul plăcii a fost discretizat în 36 elemente (Fig. 3.93, b), 

iar pentru calculul prin MEF suprafața plăcii a fost discretizată în 96 elemente (Fig. 3.93, c). 

 Pentru simplitatea calculului au fost introduși următorii parametri: rigiditatea cilindrică      

D = 1 m4;  coeficientul lui Poisson ν = 0;  l = 10 m; raza R = 5 m; a = 2 m; q = 1 N/m2.  

 

                                                                        a) 
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                                          a)                                                                  b) 

Fig. 3.93. Placă de formă combinată dintr-un dreptunghi și semicerc: a) schema de calcul;  

b) discretizare MEFr; c) discretizare MEF 

 
                          a) 

 

                         b) 

Fig. 3.94. Distribuția câmpului deplasării verticale w: a) MEFr; b) MEF

 
                             a) 

 
                            b) 
 

Fig. 3.95. Distribuția câmpului momentului Mx: a) MEFr; b) MEF 
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 Rezultatele obţinute cu ajutorul soluţiilor discontinue au fost comparate cu cele obţinute 

prin MEF pe secţiunile centrale. Acestea sunt prezentate sub formă de diagrame (Fig. 3.96., 3.97.)  

 
Fig. 3.96. Săgeata w pe secţiunea centrală x = 0 

 
Fig. 3.97. Momentul Mx pe secţiunea centrală y = 0 

Tabelul 3.10. Rezultate pentru placa cu contur neregulat 

Metoda Deplasarea 
4

0
5

/x
y

w ql D=
=
×  

Efortul  
2

0
0

xx
y

M ql=
=
×  

Devieri faţă de MEF 

w∆ , % 
xM∆ , % 

MEF 5.741 0.752 - - 

MEFr 5.386 0.689 6.18 8.38 

  

 Din diagrama de mai sus (Fig. 3.97.) pentru calculul cu MEF se observă un salt al efortului 

Mx la contur în punctele de trecere de la marginea încastrată la cea liberă. 
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b) Placă de un contur arbitrar 

 Pentru plăci având un contur arbitrar complicat, este dificil de obținut soluția analitică sau 

chiar imposibil. Dacă problema se rezolvă prin MEF, atunci exactitatea rezultatelor depinde de 

densitatea rețelei de discretizare și de tipul elementelor utilizate [34], mai ales în apropierea 

zonelor cu: forțe concentrate, colțuri sau schimbări bruște a direcției conturului, puncte de trecere 

de la o condiție limită la alta etc. Pentru a ilustra mai bine această problemă a fost cercetată o placă 

de contur arbitrar (Fig. 3.98), având o parte a conturului încastrat, iar cealaltă – simplu rezemată. 

 
                                            a)                                                               b) 

Fig. 3.98. Placă de contur arbitrar încărcată cu: a) forță concentrată; b) sarcină uniform 
distribuită. 

 Se propun două cazuri de încărcare: primul - cu forță concentrată F = 1,0 kN aplicată la 

distanța de 1,0 m  și 5,0 m față de axa x și respectiv y (Fig. 3.98, a) și al doilea - cu sarcină uniform 

distribuită p = 1,0 kN/m2 pe o regiune dreptunghiulară de dimensiunea 2,0 x 4,0 m (Fig. 3.98, b). 

Conturul plăcii, la calculul prin MEFr, a fost discretizat în 50 de elemente constante de frontieră 

(Fig. 3.99, a), iar pentru calculul prin MEF au fost utilizate 3 modele de discretizare (Fig. 3.99):     

i) 165 elemente și 182 noduri; ii) 321 elemente și 320 noduri; iii) 641 elemente și 663 noduri.  
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                     a)                                 b)                                c)                                 d) 

Fig. 3.99. Placă discretizată: a) MEFr – 50 elem.; b) MEF – 165 elem. (182 noduri); c) MEF 

– 321 elem. (320 noduri); d) MEF – 641 elem. (663 noduri)  

 Cazul I. Pentru modelele de mai sus au fost calculate deplasările de la acțiunea unei forțe 

concentrate, iar rezulatele obținute prin ambele metode sunt prezentate în Fig. 3.100. 

                            
                                  a)                                                                             b)                 
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                                                 c)                                                           d) 
Fig. 3.100. Câmpurile deplasărilor verticale de la acțiunea unei sarcini concentrate: a) MEFr 
– 50 elem.; b) MEF – 165 elem.; c) MEF – 321 elem.; d) MEF – 641 elem.  

Tabelul 3.11. Valorile săgeții W pentru o placă de contur arbitrar de la o forță concentrată 
Metoda numerică Nr. de 

elemente 
Dimensiunea 

matricei 
globale 

Săgeata 
maximă Wmax 

[mm] 

Devieri față de 
MEFr 
[%] 

MEFr 50 100 0.4783 - 

MEF (i) 165 840 0.4702 1.69 

MEF (ii) 321 1668 0.4738 0.94 

MEF (iii) 641 3476 0.4767 0.33 

 Cazul II. Câmpul deplasărilor pentru placa de contur arbitrar solicitată de sarcina uniform 

distribuită, obținut prin ambele metode este prezentat în Fig. 3.101. 

                       
                                             a)                                                           b) 
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                                         c)                                                               d) 

Fig. 3.101. Câmpurile deplasărilor verticale de la acțiunea unei sarcini uniform distribuite:               
a) MEFr – 50 elem.; b) MEF – 165 elem.; c) MEF – 321 elem.; d) MEF – 641 elem.  

Tabelul 3.12. Valorile deplasărilor verticale W pentru o placa de contur arbitrar de la o 
sarcină uniform distribuită 

Metoda numerică Nr. de 
elemente 

Dimensiunea 
matricei 
globale 

Săgeata 
maximă Wmax 

[mm] 

Devieri față de 
MEFr 
[%] 

MEFr 50 100 2.520 - 

MEF (i) 165 840 2.258 10.0 

MEF (ii) 321 1668 2.300 8.70 

MEF (iii) 641 3476 2.375 5.75 

 Pentru câmpurile deplasărilor de mai sus, se observă că pentru rețele cu un număr relativ 

mic de elemente, în MEF, curbele deplasărilor, în special în zonele acțiunii sarcinilor, prezintă 

niște forme poligonale, iar odată cu mărirea densității rețelelor de discretizare, acestea devin mai 

regularizate și capătă forme mai curbliniare, iar rezultatele se apropie de cele obținute prin MEFr. 

După cum se observă in Tabelul 3.12., pentru cazul II de solicitare, pentru a obține rezultate 

satisfăcătoare, modelele MEF necesită de a rezolva un sistem de ecuații liniare zeci de ori mai 

mare decât modelele MEFr [34]. 
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3.2. Soluţii discontinue în teoria plăcilor ţinând cont de deformaţiile transversale de 

forfecare.  

 Ecuaţia diferenţială de ordinul patru a teoriei clasice permite de a satisface doar două 

condiţii de contur de-a lungul fiecărei margini în loc de trei. Imposibilitatea satisfacerii a mai mult 

de două condiţii este cauzată de neglijarea deformaţiilor transversale. Acest lucru este echivalent 

cu admiterea unui modul transversal , ce conduce la substituţia materialului real al plăcii 

considerat izotrop, într-un material anizotrop. 

 Aceste neajunsuri pot fi eliminate utilizând teoria propusă de către Reissner [104-106], 

care ia în consideraţie efectul deformaţiilor din forța de forfecare. Soluţiile discontinue pentru 

teoria lui Reissner au fost construite de către prof. Gh. Moraru în lucrările [89, 150, 151]. De 

asemenea această problemă pentru MEFr este cercetată și în alte lucrări [37, 50, 103, 132]. 

 

3.2.1. Soluţii provenite din salturi concentrate. 

 Pentru o placă infinită având pe axa y  (x = 0) un defect (Fig. 3.1.), traversând de la o parte 

a defectului la cealaltă, funcţiile pot avea salturi: săgeata w, unghiul de rotire θx şi θy, momentul 

de încovoiere Mx, momentul de torsiune Mxy şi forţa transversală Qx (Fig. 3.2.). 

       Pentru toate salturile sus-menţionate vom introduce următoarea notaţie 

                                          

(3.62) 

 Pentru a construi soluţiile de la salturile concentrate se va examina o placă infinită în 

absenţa sarcinilor exterioare . 

 Aplicând la ecuaţiile (1.12) şi (1.17) transformarea Fourier [17, 43, 117, 124, 157, 158] 

(Anexa 1.) după variabila x cu parametrul α. Divizând în două intervalul de integrare: (−∞,−0), 

(+0, +∞) şi păstrând salturile tuturor funcţiilor în x = 0, se obţine: 

 

G = ∞

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0, 0, ;

0, 0, ;

0, 0, ;

0, 0, ;

0, 0, ;

0, 0, .

x x x

y y y

x x x

xy xy xy

x x x

w y w y w y

y y y

y y y

M y M y M y

M y M y M y

Q y Q y Q y

θ θ θ

θ θ θ

− − + =

− − + =

− − + =

− − + =

− − + =

− − + =

( )( ), 0q x y ≡
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4 2 2 3 2 2
2 4 3 2

4 2 2 3 2 22 2 2 .w w w w w w ww i w i i
y y x x x y y x

α α α α α α∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + = − + + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 



 
                                                                                                                                                 (3.63) 

( )
2

2 2
2 i

y x
ψ ψα λ ψ α ψ∂ ∂

− + = −
∂ ∂
 

 ,                                                    (3.64) 

unde:    2
2

10
h

λ = ;       ( ) ( ), , ;i xw w y w x y e dxαα
∞

−∞

≡ = ∫  ( ) ( ), , .i xy x y e dxαψ ψ α ψ
∞

−∞

≡ = ∫    

 Se consideră că săgeata w are un salt de forma: 

( ) ( )w y yδ= ,                                                         (3.65) 

iar celelalte funcţii rămase se consideră continue când x = 0:     

( ) 0;x yθ = ( ) 0;y yθ = ( ) 0;xM y = ( ) 0;xyM y = ( ) 0.xQ y =                
(3.66) 

 Din relaţiile pentru unghiurile de rotire (1.53) rezultă: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

6 0 0;
5

6 50 .
5 6

x

y y

w wy Q y
x Gh x

Ghy w Q y Q y y
y Gh

θ

θ δ

∂ ∂
= − + = ⇒ =

∂ ∂
∂ ′= − + = ⇒ =
∂                     

(3.67) 

 Din ecuaţia de echilibru  ,yx QQ q
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 

în absenţa sarcinii ( )0q ≡  trecând la salturi şi utilizând (3.67) se obţine: 

( )50
6

x x
y

Q Q GhQ y
x y x

δ∂ ∂∂ ′+ = ⇒ =
∂ ∂ ∂

.                               (3.68) 

 Din expresia pentru  momentul încovoietor Mx (1.54), trecând la salturi:  

( )
2 2

2 2 2

2 0x
x

QwM y D w
x y x

ν
λ

  ∂∂ ∂
= − + + = 

∂ ∂ ∂ 
, 

utilizând  (3.65) şi (3.68) se obţine: ( )
2

2

w y
x

δ∂ ′′= −
∂

. 
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 Din condiţia      ( ) ( ) 2

11 0,y
xy x

QwM y D Q
y x y x

ν
λ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

folosind  condițiile (3.66) şi (3.67) rezultă: 0.yQ
x

∂
=

∂
 

Dacă expresia pentru forţa transversală Qx (1.57) va fi prezentată în salturi: 

( ) ( )
3 2

3 2

5
6y

w GhQ y D w y
y y x x

ψ δ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ′= − + − = 
∂ ∂ ∂ ∂ 

, 

și va fi folosită relația (3.67)  în absenţa sarcinii ( )0q ≡  se obţine:     

( ) ( )21 1 .
2

D y
x
ψ ν λ δ∂ ′= − −
∂

 

 Prin diferenţierea expresiilor (1.57) şi luând în consideraţie (1.61) se obţine: 

2yx QQ
y x

ψ λ ψ
∂∂

− = ∆ =
∂ ∂

, 

trecând la salturi:           2 0y
x

Q
Q

y x
λ ψ ψ

∂∂
− = ⇒ =

∂ ∂
 

 Se vor înlocui condiţiile obţinute mai sus în sistemul de ecuaţii (3.63) şi (3.64) se obţine: 

( ) ( )
4 2

2 4 3
4 22 .w w w i y i y

y y
α α α δ αδ∂ ∂ ′′− + = − +

∂ ∂
 

                                 (3.69) 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2
2

1 1 .
2

D y
y
ψ α λ ψ ν λ δ∂ ′− + = −

∂


                                 (3.70) 

 Dacă se va aplica transformarea Fourier (Anexa 1.) după variabila y cu parametrul β se 

obţine:  

( )
( )

3 2

22 2
, i iw α α βα β

α β

− −
=

+


 ;                                                                 (3.71) 
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( ) ( ) 2
2 2 2, 1

2
i D βψ α β ν λ

α β λ
= −

+ +


 ,                                             (3.72) 

unde     ( ) ( ), , i yw w y e dyβα β α
∞

−∞

= ∫

  ; ( ) ( ), , .i yy e dyβψ α β ψ α
∞

−∞

= ∫

   

 Se va utiliza formula de inversare Fourier (A1.2) de două ori (pe α şi pe β), astfel se obţine:  

( ) ( )
3 2

2 22 2

1( , )
22

i x i yi xw x y e d d
r

α βα α β α β
πα βπ

∞ ∞
− −

−∞ −∞

+
= − = −

+∫ ∫ ;                           (3.73)  

( ) ( ) ( )
2

2
02 2 2 2

1 1
( , )

8 4
i x i yi D

x y e d d D K r
y

α βν λ νβψ α β λ λ
π α β λ π

∞ ∞
− −

−∞ −∞

− − ∂
= − = −

+ + ∂∫ ∫ ,       (3.74) 

unde 𝐾𝐾0(𝜆𝜆𝜆𝜆) reprezintă funcţia Bessel de ordinul doi [128, 143]. 

 Integralele din expresia (3.73). au fost evaluate cu ajutorul tabelelor [1, 28, 101, 144], iar 

cele din (3.74) utilizând următoarele proprietăţi: 

( )02 2 2 2
i x i ye d d K r
α β

α β π λ
α β λ

∞ ∞ − −

−∞ −∞

=
+ +∫ ∫                                        (3.75) 

şi 

( ) ( )
n

n i x n i x
nf e d i f e d

x
α αα α α α α

∞ ∞
− −

−∞ −∞

∂
=

∂∫ ∫ .                                     (3.76) 

 Aplicând formulele (1.53), (1.54) și (1.57), pot fi obţinute expresiile pentru unghiurile de 

rotire şi eforturi, exprimate prin salturile săgeţii w.   

 Soluţiile provenite din salturile unghiurilor de rotire 𝜃𝜃𝑥𝑥,𝜃𝜃𝑦𝑦, din momentul de încovoiere 

Mx, din momentul de torsiune Mxy şi din forţa transversală Qx pot fi obţinute prin analogie.  

Relaţiile dintre deplasări şi salturi pot fi scrise în formă matricială: 

( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )

( )

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

,
, ,
,

x

y

x
x

y

xy

x

w y

y
w x y g g g g g g y

x y g g g g g g
M yx y g g g g g g
M y

Q y

θ

θ
θ
θ

 
 
 
          =    

        
 
 
                                 

(3.77) 
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sau în formă compactă: 

{ } [ ]{ } ,W G S=  

unde { } ( )S w y=  ( )x yθ ( )y yθ ( )xM y ( )xyM y ( )
T

xQ y   
reprezintă vectorul 

salturilor. 

 Elementele ( ),ij ijg g x y≡  au forma: 

( ) ( )2 22 2
0 0

11 21 312 4 2 4

1 1 1 1; ; ;
2 2 2

K r K rx y x xyg g g
r r y r x y

λ λ
π π π

   ∂ ∂ −
= − = − = − −    ∂ ∂ ∂    

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

12 2

3 2 3
2 2

22 04 2 6 2

2 3 3
2 2

32 04 2 6 2

1 1 ln 1 ;
4

2 31 11 3 ;
4

2 31 13 1 1 ;
4

xg r
r

x xyxg x y K r
r r x y

x y yyg x y K r
r r x y

ν ν
π

ν ν λ
π πλ

ν ν λ
π πλ

 
= − + + − 

 
 − ∂   = − + + − − −  ∂ ∂  
 − ∂   = − − + + − +  ∂ ∂  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 2
2 2

13 23 02 4 2 6 3

2 2 2 3
2 2

33 04 2 6 2

2 31 1 1; ;
4 4 2

2 31 1 ;
4 2

y y xxy yg g x y K r
r r r y y

x x yxg y x K r
r r x x y

ν ν λ λ
π π λ

ν λ λ
π λ

 −− −  ∂ ∂
 = = − + + − ∂ ∂   

 −−  ∂ ∂
 = − + + − ∂ ∂ ∂   

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

14 24 02 2 4 2

2

34 02 2 4

1 1 1ln ; ln ;
4 4 1

1 1 2 ;
4 1

x x yg x r g r K r
D D r D r y

xy xyg K r
D r D r x y

λ
π π π ν λ

λ
π π ν λ

   − ∂
= = − + + +   − ∂   

 ∂
= − + + − ∂ ∂ 

( ) ( )

( ) ( )

2

15 25 02 2 4

2 2 2 2

35 02 2 4 2

1 1 2ln ; ;
4 4 1

1 1ln ;
4 1

xy xyg y r g K r
D Dr D r x y

y y xg r K r
D r D r x

λ
π π π ν λ

λ
π π ν λ

 ∂
= = − + − − ∂ ∂ 

   − ∂
= − + + +   − ∂   

( ) ( )

( ) ( )

2 2
16 2

26 36

1 1 8ln ;
8 1

2ln 1 ; 2 ln 1 .
8 8

g r r
D
x yg r g r
D D

ν λ
π λ ν

π π

 = − − −

= − + = − +
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(3.78) 

 

 Relaţiile dintre eforturi şi salturi pot fi scrise în formă matricială: 

( )
( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )
( )

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

,
,
, ,

,
,

x x

y
y

xy

x
x

xyy

x

w y
M x y t t t t t t y
M x y t t t t t t y
M x y t t t t t t

M yQ x y t t t t t t
M yQ x y t t t t t t
Q y

θ

θ

 
 

     
     
         =   

    
    
      

 
                                

 (3.79) 

unde: { } T

x y xy x yN M M M Q Q =   reprezintă vectorul eforturilor  

 În formă compactă relaţia (3.76)  are forma: 

{ } [ ]{ }.N T S=  

Elementele ( ),ij ijt t x y≡ ( 1,5;i = 1,4;j = ) matricei T au forma: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3 2 3 3

11 0 21 06 2 6 2

2 3 3 3

31 06 2 3

2 2
2 2

41 0 51 02

1 13 1 3 1; ;
2 2

1 3 1 ;
4

1 11 ; 1 ;
4 4

D Dx xy xy xt K r t K r
r x y r x y

D x y yt K r
r x y y

t D K r t D K r
y x y

ν ν
λ λ

π π

ν
λ

π

λ ν λ λ ν λ
π π

− −   − ∂ − ∂
= − = −   ∂ ∂ ∂ ∂   

 −  − ∂ ∂
= + −  ∂ ∂ ∂  

∂ ∂
= − − = −

∂ ∂ ∂  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 2 2 4 4
4 2 2 4

12 06 2 8 2 2

2 4 2 2 4 4
4 2 2 4

22 06 2 8 2 2

6 61 11 1 3 6 1 3 ;
4

6 61 11 6 ;
4

x x y yD D
t x x y y K r

r r x y

x x y yD D
t x x y y K r

r r x y

ν ν
ν ν ν λ

π πλ

ν ν
λ

π πλ

 − +− − ∂   = + + − − + − +  ∂ ∂  
 − +− − ∂   = − + + +  ∂ ∂  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4
2 2

32 06 2 8 3 3

2 2 2 23 3

42 0 52 06 2 6 2

241 1 11 3 3 ;
2 2

3 31 11 1; ;
2 2

xy x yD Dxyt x y K r
r r x y x y

x x y y x yD D
t K r t K r

r x y r x y

ν ν
ν ν λ

π πλ

ν ν
λ λ

π π

 −− −  ∂ ∂   = − − − + − + −   ∂ ∂ ∂ ∂   
   − −− −∂ ∂
   = − − = − +

∂ ∂ ∂ ∂      
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3 4 2 2
3 3

13 06 2 8 3

3 3 4 2 2
3 3

23 06 2 8 3

2
4 2 2 4

33 6

241 1
3 1 3 ;

2 2

241 1
3 1 3 ;

2 2

1 1
6

4

x y xyD D
t x y xy K r

r r x y x y

y x x yD D
t x y xy K r

r r x y x y

D D
t x x y y

r

ν ν λν ν λ
π πλ

ν ν λν ν λ
π πλ

ν
π

 −− −  ∂ ∂   = − + − + + −   ∂ ∂ ∂ ∂   
 −− −  ∂ ∂   = − − + − + − +   ∂ ∂ ∂ ∂   

−
= − + +

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

4 2 2 4

2 8

4 2 4 2
2 2

04 2 2 2 2

3 2 3 2

43 06 3

3 2 3 2

53 06 2

14

6 6

1 1 ;
2 2

1 3 1 ;
2 2

1 3 1 ;
2 2

x x y y
r

K r
y y x y x

D y x yt K r
r y y

D x xyt K r
r x y x

t

ν
πλ

λ λ λ

ν λ λ
π

ν λ λ
π

 − +−
− +


 ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

  −  − ∂ ∂ = + −   ∂ ∂    
  −  − ∂ ∂ = − −   ∂ ∂ ∂    

= ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 3

2 2
04 2 6 2

2 31 11 3 ;
4

x y xx x y K r
r r x y

ν ν λ
π πλ

 − ∂   − + + − + +  ∂ ∂  
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 3
2 2

24 04 2 6 2

2 2 3 3
2 2

34 04 2 6 3 2

2 2 2 2

44 0 54 04 2 4

2 31 11 3 1 ;
4

2 31 1 1 ;
4 2

1 1 1; ;
2 2

x x yxt x y K r
r r x y

y y xyt x y K r
r r y x y

x y xyt K r t K r
r y r x y

ν ν λ
π πλ

ν
λ

π πλ

λ λ
π π

 − ∂   = − + + − + +  ∂ ∂  
 −−  ∂ ∂
 = − + + − ∂ ∂ ∂   

 −  ∂ ∂
 = + = − ∂ ∂ ∂      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3
2 2

15 04 2 6 2

2 2 3
2 2

25 04 2 6 2

2 31 13 1 1 ;
4

2 31 13 1 ;
4

y y xyt x y K r
r r x y

y x yyt x y K r
r r x y

ν ν λ
π πλ

ν ν λ
π πλ

 − ∂   = − − + + + −  ∂ ∂  
 − ∂   = − − + + + +  ∂ ∂  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 3 3
2 2

35 04 2 6 3 2

2 22 2

45 0 55 04 4 2

2 31 1 1 ;
4 2

1 1 1; ;
2 2

x x yxt x y K r
r r x x y

y xxyt K r t K r
r x y r x

ν
λ

π πλ

λ λ
π π

 −−  ∂ ∂
 = − + + − ∂ ∂ ∂   

 − ∂ ∂
 = − = + ∂ ∂ ∂    

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

16 262 2

36 46 562 2 2

3 1 3 11 11 ln 1 ; 1 ln 1 ;
4 2 4 2

1 1 1; ; .
4 2 2

x yt r t r
r r

xy x yt t t
r r r

ν ν
ν ν ν ν

π π

ν
π π π

+ +   
= − + + − + = − + + − +   

   
−

= − = − = −

 

(3.80) 
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 Soluţiile discontinue pentru un defect amplasat pe un contur arbitrar L (Fig. 3.3) pot fi 

obţinute prin aceeaşi metodologie descrisă în subcapitolul 3.1.2. 

 La trecerea de la sistemul local de coordonate (𝑥̄𝑥, 𝑦̄𝑦) la sistemul local (n, t) amplasat în 

orice punct P (Fig. 3.3.), se obţine: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ){ }

*

*

*

* 2 2

* 2 2

( ) , ;

( ) , cos , sin ;

( ) , sin , cos ;

( ) , cos , sin 2 , cos sin ;

( ) , , cos sin , cos sin ;

Q
L

n x y Q
L

t x y Q
L

n x y xy Q
L

nt y x xy Q
L

n

w P w P Q ds

P P Q P Q ds

P P Q P Q ds

M P M P Q M P Q M P Q ds

M P M P Q M P Q M P Q ds

Q

θ θ γ θ γ

θ θ γ θ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

=

 = + 

 = − + 

 = + + 

 = − + − 

∫

∫

∫

∫

∫
( ) ( )( ) , cos , sin ;x y Q

L

P Q P Q Q P Q dsγ γ = + ∫
  

(3.81) 

unde: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 13

14 15 16

21 22 23

24 25 26

31 32 33

34 35 36

, , , ,

, , , ;

, , , ,

, , , ;

, , , ,

, , , ;

x y

x xy x

x x y

x xy x

y x y

x xy x

w P Q g P Q w Q g P Q Q g P Q Q

g P Q M Q g P Q M Q g P Q Q Q

P Q g P Q w Q g P Q Q g P Q Q

g P Q M Q g P Q M Q g P Q Q Q

P Q g P Q w Q g P Q Q g P Q Q

g P Q M Q g P Q M Q g P Q Q Q

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

= + + +

+ + +

= + + +

+ + +

= + + +

+ + +

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 13

14 15 16

21 22 23

24 25 26

31 32 33

34 35 36

, , , ,

, , , ;

, , , ,

, , , ;

, , , ,

, , ,

x x y

x xy x

y x y

x xy x

xy x y

x xy x

M P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q Q

t P Q M Q t P Q M Q t P Q Q Q

M P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q Q

t P Q M Q t P Q M Q t P Q Q Q

M P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q Q

t P Q M Q t P Q M Q t P Q Q

θ θ

θ θ

θ θ

= + + +

+ + +

= + + +

+ + +

= + + +

+ + + ( ) ;Q
 

(3.82)
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

41 42 43

44 45 46

51 52 53

54 55 56

, , , ,

, , , ;

, , , ,

, , , ;

x x y

x xy x

y x y

x xy x

Q P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q Q

t P Q M Q t P Q M Q t P Q Q Q

Q P Q t P Q w Q t P Q Q t P Q Q

t P Q M Q t P Q M Q t P Q Q Q

θ θ

θ θ

= + + +

+ + +

= + + +

+ + +

 

 Bara de sus indică că funcţiile respective sunt prezentate în coordonate locale (𝑥̄𝑥, 𝑦̄𝑦). 

Funcţiile 𝑔̄𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡̄𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 pot fi obţinute din relaţiile (3.78) şi (3.80) substituind xi cu 𝑥̄𝑥𝑖𝑖  şi yi cu 𝑦̄𝑦𝑖𝑖 . 

 Pentru a obţine ecuaţiile integrale, starea de deformaţie a plăcii este prezentată ca suma a 

două stări. Prima (notată cu cerculeţ) provine de la sarcina exterioară. A doua (notată cu asterix) 

provine din salturile concentrate pe linia L a defectului 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

;

;

o

o
n n n

w P w P w P

M P M P M P

= +

= +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

;

;

o
n n n

o
nt nt nt

P P P

M P M P M P

θ θ θ= +

= +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

;

.

o
t t t

o
n n n

P P P

Q P Q P Q P

θ θ θ= +

= +
    (3.83) 

 Funcţiile 𝑤𝑤∗, 𝜃𝜃𝑛𝑛∗, 𝜃𝜃𝑡𝑡∗, 𝑀𝑀𝑛𝑛
∗ , 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛

∗  şi 𝑄𝑄𝑛𝑛∗  în conformitate cu relaţia (3.81) sunt exprimate prin 

salturile respective de-a lungul conturului L. O parte din aceste salturi pot fi cunoscute. De 

exemplu, dacă defectul are forma unei fisuri, atunci traversând de la o parte a fisurii la alta, săgeata 

w, unghiurile de rotire 𝜃𝜃𝑛𝑛 şi 𝜃𝜃𝑡𝑡 au salturi. Dacă defectul reprezintă o incluziune rigidă sau elastică, 

atunci traversând de la o parte a fisurii la alta, momentele Mn, Mnt  şi forţa transversală Qn au 

salturi. Din condiţiile de pe margine vor fi obţinute ecuaţiile integrale necesare. De exemplu, dacă 

defectul reprezintă o fisură, atunci pe marginile ei Mn = 0, Mnt = 0 şi Qn = 0. Dacă defectul 

reprezintă o incluziune rigidă, atunci săgeata ei trebuie să fie egală cu săgeata plăcii. De asemenea 

aceste soluţii pot fi aplicate pentru rezolvarea problemelor de bază şi ale plăcilor cu condiţii la 

limită mixte. În aceste cazuri, frontiera va fi considerată ca defect. Traversând din interiorul 

regiunii ocupate de placă spre frontiera defectului, salturile funcţiilor w, 𝜃𝜃𝑛𝑛, 𝜃𝜃𝑡𝑡 , 𝑀𝑀𝑛𝑛, 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑄𝑄𝑛𝑛 vor 

fi considerate egale cu valorile de pe frontieră. Traversând din exteriorul regiunii ocupate de placă 

spre frontiera defectului aceste salturi vor fi considerate nule. 
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3.2.2. Implementarea numerică a soluţiilor discontinue în teoria plăcilor ţinând cont de 

deformaţiile transversale  

Implementarea numerică a soluţiilor discontinue [37] în teoria lui Reissner se efectuează 

analogic  ca pentru încovoierea clasică, descrisă în subcapitolul 3.1.3.  

 Frontiera plăcii va fi considerată ca defect într-o placă infinită (Fig. 3.4.). Dacă se va trece 

din interiorul regiunii ocupate de placă spre frontiera defectului, funcţiile w, 𝜃𝜃𝑛𝑛, 𝜃𝜃𝑡𝑡 , 𝑀𝑀𝑛𝑛, 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑄𝑄𝑛𝑛 

vor avea salt. La traversarea din exteriorul regiunii ocupate de placă spre frontiera defectului aceste 

salturi vor fi considerate nule. 

Dacă se vor introduce condiţiile la limită se va obţine: 

− pentru conturul simplu rezemat (L1): 

 
* * *0; 0; 0;o o o

n n nt ntw w M M M M+ = + = + =         ( )0; 0; 0n t nVθ θ≠ ≠ ≠  

− pentru conturul încastrat (L2): 
* * *0; 0; 0;o o o

n n t tw w θ θ θ θ+ = + = + =        ( )0; 0; 0n nt nM M V≠ ≠ ≠  

− pentru conturul liber (L3): 

 * * *0; 0; 0;o o o
n n nt nt n nM M M M Q Q+ = + = + =        ( )0; 0; 0n tw θ θ≠ ≠ ≠  

− pentru defectul (Ld) de tipul unei articulaţii plastice: 

            
* 0o
n nM M+ = ;     ( )0 .nθ ≠  

 Soluţiile 𝑤𝑤∗ , 𝜃𝜃𝑛𝑛∗, 𝜃𝜃𝑡𝑡∗, 𝑀𝑀𝑛𝑛
∗ , 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛

∗  şi 𝑄𝑄𝑛𝑛∗  provenite din salturi sunt date de expresiile (3.81) şi 

(3.82). 

 Soluţiile 𝑤𝑤𝑜𝑜 , 𝜃𝜃𝑛𝑛𝑜𝑜, 𝜃𝜃𝑡𝑡𝑜𝑜, 𝑀𝑀𝑛𝑛
𝑜𝑜, 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑜𝑜 şi 𝑄𝑄𝑛𝑛𝑜𝑜 pentru cazul când placa este acţionată de o forţă 

concentrată F aplicată în punctul cu coordonatele a0, b0 faţă de originea sistemul global, atunci 

soluţia în nodul i situat pe frontiera L va fi: 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

16 0 0

26 0 0 36 0 0

26 0 0 36 0 0

, ;

, , ;

, , ;

o m m
i i i

o o o m m m m
ni x xi y yi x i i y i i

o o o m m m m
ti y xi x yi y i i x i i

w F g x a y b

F n n F n g x a y b n g x a y b

F n n F n g x a y b n g x a y b

θ θ θ

θ θ θ

= ⋅ − −

 = + = − − + − − 
 = − + = − − − + − − 

 



125 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ){
( ) ( )

2 2 2
16 0 0

2
26 0 0 36 0 0

2 2
26 0 0

2 2
16 0 0 36 0

2 ,

, 2 , ;

,

, ,

o o o o m m
ni x xi y yi x y xyi x i i

m m m m
y i i x y i i

o o o o m m
nti x y yi xi x y xyi x y i i

m m m
i i x y i

M F n M n M n n M F n t x a y b

n t x a y b n n t x a y b

M F n n M M n n M F n n t x a y b

t x a y b n n t x a

= + + = − − +
+ − − + − − 

  = − + − = − − −  

− − − + − − ( )}
( ) ( ) ( )

0

46 0 0 56 0 0

;

, , .

m
i

o o o m m m m
ni x xi y yi x i i y i i

y b

Q F n Q n Q F n t x a y b n t x a y b

−

 = + = − − + − − 
       

(3.84) 

unde: 𝒙𝒙𝒊𝒊𝒎𝒎, 𝒚𝒚𝒊𝒊𝒎𝒎 sunt coordonatele nodului de frontieră i în sistemul global calculate cu ajutorul 

relaţiilor (3.36), iar nx = cosα şi ny = sinα, pot fi determinate cu relaţiile (3.41). 

Pentru alte cazuri de încărcare  (Fig. 3.5.) soluţiile din sarcina exterioară se vor obţine prin 

integrarea relaţiilor (3.84) prin analogie cu (3.20* - 3.20***). 

 Discretizând conturul L (L=L1+L2+L3) şi defectul Ld într-un set de elemente constante, se 

va obţine următorul sistem de ecuaţii liniare: 

( )
3 1 3 1 3 2 2 1 2

3 1 3 1 3 2 2

1 2 3 4 5 6
1 2

, , , ,

1 2 3 4 5

, , ,

; ,
L L L Ld L L L L L L

L L L Ld L L L L

o
ij j ij nj ij tj ij nj ij ntj ij nj i L L

j n j n n n j n n j n j n j n n

n n n n n
ij j ij nj ij tj ij nj ij ntj

j n j n n n j n n j n j n

w w w w w M w M w Q w i n n

w M M

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

= = = = = =

= = = = =

+ + + + + = − =

+ + + +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ( )

( )

1 2

3 1 3 1 3 2 2 1 2

3 1 3 1 3

6
2

,

1 2 3 4 5 6
2

, , , ,

1 2 3

, , ,

;

;

L L

L L L Ld L L L L L L

L L L Ld L L

n o
ij nj ni L

j n n

t t t t t t o
ij j ij nj ij tj ij nj ij ntj ij nj ti L

j n j n n n j n n j n j n j n n

ij j ij nj ij tj
j n j n n n j n n

Q i n

w M M Q i n

m w m m

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ

=

= = = = = =

= = =

+ = − =

+ + + + + = − =

+ +

∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ( )

( )

2 2 1 2

3 1 3 1 3 2 2 1 2

3

4 5 6
1 3

,

1 2 3 4 5 6
1 3

, , , ,

1 2

; , ,

; ,

L L L L

L L L Ld L L L L L L

L

o
ij nj ij ntj ij nj ni L L Ld

j n j n j n n

o
ij j ij nj ij tj ij nj ij ntj ij nj nti L L

j n j n n n j n n j n j n j n n

ij j ij
j n

m M m M m Q M i n n n

h w h h h M h M h Q M i n n

q w q

θ θ

= = =

= = = = = =

=

+ + + = − =

+ + + + + = − =

+

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ( )
1 3 1 3 2 2 1 2

3 4 5 6
3

, , , ,
.

L L Ld L L L L L L

o
nj ij tj ij nj ij ntj ij nj ni L

j n n n j n n j n j n j n n
q q M q M q Q Q i nθ θ

= = = = =



















+ + + + = − =


∑ ∑ ∑ ∑ ∑

(3.85) 

 

Termenii 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖1 ,𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖2 , ... , 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖6  se vor calcula utilizând soluţiile din (3.78) şi (3.80), substituind 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥̄𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚 

şi 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑦̄𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚 − 𝜂̄𝜂, în care 𝑥̄𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚, 𝑦̄𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚sunt date de relaţiile (3.40), iar −𝑙𝑙𝑗𝑗 2⁄ ≤ 𝜂̄𝜂 ≤ +𝑙𝑙𝑗𝑗 2⁄  . 

( )

( )

1
11

6
16

, ;

, ;

j

j

m m
ij i i

l

m m
ij i i

l

w g x y d

w g x y d

η η

η η

= −

= −

∫

∫



                   

( ) ( )

( ) ( )

1
21 31

6
26 36

c , s , ;

c , s , ;

j

j

n m m m m
ij i i i i

l

n m m m m
ij i i i i

l

g x y g x y d

g x y g x y d

θ η η η

θ η η η

 = − + − 

 = − + − 

∫

∫


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( ) ( )

( ) ( )

1
21 31

6
26 36

s , c , ;

s , c , ;

j

j

t m m m m
ij i i i i

l

t m m m m
ij i i i i

l

g x y g x y d

g x y g x y d

θ η η η

θ η η η

 = − − + − 

 = − − + − 

∫

∫



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2
11 21 31

6 2 2
16 26 36

c , s , 2cs , ;

c , s , 2cs , ;

j

j

m m m m m m
ij i i i i i i

l

m m m m m m
ij i i i i i i

l

m t x y t x y t x y d

m t x y t x y t x y d

η η η η

η η η η

 = − + − + − 

 = − + − + − 

∫

∫

                      (3.86)

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 2 2
11 21 31

6 2 2
26 16 36

c , s , 2cs , ;

cs , , c s , ;

j

j

m m m m m m
ij i i i i i i

l

m m m m m m
ij i i i i i i

l

h t x y t x y t x y d

h t x y t x y t x y d

η η η η

η η η η

 = − + − + − 

 = − − − + − − 

∫

∫

   

( ) ( )

( ) ( )

1
41 51

6
46 56

c , s , ;

c , s , ;

j

j

m m m m
ij i i i i

l

m m m m
ij i i i i

l

q t x y t x y d

q t x y t x y d

η η η

η η η

 = − + − 

 = − + − 

∫

∫

  

unde c = cosγ, iar s = sinγ , determinate cu ajutorul relaţiilor (3.42). 

În formă matricială ecuațiile (3.85) pot fi scrise astfel: 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [

ij ij ij ij ij ij
n n n n n n
ij ij ij ij ij ij
t t t t t t
ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij

ij

w w w w w w

m m m m m m
h h h h h h
q q

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

2 3 4 5 6] [ ] [ ] [ ] [ ]

oj
i

o
nj ni

o
tj ti

o
ninj

o
ntintj

ij ij ij ij ij
o
ni

nj

w w

MM

MMq q q q
QQ

θ θ

θ θ

   −        −          −     ⋅ =     
−     

     
−     

      
−     

,                   (3.87) 

sau în formă compactă:  

        [ ]( ) ( ) { } { }3 33 3 e d e de d e d n n n nn n n n
A X B

+ ++ × +
⋅ = .                                        (3.88) 
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 Dacă va fi rezolvat sistemul de ecuaţii (3.88) vor fi cunoscute toate salturile de pe frontieră, 

astfel pot fi calculate deplasările şi eforturile în orice punct din interiorul plăcii, acestea fiind 

exprimate prin salturile obţinute. De exemplu, dacă este necesar de calculat săgeata într-un punct 

k din interiorul plăcii (Fig.3.6.), expresia va căpăta forma: 

3 1 3 1 3 2

2 1 2

11 12 13 14
, , ,

15 16
,

.

L L L Ld L L L

L L L

k j nj tj nj
j n j n n n j n n j n

o
ntj nj k

j n j n n

w g w g g g M

g M g Q w

θ θ
= = = =

= =

= + + + +

+ + +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
              

(3.89) 

 Unghiul de rotire a secţiunii în punctul k, ce acţionează pe direcţia d va fi: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 1 3 1 3

2 2 1 2

21 31 22 32 23 33
, , ,

24 34 25 35 26 36
,

c s c s c s

c s c s c s .

L L L Ld L L

L L L L

d
k j nj tj

j n j n n n j n n

o o
nj ntj nj x xk y yk

j n j n j n n

g g w g g g g

g g M g g M g g Q n n

θ θ θ

θ θ

= = =

= = =

= + + + + + +

+ + + + + + + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

(3.90) 

 Momentul în punctul k, ce acţionează pe direcţia d se obţine: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 1 3

1 3 2

2 1 2

2 2 2 2
11 21 31 12 22 32

, ,

2 2 2 2
1 23 33 14 24 34

,

2 2 2 2
15 25 35 16 26 36

,

2 2

c s 2cs c s 2cs

c s 2cs c s 2cs

c s 2cs c s 2cs

L L L Ld

L L L

L L L

d
k j nj

j n j n n n

tj nj
j n n j n

ntj nj
j n j n n

o
x xk y

M t t t w t t t

t t t t t t M

t t t M t t t Q

n M n

θ

θ

= =

= =

= =

= + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
2 .o o

yk x y xykM n n M+

(3.91) 

 Forţa transversală în punctul k, ce acţionează pe direcţia d va avea forma: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 1 3 1 3

2 2 1 2

41 51 42 52 43 53
, , ,

44 54 45 55 46 56
,

c s c s c s

c s c s c s .

L L L Ld L L

L L L L

d
k j nj tj

j n j n n n j n n

o o
nj ntj nj x xk y yk

j n j n j n n

Q t t w t t t t

t t M t t M t t Q n Q n Q

θ θ
= = =

= = =

= + + + + + +

+ + + + + + + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 (3.92) 

 Termenii g11, g12, ... , t56  se vor calcula utilizând soluţiile din (3.78) şi (3.80), substituind 

în acestea xi cu xk şi xi cu yk. 

xk  şi  yk   reprezintă coordonatele punctului k în sistemul global; 

𝑐𝑐 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝛽𝛽𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝑗𝑗� ; 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝛽𝛽𝑘𝑘 − 𝛼𝛼𝑗𝑗� ; nx = cosβk;  ny = sinβk  (Fig.3.6.); 

𝑤𝑤𝑘𝑘𝑜𝑜, 𝜃𝜃𝑥𝑥𝑥𝑥𝑜𝑜 , ... , 𝑄𝑄𝑦𝑦𝑦𝑦𝑜𝑜   reprezintă soluţiile în punctul k, provenite din sarcina exterioară, care pot fi 

determinate folosind relaţiile (3.84) substituind în acestea 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚 cu xk şi 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑚𝑚 cu yk. 



128 
 

3.2.3. Exemple de calcul a plăcilor plane în teoria ce ţine cont de deformaţiile transversale 

de forfecare (Reissner) folosind soluţiile discontinue  

 Cu ajutorul programului descris în (Anexa 3.) au fost calculate deplasările şi eforturile 

plăcilor ţinând cont de deformaţiile transversale. Pentru toate cazurile cercetate s-a ales o placă 

pătrată, simplu rezemată pe toate laturile, încărcată la centru cu o forţă [38]. Frontiera plăcii a fost 

discretizată în 20 de elemente constante conform Fig. 3.10., a. Rezultatele au fost comparate cu 

cele obţinute prin MEF, pentru o reţea de discretizare 20x20 elemente cu trei grade de libertate în 

nod (Fig. 3.10., b.) şi cu soluţiile obţinute conform teoriei clasice (T.C.). 

 
Fig. 3.102. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0, pentru raportul h/a = 0,01 

 

 

Fig. 3.103. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0, pentru raportul h/a = 0,1 
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Fig. 3.104. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0, pentru raportul h/a = 0,15 

 

 

Fig. 3.105. Săgeata w pe secţiunea centrală y = 0, pentru raportul h/a = 0,2 

Din diagramele de mai sus (Fig. 3.102. - 3.105.) se observă că odată cu creşterea raportului 

h/a influenţa deformaţiilor, provenite din forţa de forfecare, asupra săgeţii devine tot mai 

pronunţată. Acest efect se accentuează în  apropierea punctului de aplicare a forţei concentrate. 

Aşa cum recomandă şi literatura de specialitate, ca pentru raporturi  h/a > 0.1, această influenţă nu 

mai poate fi neglijată, întrucât aceste abateri depăşesc valoarea de 5% faţă de teoria clasică. 

Totodată, în MEF se observă o creştere mai intensivă a săgeţii decât în MEFr.  
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3.3. Concluzii la capitolul 3 

În acest capitol este descris algoritmul de obţinere a  soluţiilor discontinue atât în 

formularea clasică a plăcilor cât şi în teoria ce ţine cont de deformaţiile din forța de forfecare.  

Aceste soluţii, elaborate de către prof. Gh. Moraru, [88-91, 148-151] au fost aplicate la 

calculul plăcilor de contur arbitrar, cu diferite moduri de rezemare şi acţionate de diverse  tipuri 

de încărcări. Rezultatele obţinute prin MEFr bazată pe soluţii discontinue au fost comparate cu 

MEF şi cu metodele analitice, demonstrând o bună exactitate şi aplicabilitate. Implementarea 

numerică a metodei propuse oferă posibilitatea de a elabora programe de calcul noi şi de a rezolva 

probleme practice, care nu pot fi soluţionate prin metodele obişnuite sau prezintă dificultăţi (fisuri, 

incluziuni, concentrări de tensiuni, domenii infinite etc.). 
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CONCLUZII  GENERALE  

În rezultatul studiului efectuat au fost formulate următoarele concluzii: 

1. Soluțiile discontinue în MEFr, obținute de către prof. Gh. Moraru cu ajutorul 

Transformării Fourier, au fost aplicate cu succes de către autor la calculul plăcilor plane 

cu diferite moduri de rezemare, încărcări, defecte etc., atât în interpretarea clasică cât 

și ținând seama de deformațiile rezultate din forfecare; 

2. Au fost rezolvate un șir de integrale de frontieră. Majoritatea din acestea fiind singulare, 

hipersingulare sau divergente, și au fost tratate cu ajutorul metodelor de regularizare. 

3. Pentru metoda elementelor de frontieră bazată pe soluții discontinue a fost efectuată 

implementarea numerică; 

4. În baza metodei propuse a fost elaborat de către autor un program de calcul în limbajul 

Matlab; 

5. Cu ajutorul programului de calcul realizat au fost testate soluțiile obținute prin MEFr 

bazată pe soluții discontinue pentru plăci de diferite configurații, moduri de rezemare, 

încărcări, defecte etc. Rezultatele obținute au fost comparate cu cele analitice și MEF 

demonstrând o convergență bună, devierile fiind mai mici de 3%. De menționat, în 

calculul numeric prin MEFr s-au utilizat elemente de frontieră constante și într-un 

număr cu mult mai redus față de MEF. 

 

 

RECOMANDĂRI 

Soluţiile discontinue, descrise în această lucrare, s-au dovedit a fi eficiente în rezolvarea 

diferitor probleme ale plăcilor plane, prezentând o exactitate sporită şi un şir de avantaje în 

comparaţie cu alte metode numerice.  

Astfel, acestea pot fi recomandate inginerilor la rezolvarea problemelor practice, care 

includ:  

1. Calculul plăcilor: cu diferite moduri de rezemare a conturului, condiţii la limită mixte, 

diverse tipuri de încărcări;  

2. Calculul plăcilor ce prezintă defecte şi concentratori de tensiuni etc.; 

3. Elaborarea noilor softuri pentru calculele inginereşti. 
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ANEXE 

Anexa 1. Transformarea Fourier generalizată 

 

 Transformarea Fourier pentru funcţia f(x) definită pe intervalul ( ),−∞ ∞  reprezintă 

integrala:  

( ) ( ) i xf f x e dxαα
∞

−∞

= ∫                                                             (A.1.1.) 

unde α este un număr real arbitrar. 

 Integrala (A.1.1.) există dacă funcţia f(x) este continuă pe intervale arbitrare finite şi 

satisface condiţiile Dirichlet. În puncte continue formula de inversare capătă forma: 

( ) ( )1 .
2

i xf f e dαα α α
π

∞
−

−∞

= ∫                                                         (A.1.2.) 

 În punctele în care funcţia f(x) are salt, partea din stângă a relaţiei (A.1.2.) capătă forma:  

( ) ( )1 0 0
2

f x f x− + +    

 Corelația dintre transformarea Fourier şi derivatele funcţiei f(x) are forma:  

( )
0 0

0
.

k k k

k k k
x x

f f f
x x x

=− =+

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
                                                    (A.1.3.) 

 Integrând pe părţi obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

.
n n kn

k ni x
n n k

k

d f x d f x
e d i i f

dx dx
α α α α α

−∞
−

−
=−∞

= − + −∑∫                             (A.1.4.) 

 În particular: 

( ) ( ) ( )
2

2

0
.i xd f x df

e d i f
dx dx

α α α α
∞

−

−∞

= −∫                                             (A.1.5.) 

 Formula (A.1.5) reprezintă soluţia pentru un caz particular cu o singură variabilă. De 
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exemplu, în caz bidimensional funcţia f(x, y) care are discontinuitate pe linia L poate fi calculată 

cu formulele:   

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

, ,
;

, ,
,

x L
C

y L
C

f x y f x y
n f

x x

f x y f x y
n f

y x

δ

δ

∂ ∂ 
= + ∂ ∂ 

∂ ∂ 
= + ∂ ∂ 

                                              (A.1.6.) 

unde nx şi ny reprezintă cosinusurile directorii ale normalei n la linia L, δL reprezintă funcţia 

bidimensionala Dirac (v. Anexa 3.) definită pe linia L. 

 Transformarea Fourier pentru cazul bidimensional:  

( ) ( )
( )

, , ,
i x y

f f x y dxdy
α β

α β
+∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫                                            (A.1.7.) 

unde α şi β reprezintă parametrii transformării Fourier. 

 Transformarea Fourier a derivatelor conform relaţiei (A.1.6.) capătă forma: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
;

,
.

i x y

x
L

i x y

y
L

f x y
i f n f dL

x

f x y
i f n f dL

y

α β

α β

α

β

+

+

∂
= − +

∂

∂
= − +

∂

∫

∫









                                            (A.1.8.) 
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Anexa 2. Soluţii discontinue pentru ecuaţia Laplace 

 

Se studiază ecuaţia Laplace în două dimensiuni. Salturile funcţiei şi derivatei vor fi notate 

în felul următor: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

0, 0, ;

, ,

x x

w y w y w y

w y w x y w x y
x x x

=− =+

= − − +

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂                               

(A.2.1.) 

Pentru a obţine soluţia ecuaţiei Laplace cu salturile ( )w y  şi ( )w y x∂ ∂  pe linia x=0 se 

va folosi schema generalizată a transformării Fourier (v. Anexa 1.).  

Multiplicând ecuaţia lui Laplace: 

2 2

2 2 0,w w
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂                                                            
(A.2.2.) 

cu  eiαx, unde α este parametrul transformării, integrând pe părţi în raport cu x şi păstrând salturile 

( )w y  şi ( )w y x∂ ∂   obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

2

,
,

d w y w y
i w y i w y

y x
α

α α α
∂

− + = −
∂ ∂                              

(A.2.3.) 

Se menţionează că în partea dreaptă au apărut salturile funcţiei w şi derivatei  /w x∂ ∂ , 

pentru x = 0. 

Se va considera un caz particular, când funcţia w(x, y) are salt concentrat în punctul y = 0, 

iar derivata ei este continuă:    

( ) ( );w y yδ= ( ) 0
w y

x
∂

=
∂                                             

(A.2.4.) 

relaţia (A.2.3.) capătă forma: 

( ) ( ) ( )
2

2
2

,
,

d w y
w y i y

y
α

α α αδ− =
∂                                         

(A.2.5.) 

Ultima ecuaţie are coeficienţii constanţi de o singură variabilă y. Pentru a rezolva această 

ecuaţie se va folosi transformarea Fourier în raport cu variabila y şi parametrul β. Multiplicând 



147 
 

ecuaţia (A.2.5.) cu e-iβy şi integrând în intervalul (-∞, +∞) obţinem: 

( ) ( )22 ,i w iα β α β α − + − =                                                 
(A.2.6.) 

Din relaţia (A.2.6.) se determină w . Folosind formula de restabilire a funcţiei w cunoscând 

transformata 𝑤̄̄𝑤(𝛼𝛼,𝛽𝛽)se obţine: 

( )
( ) ( )2 2 2 22 2

1,
22

i x i yi e d d xw x y
x y

α βα α β
ππ α β

+∞ +∞ − −

−∞ −∞

= − = −
++

∫ ∫
                         

(A.2.7.) 

Dacă în intervalul |𝑦𝑦| ≤ 𝑎𝑎 au loc salturile funcţiei şi derivatei prin superpoziţie se obţine: 

( ) ( )
( )

( ) ( )22
22

1, ln .
2 4

a a

a a

w d wxw x y x y d const
xx y

η η η
η η

π πη− −

∂ = − − + − +  ∂+ −∫ ∫
        

(A.2.8.) 

Soluţia (A.2.8.) oferă posibilitatea pentru a rezolva probleme când pe linia x=0 funcţia sau 

derivata ei are salt. În acelaşi timp, ea poate fi folosită pentru a rezolva şi probleme de limită pentru 

regiuni finite. În aceste cazuri frontiera se va considera ca defect. La apropierea de frontieră din 

interiorul regiunii saltul funcţiei sau derivatei se va considera egal cu valorile funcţiei sau derivatei 

respective. La apropierea de frontieră din interiorul regiunii studiate funcţia sau derivata ei se vor 

considera nule. 

Se va considera o regiune arbitrară G mărginită de conturul 𝐿𝐿 = 𝐿𝐿1 ∪ 𝐿𝐿2 

 

 
Fig. A.2.1. Regiune de contur arbitrar amplasată într-un plan infinit. 
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Regiunea G se va amplasa într-un plan infinit. Pe conturul L se va introduce un sistem local 

de coordonate (x1, y1). În acest caz soluţia provenită din saltul funcţiei w şi derivatei 1/w x∂ ∂  se va 

determina cu ajutorul expresiei A.2.8. în care coordonatele (x, y) se vor înlocui cu (x1, y1): 

( ) ( )
( )

( ) ( )221
1 1 1 122

11 1

1, ln .
2 4L L

w dS wxw x y x y dS const
xx y

η η
η

π πη

∂ = − − + − +  ∂+ −∫ ∫
         

(A.2.9.) 

2 2 1
1 1 2 2

1 1 1

2ln xx y
x x y
∂  + = ∂ +

 

( ) ( )1 1
1 1

1 1, ln ln
4 4L L

ww x y r w dS r dS
x x

η
π π

∂ ∂
= − −

∂ ∂∫ ∫
                   

(A.2.10.) 

Dacă x1 coincide cu normala n atunci:  

1x n
∂ ∂

=
∂ ∂

 şi
1

,w w
x n
∂ ∂

=
∂ ∂

 

iar formularea devine clasică în coordonate globale: 

( ) 1 1, ln ln
4 4L L

ww x y r w dS r dS
n nπ π
∂ ∂

= − −
∂ ∂∫ ∫ .                     (A.2.11.) 
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Anexa 3. Program la calculator 

  În baza soluțiilor prezentate în capitolele anterioare, a fost elaborat un program de calcul 

în limbajul Matlab pentru placa simplu rezemată  încărcată cu o forță concentrată. Pentru 

aproximarea integralelor curbilinii s-au folosit elemente constante. 

 Structura programului este prezentată în Fig. A.3.1. El este alcătuit din programul principal 

DISSOL care conține datele de intrare şi de ieşire, formează matricea A şi vectorul B, rezolvă 

sistemul de ecuații liniare 3.1.25., calculează deplasarea şi eforturile în nodurile interioare ale 

plăcii cu relațiile 3.1.26. - 3.1.29.,  şi face chemare la următoarele  subprograme: 

COSDIR – calculează cosinusurile directoare ale elementelor şi efectuează trecerea de la                   

                   coordonatele globale la cele locale în baza relațiilor din punctul 3.1.5; 

AIJ, BIJ, ... , KIJ –  calculează termenii matricei globale în baza relațiilor 3.1.22. 

WNIF, TETANIF, MNIF şi VNIF – calculează termenii vectorului B în baza relațiilor 3.1.20. 

I1, I2, ... , I29 – efectuează calculul integralelor pe lungimea elementului. 

      Variabilele şi masivele folosite în program sunt prezentate mai jos: 

NN – numărul de noduri pe frontieră; 

NI – numărul de noduri interioare; 

NE – numărul de elemente pe frontieră; 

ELR – numerele de ordine a elementelor încastrate; 

ELS – numerele de ordine a elementelor simplu rezemate; 

ELL – numerele de ordine a elementelor libere; 

X, Y –  vectorul ce conține coordonatele globale ale nodurilor elementelor de pe frontieră; 

XIN, YIN –  vectorul ce conține coordonatele globale ale nodurilor interioare; 

XM, YM – vectorul ce conține coordonatele globale în centrul elementelor de pe frontieră;  

XL, YL –  coordonatele nodului în centrul elementului i în sistemul de coordonate local legat cu  

                  centrul elementului j; 

XINL, YINL –  coordonatele nodului interior în sistemul de coordonate local legat cu centrul   

                           elementului de pe frontieră ; 

GNU – coeficientul lui Poisson; 

D – rigiditatea cilindrică a plăcii; 

E – modulul de elasticitate a materialului; 

AL – lungimea elementului; 

ANX, ANY – cosinusurile directoare, respectiv sinusurile directoare ale elementelor de pe    

                        frontieră calculate în baza  relațiilor 3.1.41; 
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C, S – cosinusurile, respectiv sinusurile unghiului γ  dintre normale ni şi nj (3.1.42.);  

A – matricea sistemului de dimensiune 2NE x 2NE ce conține coeficienții aij, bij, cij şi dij; 

B – vectorul din partea dreaptă a sistemului; 

XX – vectorul ce conține necunoscutele (salturile); 

sQ – vectorul ce conține salturile forței tranversale nV ; 

sTETA – vectorul ce conține salturile unghiului de rotire nθ   

 

 

  

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

 

  

 

 

 
Fig. A.3.1. Schema-bloc a programului.  

Start 

Citirea și imprimarea datelor inițiale 

Discretizarea frontierei  plăcii 

Calculul integralelor pe suprafața plăcii 

Calculul elementelor matricei sistemului 

Calculul vectorului din partea 
dreaptă a sistemului 

Formarea sistemului de ecuații liniare 

Rezolvarea sistemului de ecuații liniare 

Calculul deplasarilor verticale și  a 
eforturilor în punctele interioare 

Imprimarea rezultatelor 

Sfârșit 
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În continuare este prezentat textul programului în limbajul de programare Matlab: 
 
DISSOL 

clear all 

format long 

NN=input('Numarul de noduri. NN='); 

NE=input ('Numarul de elemente. NE='); 

GNU=input ('Coeficientul lui Poisson. GNU='); 

E=input('Modulul de elasticitate a materialului placii [Pa]. E='); 

h=input('Grosimea placii [m]. h='); 

F=input('Forta concentrata in originea sistemului de coordonate [N]. F='); 

CSI=input('Dist. pe X de la orig. sist. gl. de coord. pina la forta [m]. CSI=') 

ETA=input('Dist. pe Y de la orig. sist. gl. de coord. pina la forta [m]. ETA=') 

%Calculul rigiditatii cilindrice a placii 'D' 

D=E*h^3/12/(1-GNU^2); 

 %Introducerea coordonatelor nodurilor de pe frontiera. 

disp('Coordonatele nodurilor de pe frontiera') 

for I=1:NN 

    X(I)=input(' X='); 

    Y(I)=input(' Y='); 

    disp(sprintf('i=%g X=%f Y=%f',I,X(I),Y(I))) 

end 

% Determinarea coordonatelor in centrul elementelor 

for I=(1:NE); 

    XM(I)=(X(I)+X(I+1))/2; 

    YM(I)=(Y(I)+Y(I+1))/2; 

end 

% Introducerea conditiilor de frontiera 

ELS=input('Indicele elementului simplu rezemat [se introduce in paranteza patrata]. ElS='); 

ELR=input('Indicele elementului incastrat [se introduce in paranteza patrata]. ElR='); 

ELL=input('Indicele elementului liber [se introduce in paranteza patrata]. ElL='); 

for I=(1:NE); 

for J=(1:NE); 

% Determinam cosinusurile directoare ale elementelor 

   [AL,C,S,XL,YL,rl]=cosdir(I,J,X,Y,XM,YM); 

 %Determinarea functiilor de integrare I1...I29 

   AI1=I1(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI2=I2(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI3=I3(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI4=I4(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI5=I5(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI6=I6(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI7=I7(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI8=I8(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI9=I9(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI10=I10(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI11=I11(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI12=I12(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI13=I13(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI14=I14(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI15=I15(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI16=I16(J,AL,YL); 

   AI17=I17(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI18=I18(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI19=I19(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI20=I20(J,rl,AL,XL,YL); 
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   AI21=I21(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI22=I22(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI23=I23(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI24=I24(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI25=I25(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI26=I26(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI27=I27(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI28=I28(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI29=I29(J,rl,AL,XL,YL); 

 % CALCULUL ELEMENTELOR MATRICEI GLOBALE "A" 

   SS(I,J)=SIJ(I,J,GNU,XL,AI11,AI13); 

   CC(I,J)=CIJ(I,J,GNU,XL,AL,AI1,AI2); 

   GG(I,J)=GIJ(I,J,D,XL,AI1); 

   DD(I,J)=DIJ(I,J,D,AL,AI14); 

   VV(I,J)=VIJ(GNU,XL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8); 

   TT(I,J)=TIJ(I,J,GNU,XL,C,S,AI11,AI12,AI13,AI10); 

   EE(I,J)=EIJ(I,J,D,XL,AL,C,S,AI1,AI2,AI3); 

   FF(I,J)=FIJ(I,J,D,XL,AL,C,S,AI1,AI15,AI16); 

   MM(I,J)=MIJ(I,J,GNU,D,XL,C,S,AI17,AI18,AI19,AI20,AI21,AI22); 

   AA(I,J)=AIJ(I,J,GNU,D,XL,AL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8); 

   RR(I,J)=RIJ(I,J,D,GNU,XL,C,S,AI11,AI12,AI13,AI10); 

   BB(I,J)=BIJ(I,J,D,GNU,XL,AL,C,S,AI1,AI2,AI9,AI3); 

   OO(I,J)=OIJ(D,GNU,XL,C,S,AI23,AI24,AI25,AI26,AI27,AI28,AI29); 

   PP(I,J)=PIJ(D,GNU,XL,C,S,AI17,AI18,AI19,AI20,AI21,AI22); 

   UU(I,J)=UIJ(D,GNU,XL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8); 

   KK(I,J)=KIJ(D,GNU,XL,C,S,AI10,AI11,AI12,AI13); 

end 

end 

% FORMAREA MATRICEI GLOBALE "A" 

SSS=SS([ELS ELR],ELL); 

CCC=CC([ELS ELR],[ELS ELL]); 

GGG=GG([ELS ELR],ELR); 

DDD=DD([ELS ELR],[ELS ELR]); 

VVV=VV(ELR, ELL); 

TTT=TT(ELR,[ELS ELL]); 

EEE=EE(ELR,ELR); 

FFF=FF(ELR,[ELS ELR]); 

MMM=MM([ELS ELL],ELL); 

AAA=AA([ELS ELL],[ELS ELL]); 

RRR=RR([ELS ELL],ELR); 

BBB=BB([ELS ELL],[ELS ELR]); 

OOO=OO(ELL, ELL); 

PPP=PP(ELL, [ELS ELL]); 

UUU=UU(ELL, ELR); 

KKK=KK(ELL, [ELS ELR]); 

Msist=[SSS CCC GGG DDD; VVV TTT EEE FFF; MMM AAA RRR BBB; OOO PPP UUU KKK]; 

% CALCULUL ELEM. VECTORULUI DIN PARTEA DREAPTA A SISTEMULUI "B" 

for I=(1:NE) 

        L(I)=-Wnif(I,XM,YM,F,D,CSI,ETA); 

        M(I)=-TETAnif(I,X,Y,XM,YM,D,F,CSI,ETA); 

        N(I)=-Mnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F,CSI,ETA); 

        Q(I)=-Vnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F,CSI,ETA); 

end 

% FORMAREA VECTORULUI DIN PARTEA DREAPTA A SISTEMULUI "B" 

LL=L([ELS ELR]); 

MM=M(ELR); 

NN=N([ELS ELL]); 

QQ=Q(ELL); 
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Vsist=[LL MM NN QQ]; 

% REZOLVAREA SISTEMULUI DE ECUATII 

XX=inv(Msist)*Vsist'; 

 

    NI=input('Numarul de noduri interioare. NI='); 

% Introducerea coordonatelor nodurilor interioare 

disp('Coordonatele nodurilor interioare') 

for K=1:NI 

    XIN(K)=input(' XIN='); 

    YIN(K)=input(' YIN='); 

    disp(sprintf('i=%g XIN=%f YIN=%f',I,XIN(K),YIN(K))) 

end 

    for K=(1:NI) 

    for J=(1:NE) 

  % Calculul cosinusurilor directoare ale elementului "j" 

    AX(J)=X(J+1)-X(J); 

    AY(J)=Y(J+1)-Y(J); 

    AL(J)=sqrt(AX(J)^2+AY(J)^2); 

    ANX(J)=AY(J)/AL(J); 

    ANY(J)=-AX(J)/AL(J); 

    XL=(XIN(K)-XM(J))*ANX(J)+(YIN(K)-YM(J))*ANY(J); 

    YL=-(XIN(K)-XM(J))*ANY(J)+(YIN(K)-YM(J))*ANX(J); 

    rl=sqrt(XL^2+YL^2); 

   %Determinarea functiilor de integrare I1...I29 

   AI1=I1(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI2=I2(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI3=I3(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI4=I4(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI5=I5(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI6=I6(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI7=I7(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI8=I8(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI9=I9(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI10=I10(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI11=I11(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI12=I12(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI13=I13(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI14=I14(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI15=I15(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI16=I16(J,AL,YL); 

   AI17=I17(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI18=I18(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI19=I19(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI20=I20(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI21=I21(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI22=I22(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI23=I23(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI24=I24(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI25=I25(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI26=I26(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI27=I27(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI28=I28(J,rl,AL,XL,YL); 

   AI29=I29(J,rl,AL,XL,YL); 

 % CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENIITE DIN SALTUL "W" 

    G11(K,J)=-((3-GNU)*XL^3*AI11+(1+GNU)*AI13*XL)/(4*pi); 
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    dx2g11(K,J)=((GNU-3)*XL^5*AI17+(9*GNU-3)*XL*AI19+(18-14*GNU)*XL^3*AI18)/(2*pi); 

    dxyg11(K,J)=((9*GNU-15)*XL^4*AI20+(GNU+1)*AI22+(10-14*GNU)*XL^2*AI21)/(2*pi); 

    dy2g11(K,J)=-((3*GNU-5)*XL^5*AI17+(3*GNU+3)*XL*AI19+(22-18*GNU)*XL^3*AI18)/(2*pi); 

    Mxg11(K,J)=-D*(dx2g11(K,J)+GNU*dy2g11(K,J)); 

    Myg11(K,J)=-D*(dy2g11(K,J)+GNU*dx2g11(K,J)); 

    Mxyg11(K,J)=-D*(1-GNU)*dxyg11(K,J); 

    MnxsW(K,J)=(Mxg11(K,J)*ANX(J)^2+Myg11(K,J)*ANY(J)^2+2*Mxyg11(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnysW(K,J)=(Mxg11(K,J)*ANY(J)^2+Myg11(K,J)*ANX(J)^2+2*Mxyg11(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnxysW(K,J)=(Myg11(K,J)-Mxg11(K,J))*ANX(J)*ANY(J)+Mxyg11(K,J)*(ANX(J)^2-ANY(J)^2); 

    dx3g11(K,J)=-3*(XL^6*(GNU-3)*AI29+(1-3*GNU)*AI28+XL^2*AI27*(35*GNU-25)+XL^4*AI26*(35-

25*GNU))/(2*pi); 

    dx2yg11(K,J)=-6*(XL^5*AI23*(3*GNU-5)+XL*AI24*(3*GNU-1)+10*XL^3*AI25*(1-GNU))/pi; 

    dxy2g11(K,J)=-3*(AI28*(GNU+1)+XL^6*(5-3*GNU)*AI29+XL^2*AI27*(15-25*GNU)+XL^4*AI26*(35*GNU-

45))/(2*pi); 

    dy3g11(K,J)=6*(XL^5*AI23*(5*GNU-7)+XL*AI24*(GNU+1)+10*XL^3*AI25*(1-GNU))/pi; 

    QnxsW(K,J)=-D*((dx3g11(K,J)+dxy2g11(K,J))*ANX(J)+(dy3g11(K,J)+dx2yg11(K,J))*ANY(J)); 

    QnysW(K,J)=-D*((dx3g11(K,J)+dxy2g11(K,J))*ANY(J)+(dy3g11(K,J)+dx2yg11(K,J))*ANX(J)); 

  % CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENIITE DIN SALTUL "TetaX" 

    G12(K,J)=((1+GNU)*AI1+(1-GNU)*XL^2*AI2)/4/pi; 

    dx2g12(K,J)=-(XL^4*(GNU+1)*AI4+AI6*(GNU-3)+6*XL^2*AI5*(1-GNU))/(4*pi); 

    dxyg12(K,J)=-(XL^3*AI7*(3*GNU-1)+XL*AI8*(3-GNU))/(2*pi); 

    dy2g12(K,J)=-(AI6*(GNU+1)+XL^4*AI4*(1-3*GNU)+6*XL^2*AI5*(GNU-1))/(4*pi); 

    Mxg12(K,J)=-D*(dx2g12(K,J)+GNU*dy2g12(K,J)); 

    Myg12(K,J)=-D*(dy2g12(K,J)+GNU*dx2g12(K,J)); 

    Mxyg12(K,J)=-D*(1-GNU)*dxyg12(K,J); 

    MnxsTeta(K,J)=(Mxg12(K,J)*ANX(J)^2+Myg12(K,J)*ANY(J)^2+2*Mxyg12(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnysTeta(K,J)=(Mxg12(K,J)*ANY(J)^2+Myg12(K,J)*ANX(J)^2+2*Mxyg12(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnxysTeta(K,J)=(Myg12(K,J)-Mxg12(K,J))*ANX(J)*ANY(J)+Mxyg12(K,J)*(ANX(J)^2-ANY(J)^2); 

    dx3g12(K,J)=(XL^5*AI17*(GNU+1)+XL*AI19*(9*GNU-15)+XL^3*AI18*(10-14*GNU))/(2*pi); 

    dx2yg12(K,J)=(XL^4*AI20*(9*GNU-3)+AI22*(GNU-3)+XL^2*AI21*(18-14*GNU))/(2*pi); 

    dxy2g12(K,J)=-(XL^5*AI17*(3*GNU-1)+XL*AI19*(3*GNU-9)+XL^3*AI18*(14-18*GNU))/(2*pi); 

    dy3g12(K,J)=(AI22*(GNU+1)+XL^4*AI20*(9-15*GNU)+XL^2*AI21*(10*GNU-14))/(2*pi); 

    QnxsTeta(K,J)=-D*((dx3g12(K,J)+dxy2g12(K,J))*ANX(J)+(dy3g12(K,J)+dx2yg12(K,J))*ANY(J)); 

    QnysTeta(K,J)=-D*((dx3g12(K,J)+dxy2g12(K,J))*ANY(J)+(dy3g12(K,J)+dx2yg12(K,J))*ANX(J)); 

  % CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENIITE DIN SALTUL "Mx" 

    G13(K,J)=XL*AI1/(4*pi*D); 

    dx2g13(K,J)=(XL^3*AI11+3*XL*AI13)/(4*pi*D); 

    dxyg13(K,J)=-(XL^2*AI12-AI10)/(4*pi*D); 

    dy2g13(K,J)=(XL^3*AI11-XL*AI13)/(4*pi*D); 

    Mxg13(K,J)=-D*(dx2g13(K,J)+GNU*dy2g13(K,J)); 

    Myg13(K,J)=-D*(dy2g13(K,J)+GNU*dx2g13(K,J)); 

    Mxyg13(K,J)=-D*(1-GNU)*dxyg13(K,J); 

    MnxsMx(K,J)=(Mxg13(K,J)*ANX(J)^2+Myg13(K,J)*ANY(J)^2+2*Mxyg13(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnysMx(K,J)=(Mxg13(K,J)*ANY(J)^2+Myg13(K,J)*ANX(J)^2+2*Mxyg13(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnxysMx(K,J)=(Myg13(K,J)-Mxg13(K,J))*ANX(J)*ANY(J)+Mxyg13(K,J)*(ANX(J)^2-ANY(J)^2); 

    dx3g13(K,J)=-(XL^4*AI4+6*XL^2*AI5-3*AI6)/(4*pi*D); 

    dx2yg13(K,J)=(XL^3*AI7-3*XL*AI8)/(2*pi*D); 

    dxy2g13(K,J)=-(XL^4*AI4-6*XL^2*AI5+AI6)/(4*pi*D); 

    dy3g13(K,J)=-(3*XL^3*AI7-XL*AI8)/(2*pi*D); 

    QnxsMx(K,J)=-D*((dx3g13(K,J)+dxy2g13(K,J))*ANX(J)+(dy3g13(K,J)+dx2yg13(K,J))*ANY(J)); 

    QnysMx(K,J)=-D*((dx3g13(K,J)+dxy2g13(K,J))*ANY(J)+(dy3g13(K,J)+dx2yg13(K,J))*ANX(J)); 

   % CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENITE DIN SALTUL "Vx" 

    G14(K,J)=AI14/(8*pi*D); 

    dx2g14(K,J)=(2*AI1+2*XL^2*AI2+AL(J))/(8*pi*D); 

    dxyg14(K,J)=XL*AI3/(4*pi*D); 

    dy2g14(K,J)=(2*AI1+2*AI9+AL(J))/(8*pi*D); 

    Mxg14(K,J)=-D*(dx2g14(K,J)+GNU*dy2g14(K,J)); 

    Myg14(K,J)=-D*(dy2g14(K,J)+GNU*dx2g14(K,J)); 
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    Mxyg14(K,J)=-D*(1-GNU)*dxyg14(K,J); 

    MnxsV(K,J)=(Mxg14(K,J)*ANX(J)^2+Myg14(K,J)*ANY(J)^2+2*Mxyg14(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnysV(K,J)=(Mxg14(K,J)*ANY(J)^2+Myg14(K,J)*ANX(J)^2+2*Mxyg14(K,J)*ANX(J)*ANY(J)); 

    MnxysV(K,J)=(Myg14(K,J)-Mxg14(K,J))*ANX(J)*ANY(J)+Mxyg14(K,J)*(ANX(J)^2-ANY(J)^2); 

    dx3g14(K,J)=(XL^3*AI11+3*XL*AI13)/(4*pi*D); 

    dx2yg14(K,J)=-(XL^2*AI12-AI10)/(4*pi*D); 

    dxy2g14(K,J)=(XL^3*AI11-XL*AI13)/(4*pi*D); 

    dy3g14(K,J)=(3*XL^2*AI12+AI10)/(4*pi*D); 

    QnxsV(K,J)=-D*((dx3g14(K,J)+dxy2g14(K,J))*ANX(J)+(dy3g14(K,J)+dx2yg14(K,J))*ANY(J)); 

    QnysV(K,J)=-D*((dx3g14(K,J)+dxy2g14(K,J))*ANY(J)+(dy3g14(K,J)+dx2yg14(K,J))*ANX(J)); 

    end 

    end 

%FORMAREA MATRICEI DEPLASARII VERTICALE "W" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA 

GG11=G11(:,ELL); 

GG12=G12(:,[ELS ELL]); 

GG13=G13(:,ELR); 

GG14=G14(:,[ELS ELR]); 

GGKJ=[GG11 GG12 GG13 GG14]; 

%FORMAREA MATRICEI MOMENTULUI "Mx" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA 

MMnxsW=MnxsW(:,ELL); 

MMnxsTeta=MnxsTeta(:,[ELS ELL]); 

MMnxsMx=MnxsMx(:,ELR); 

MMnxsV=MnxsV(:,[ELS ELR]); 

MXTOT=[MMnxsW MMnxsTeta MMnxsMx MMnxsV]; 

%FORMAREA MATRICEI MOMENTULUI "My" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA 

MMnysW=MnysW(:,ELL); 

MMnysTeta=MnysTeta(:,[ELS ELL]); 

MMnysMx=MnysMx(:,ELR); 

MMnysV=MnysV(:,[ELS ELR]); 

MYTOT=[MMnysW MMnysTeta MMnysMx MMnysV]; 

%FORMAREA MATRICEI MOMENTULUI "Mxy" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA 

MMnxysW=MnxysW(:,ELL); 

MMnxysTeta=MnxysTeta(:,[ELS ELL]); 

MMnxysMx=MnxysMx(:,ELR); 

MMnxysV=MnxysV(:,[ELS ELR]); 

MXYTOT=[MMnxysW MMnxysTeta MMnxysMx MMnxysV]; 

%FORMAREA MATRICEI FORTEI TAIETOARE "Qx" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA 

QQnxsW=QnxsW(:,ELL); 

QQnxsTeta=QnxsTeta(:,[ELS ELL]); 

QQnxsMx=QnxsMx(:,ELR); 

QQnxsV=QnxsV(:,[ELS ELR]); 

QXTOT=[QQnxsW QQnxsTeta QQnxsMx QQnxsV]; 

%FORMAREA MATRICEI FORTEI TAIETOARE "Qy" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA 

QQnysW=QnysW(:,ELL); 

QQnysTeta=QnysTeta(:,[ELS ELL]); 

QQnysMx=QnysMx(:,ELR); 

QQnysV=QnysV(:,[ELS ELR]); 

QYTOT=[QQnysW QQnysTeta QQnysMx QQnysV]; 

% CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENITE DIN SARCINA EXTERIOARA 

 for K=1:NI 

     r(K)=sqrt((XIN(K)-CSI)^2+(YIN(K)-ETA)^2); 

    %Calculul deplasarii provenita din forta concentrata 

    WintF(K)=F*r(K)^2*log(r(K))/(8*pi*D); 

    %Calculul momentului Mx provenit din forta concentrata 

    MxintF(K)=(-(1+GNU)*log(r(K))-(1-GNU)*(XIN(K)-CSI)^2/r(K)^2-(3*GNU+1)/2)*F/(4*pi); 

     %Calculul momentului My provenit din forta concentrata 

    MyintF(K)=(-(1+GNU)*log(r(K))-(1-GNU)*(YIN(K)-ETA)^2/r(K)^2-(3*GNU+1)/2)*F/(4*pi); 

     %Calculul momentului Mxy provenit din forta concentrata 
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    MxyintF(K)=-(1-GNU)*(XIN(K)-CSI)*(YIN(K)-ETA)/(4*pi*r(K)^2); 

     %Calculul fortei Qx provenit din forta concentrata 

     dx3g14(K)=((XIN(K)-CSI)^3+3*(XIN(K)-CSI)*(YIN(K)-ETA)^2)/(4*pi*D*r(K)^4); 

     dxy2g14(K)=((XIN(K)-CSI)^3-(XIN(K)-CSI)*(YIN(K)-ETA)^2)/(4*pi*D*r(K)^4); 

    QxintF(K)=-D*(dx3g14(K)+dxy2g14(K)); 

     %Calculul fortei Qy provenit din forta concentrata 

     dy3g14(K)=(3*(XIN(K)-CSI)^2*(YIN(K)-ETA)+(YIN(K)-ETA)^3)/(4*pi*D*r(K)^4); 

     dx2yg14(K)=-((XIN(K)-CSI)^2*(YIN(K)-ETA)-(YIN(K)-ETA)^3)/(4*pi*D*r(K)^4); 

    QyintF(K)=-D*(dy3g14(K)+dx2yg14(K)); 

 end 

    % CALCULUL SAGETII 'W' SI EFORTURILOR IN NODURILE INTERIOARE 

       % Calculul deplasarii verticale W 

   WINT=GGKJ*XX+WintF'; 

   for K=1:NI 

        disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Wint',K,XIN(K),YIN(K),WINT(K))) 

   end 

      % Calculul momentului'Mx' 

   MXINT=MXTOT*XX+MxintF'; 

   for K=1:NI 

       disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Mxint',K,XIN(K),YIN(K),MXINT(K))) 

   end 

    %  Calculul momentului'My' 

      MYINT=MYTOT*XX+MyintF'; 

   for K=1:NI 

       disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Myint',K,XIN(K),YIN(K),MYINT(K))) 

   end 

       % Calculul momentului'Mxy' 

      MXYINT=MXYTOT*XX+MxyintF'; 

   for K=1:NI 

       disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Mxyint',K,XIN(K),YIN(K),MXYINT(K))) 

   end 

       % Calculul fortei 'Qx' 

     QXINT=QXTOT*XX+QxintF'; 

   for K=1:NI 

       disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Qxint',K,XIN(K),YIN(K),QXINT(K))) 

   end 

       % Calculul fortei 'Qy' 

     QYINT=QYTOT*XX+QyintF'; 

   for K=1:NI 

       disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Qyint',K,XIN(K),YIN(K),QYINT(K))) 

   end 

COSDIR 

function [AL,C,S,XL,YL,rl]=cosdir(I,J,X,Y,XM,YM) 

% cosinusurile directoare ale elementului i 

    AX(I)=X(I+1)-X(I); 

    AY(I)=Y(I+1)-Y(I); 

    AL(I)=sqrt(AX(I)^2+AY(I)^2); 

    ANX(I)=AY(I)/AL(I); 

    ANY(I)=-AX(I)/AL(I); 

    % cosinusurile directoare ale elementului j 

    AX(J)=X(J+1)-X(J); 

    AY(J)=Y(J+1)-Y(J); 

    AL(J)=sqrt(AX(J)^2+AY(J)^2); 

    ANX(J)=AY(J)/AL(J); 

    ANY(J)=-AX(J)/AL(J); 
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    %determinarea cos(gamma), sin(gamma) 

    C=ANX(I)*ANX(J)+ANY(I)*ANY(J); 

    S=ANY(I)*ANX(J)-ANX(I)*ANY(J); 

    %determinarea coordonatelor nodului i: xil si yil in sistemul de 

    %coordonate locale ale elementului j 

    XL=(XM(I)-XM(J))*ANX(J)+(YM(I)-YM(J))*ANY(J); 

    YL=-(XM(I)-XM(J))*ANY(J)+(YM(I)-YM(J))*ANX(J); 

    rl=sqrt(XL^2+YL^2); 

    end 

 
AIJ 

%Calc. elem. AIJ (Momentul Mn in 'i' din saltul teta const. pe segm. 'j') 

function [AIJ]=AIJ(I,J,GNU,D,XL,AL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8) 

if I~=J 

    z1=((1+3*GNU)*XL^4*AI4+6*(1-GNU)*XL^2*AI5-(3+GNU)*AI6)*(1-GNU)*C^2/4/pi; 

    z2=(XL^4*AI4-6*XL^2*AI5+AI6)*(1-GNU)^2*S^2/4/pi; 

    z3=((1-3*GNU)*XL^3*AI7-(3-GNU)*XL*AI8)*2*C*S*(1-GNU)/2/pi; 

    AIJ=(z1+z2+z3)*D; 

else 

    AIJ=D*(1-GNU)*(3+GNU)/pi/AL(J); 

end 

. 

. 

. 
 
VIJ 

%Calc. elem. VIJ (Unghiul TETAn  in 'i' din saltul W const. pe segm. 'j') 

function [VIJ]=VIJ(GNU,XL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8) 

    z1=-C*((3-GNU)*XL^4*AI4-6*(1-GNU)*XL^2*AI5-(1+GNU)*AI6)/4/pi; 

    z2=-S*((1+GNU)*XL*AI8+(5-3*GNU)*XL^3*AI7)/2/pi; 

    VIJ=(z1+z2); 

end 

 
Wnif 

% Calculul sagetii Wi din o forta concentrata in punctul i 

function [Wnif]=Wnif(I,XM,YM,F,D) 

    Ri=sqrt(XM(I)^2+YM(I)^2); 

    Wnif=F*Ri^2*log(Ri)/8/pi/D; 

end 

 
 
TETAnif 

% Calculul momenului Mn in directia normalei la segmentul i din o forta 

% concentrata F in o placa infinita 
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%aici C=ANX(I); S=ANY(I) 

function [TETAnif]=TETAnif(I,X,Y,XM,YM,D,F) 

% cosinusurile directoare ale elementului i 

    AX(I)=X(I+1)-X(I); 

    AY(I)=Y(I+1)-Y(I); 

    AL(I)=sqrt(AX(I)^2+AY(I)^2); 

    ANX(I)=AY(I)/AL(I); 

    ANY(I)=-AX(I)/AL(I); 

    Ri=sqrt(XM(I)^2+YM(I)^2); 

    TETAxif=-(F*XM(I)*(2*log(Ri)+1))/8/pi/D; 

    TETAyif=-(F*YM(I)*(2*log(Ri)+1))/8/pi/D; 

    TETAnif=ANX(I)*TETAxif+ANY(I)*TETAyif; 

end 

 
Mnif 

% Calculul momenului Mn in directia normalei la segmentul i din o forta 

% concentrata F in o placa infinita 

%aici C=ANX(I); S=ANY(I) 

function [Mnif]=Mnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F) 

% cosinusurile directoare ale elementului i 

    AX(I)=X(I+1)-X(I); 

    AY(I)=Y(I+1)-Y(I); 

    AL(I)=sqrt(AX(I)^2+AY(I)^2); 

    ANX(I)=AY(I)/AL(I); 

    ANY(I)=-AX(I)/AL(I); 

    Ri=sqrt(XM(I)^2+YM(I)^2); 

    Mxif=-((1+GNU)*log(Ri)+(1-GNU)*XM(I)^2/Ri^2+(3*GNU+1)/2)*F/4/pi; 

    Myif=-((1+GNU)*log(Ri)+(1-GNU)*YM(I)^2/Ri^2+(3*GNU+1)/2)*F/4/pi; 

    Mxyif=-F*(1-GNU)*XM(I)*YM(I)/Ri^2/4/pi; 

    Mnif=ANX(I)^2*Mxif+ANY(I)^2*Myif+2*ANX(I)*ANY(I)*Mxyif; 

end 

 
Vnif 

% Calculul fortei generalizate Vn in directia normalei la segmentul i din o forta 

% concentrata F in o placa infinita 

%aici C=ANX(I); S=ANY(I) 

function [Vnif]=Vnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F) 

% cosinusurile directoare ale elementului i 

    AX(I)=X(I+1)-X(I); 

    AY(I)=Y(I+1)-Y(I); 

    AL(I)=sqrt(AX(I)^2+AY(I)^2); 

    ANX(I)=AY(I)/AL(I); 

    ANY(I)=-AX(I)/AL(I); 

    Ri=sqrt(XM(I)^2+YM(I)^2); 

    Vnif=-F*ANX(I)*XM(I)*((3-GNU)*XM(I)^2+(1+GNU)*YM(I)^2)/4/pi/Ri^4-F*ANY(I)*YM(I)*((3-

GNU)*YM(I)^2+(1+GNU)*XM(I)^2)/4/pi/Ri^4; 

end 
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I1 

function [I1]=I1(J,rl,AL,XL,YL) 

%pentru x=0; y=0 

if rl==0 

    I1=(AL(J)*(log(AL(J)^2/4) - 2))/2; 

    %pentru x=0; 

elseif XL==0 

    if YL==AL(J)/2 

        I1=((AL(J)/2 + YL)*(log((AL(J)/2 + YL)^2) - 2))/2; 

    elseif YL==-AL(J)/2 

        I1=((AL(J)/2 - YL)*(log((AL(J)/2 - YL)^2) - 2))/2; 

    elseif YL~=0 

       I1=((AL(J)/2 + YL)*(log((AL(J)/2 + YL)^2) - 2))/2 + ((AL(J)/2 - YL)*(log((AL(J)/2 - 

YL)^2) - 2))/2; 

    end 

    %pentru x.ne.0; y.ne.0 

else 

I1=log(((AL(J)/2 - YL)^2 + XL^2)^(1/2))*(AL(J)/2 - YL) - AL(J) + log((XL^2 + (AL(J)/2 + 

YL)^2)^(1/2))*(AL(J)/2 + YL) + XL*atan((AL(J)/2 + YL)/XL) + XL*atan((AL(J)/2 - YL)/XL); 

end 

. 

. 

. 
 
I29 

function [I29]=I29(J,rl,AL,XL,YL) 

%pentru x=0; y=0 

if rl==0 

    I29=-1024/(9*AL(J)^9); 

    %pentru x=0; 

elseif XL==0 

    if YL==AL(J)/2 

        I29=- 512/(9*(AL(J) + 2*YL)^9); 

    elseif YL==-AL(J)/2 

        I29=- 512/(9*(AL(J) - 2*YL)^9); 

    elseif YL~=0 

       I29=- 512/(9*(AL(J) - 2*YL)^9) - 512/(9*(AL(J) + 2*YL)^9); 

    end 

    %pentru x.ne.0; y.ne.0 

else 

    I29=((511*(AL(J)/2 - YL)^3)/(384*XL^4) + (385*(AL(J)/2 - YL)^5)/(384*XL^6) + (35*(AL(J)/2 - 

YL)^7)/(128*XL^8) + ((93*AL(J))/2 - 93*YL)/(128*XL^2))/((AL(J)/2 - YL)^8 + 4*XL^2*(AL(J)/2 - 

YL)^6 + 6*XL^4*(AL(J)/2 - YL)^4 + 4*XL^6*(AL(J)/2 - YL)^2 + XL^8) + (35*atan((AL(J)/2 - 

YL)/XL))/(128*XL^9) + (((93*AL(J))/2 + 93*YL)/(128*XL^2) + (511*(AL(J)/2 + YL)^3)/(384*XL^4) + 

(385*(AL(J)/2 + YL)^5)/(384*XL^6) + (35*(AL(J)/2 + YL)^7)/(128*XL^8))/(XL^8 + (AL(J)/2 + YL)^8 + 

4*XL^2*(AL(J)/2 + YL)^6 + 6*XL^4*(AL(J)/2 + YL)^4 + 4*XL^6*(AL(J)/2 + YL)^2) + (35*atan((AL(J)/2 

+ YL)/XL))/(128*XL^9); 

end 
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