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ADNOTARE

Galbinean Sergiu
Calculul placilor prin metoda elementelor de frontiera bazata pe solutii discontinue
Teza de doctor in stiinte tehnice
Chisinau, 2024
Structura tezei: este compusa din introducere, trei capitole, concluzii generale, recomandari,
bibliografie din 158 de titluri, 3 anexe, 120 de pagini de text de baza, 128 de figuri, 12 tabele.
Rezultatele obtinute sunt publicate in 8 lucrari stiintifice.
Cuvinte-cheie: plici, metoda elementelor de frontiera, solutii discontinue, functii Green.
Scopul lucrarii: consta in obtinerea si aplicarea solutiilor discontinue in metoda elementelor de
frontierd pentru calculul placilor plane.
Obiectivele cercetirii: obtinerea solutiilor discontinue la calculul placilor plane cu diferite
moduri de rezemare, incdrcari, defecte etc.; rezolvarea integralelor de frontiera; implementarea
numerica a solutiilor discontinue; elaborarea programelor de calcul; validarea aplicativa a metodei
propuse.
Noutatea si originalitatea stiintifica: MEFr bazata pe solutii discontinue reprezintd o abordare
noud n mecanica corpului solid. Utilizand solutiile discontinue pot fi rezolvate probleme pentru
care metodele existente nu au solutii sau o exactitate satisfacatoare, cum ar fi: placi de contur
arbitrar, prezenta defectelor, conditii mixte la frontiera, probleme de contact, domenii infinite etc.
Rezultatele obtinute care contribuie la solutionarea unei probleme stiintifice: constd in
elaborarea si implementarea numerica a solutiilor discontinue iIn MEFr, fapt ce a permis la
rezolvarea unui spectru larg de probleme ale incovoierii placilor plane.
Semnificatia teoreticd: MEFr bazata pe solutii discontinue permite de a rezolva nu doar probleme
ale placilor plane, dar poate fi aplicatd si pentru alte tipuri de elemente, cum ar fi: placi curbe, placi
in stare de tensiune sau deformatie plana, membrane, corpuri tridimensionale etc.
Valoarea aplicativa: Rezultatele obtinute cu ajutorul solutiilor discontinue au fost validate prin
compararea cu metodele analitice de calcul si cu MEF.
Implementarea rezultatelor stiintifice: Rezultatele cercetdrilor au fost aplicate in cadrul
proiectului de cercetare stiintifica cu titlul: ,,Calculul placilor prin metoda elementelor de frontiera

bazata pe solutii discontinue”. Director de proiect: Moraru Gh. Perioada de realizare: 2011-2014.



AHHOTAIUA

Cepreii I'an0uHsIH
Pacyer niMT METOAOM I'PAHUYHBIX JIEMEHTOB HAa OCHOBE Pa3pPhIBHBIX peLIeHH
JlokTopckas iuccepTranus M0 TEXHHYECKUM HAyKaM
Kumunes, 2024 r.
CTpyKTypa IHCCepTAMM: COCTOUT U3 BBEJIEHUS, TPEX IJ1aB, OOIMX BBIBOIOB, PEKOMEHALUH,
oubnuorpaduu u3 158 HanmenoBaHuil, 3 mpunoxkenuid, 120 cTpaHuI] OCHOBHOTO TekcTa, 128
pucyHkoB, 12 Tabnuu. [TonydeHnHble pe3ynbTaThl OMyOJINKOBaHBI B 8 HAYYHBIX CTAThSX.
KnueBble cji0oBa: IJIMTHI, METOJ TPAHUYHBIX 3JEMEHTOB, Pa3pbIBHbIE pelIeHHs, (YHKIUU
I'puna.
Ileab paGoThI: COCTOUT B IIOJIYUYEHUH U IPUMEHEHUH PA3PHIBHBIX PEIICHUN B METO1€ TPAHUYHBIX
AJIEMEHTOB JIJISl pacyeTa MIOCKUX IUINT.
3agauu MccaeN0BaHUsA: IOIYYCHHE Pa3pbIBHBIX PEIICHUM JUIA pacyeTa IUIOCKUX IUIACTUH C
pasIMYHBIMM crioco0aMH ONMpaHUsA, 3arpykeHus, JepeKkTamMu U T. [1.; pellieHHe TI'PaHUYHBIX
MHTETPAJIOB; YHCJICHHAS pealn3alusl pa3pbIBHBIX pEIICHUH; pa3paboTKa pacyeTHBIX MPOTrPaMM;
IIPaKTUYECKOE MTOATBEPKIACHUE ITPEMIOKEHHOTO METO1A.
HayuyHasi HOBOCTh M OPMIHHAJBHOCTB: MI'D Ha OCHOBE pa3pbIBHBIX PELIEHUI MPEACTABISAET
co00i1 HOBBIN MOAXOA B MexaHHKe TBEpAOro tena. C MOMOIBIO PAa3phIBHBIX PEIICHUN MOXKHO
pemiars 3ajadd, I KOTOPBIX CYINECTBYIOIIME METOABI HE HWMEIOT pPEIICHHH WU
yIOBJIETBOPUTEIHHON TOUHOCTH, TAKHE KaK: IJIUTHI IPOU3BOJIBHOIO KOHTYPA, HaJIU4YUe 1e(EeKTOB,
CMeIlIaHHbIE KpaeBbIe YCIOBHUS, KOHTAKTHBIE 33/1a4H, OECKOHEUHBIE 00JIACTH U T.1.
ITosrydyeHHbIe Ppe3ybTaTbl KOTOpPbIC CIIOCOOCTBYIOT PpelICHMI0O HAay4YHOH 3aJa4u:
3aKJII0YaloTCd B pa3paboTKe M YUCIEHHOW peaju3alMy pa3pbIBHBIX pemeHuit B MI'D, dro
MO3BOJIWJIO PELINTh IHUPOKHI CIIEKTp 3a7a4 N3ruoda MmioCKUX IUIaCTUH.
Teopernueckas 3HauMMOcTh: MI'D Ha OCHOBE Pa3pbIBHBIX PELIEHUI MO3BOJSET peulaTh HE
TOJIBKO 33JaYl IUIOCKHX IUIACTHH, HO TaKX€ MOXKET OBITh MPUMEHEHO W JISi JPYTUX THIIOB
9JIEMEHTOB, HamlpuMmep: OO0O0JIOUKH, IUIACTUHBI B IJIOCKOM HANpsDKEHUM MWIM Aedopmanuy,
MeMOpaHbl, TpEXMEpHBIE Tea U T.[.
Ilpuknaanoe 3HaveHue: Pe3ynbTarhl, MOJYYEHHBIE C TOMOIIBIO Pa3PbIBHBIX PEIICHUH,
MOJITBEPKJICHBI CPABHEHUEM C aHAIIMTUYECKUMU MeTofamu pacuera 1 MKO.
BHeapeHue Hay4HBIX pe3yJbTAaTOB: Pe3ynbTaThl HccieoBaHUI ObLIIM NPUMEHEHB! B HAYYHO-
HCCJIEIOBATEIBCKOM IPOEKTe: «Pacuer MIUT METOJOM TIpPaHUYHBIX 3JIEMEHTOB Ha OCHOBE

pa3pbIBHBIX perieHui». PykoBoaurens npoekra: Mopapy I'. Cpok peanuzauuun: 2011-2014 1.



ANNOTATION

Sergiu Galbinean
Plate analysis with boundary element method based on discontinuous solutions
Doctoral thesis in technical sciences
Chisinau, 2024
Structure of the thesis: it is composed of introduction, three chapters, general conclusions,
recommendations, bibliography of 158 titles, 3 annexes, 120 pages of basic text, 128 figures, 12
tables. The obtained results are published in 8 scientific papers.
Keywords: plate, boundary element method, discontinuous solutions, Green's functions.
The purpose of the work: consists in obtaining and applying discontinuous solutions in the
boundary element method for plate analysis.
Research objectives: to obtain discontinuous solutions for the analysis of plates with different
support modes; loads, deffects etc.; to solve boundary integrals; the numerical implementation of
discontinuous solutions; the development of calculation programs; practical validation of the
proposed method.
Scientific novelty and originality: BEM based on discontinuous solutions represents a new
approach in mechanics of solid body. Using the discontinuous solutions, we can solve such
problems for which the existing methods do not have solutions or a satisfactory accuracy, such as:
plates of arbitrary shape, presence of defects, mixed boundary conditions, contact problems,
infinite domains etc.
The obtained results that contribute to the solution of a scientific problem: consists in the
development and numerical implementation of discontinuous solutions in BEM, that allowed to
solve a large spectrum of plate bending problems.
Theoretical significance: BEM based on discontinuous solutions can solve not only plate bending
problems, but can also be applied to other types of elements, such as: curved plates, plates in plane
state of tension or deformation, membranes, three-dimensional bodies etc.
Applicative value: The obtained result using discontinuous solutions were validated by
comparing with analytical methods and FEM.
Implementation of the scientific results: The research results were applied in the scientific
research project with the title: "Plate analysis with boundary element method based on

discontinuous solutions". Project manager: Moraru Gh. Implementation period: 2011-2014.
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INTRODUCERE

Actualitatea si importanta problemei abordate

Placile sunt elemente importante ale diferitor structuri de rezistenta. Aceste elemente se
regdsesc In constructiile civile, In constructiile navale, constructii de aeronave etc.

Desi teoria de calcul are o istorie de peste 200 de ani, pana in prezent nu exista metode
care ar rezolva toate tipurile de probleme intalnite ale incovoierii placilor. Unele solutii pentru
placi dreptunghiulare si circulare sunt prezentate in serii Fourier slab convergente [124, 156], insa
acestea nu pot fi utilizate pentru toate modurile de rezemare si cazurile de incdrcare. Odata cu
dezvoltarea tehnicii computationale au fost elaborate metode numerice de calcul. Cele mai
raspandite sunt: Metoda Diferentelor Finite (MDF), Metoda Elementelor Finite (MEF) [90, 136]
si Metoda Elementelor de Frontiera (MEFr) [2-8, 10, 13-16, 23, 24, 49, 61-64, 74] .

In ultimul timp este larg raspanditi metoda elementelor finite. Cel mai mare dezavantaj al
calculului placilor prin MEF consta in utilizarea problematica a elementelor finite cu un numar
sporit de grade de libertate in noduri, care ar putea satisface toate conditiile la limita posibile. S-a
constatat ca majoritatea programelor MEF nu contin elemente finite de placd cu un numar mai
mare de trei grade de libertate in nod. Daca sunt utilizate elemente de placi curbe, numarul de
grade de libertate se majoreaza pand la sase, Insd nu contin toti parametrii necesari pentru a
satisface toate conditiile de frontiera. De regula, MEF conduce la rezolvarea unui sistem masiv de
ecuatii liniare, ce necesitd mult timp, memorie interna si spatiu de stocare a datelor in calculator
pentru rezolvarea lor. Totodatd, MEF este ineficienta: la calculul placilor cu condifii mixte la
limita, a problemelor ce prezintd concentrari de tensiuni, defecte, probleme de contact etc.
Problemele sunt actuale si la moment nu au solutii satisfacatoare.
de calcul, eficacitate, precizie si cheltuieli minime ale resurselor calculatorului.

Scopul tezei
Scopul studiului efectuat in aceastd lucrare constd in obtinerea si aplicarea solutiilor
discontinue in metoda elementelor de frontiera pentru calculul placilor plane.
Obiectivele cercetarii
Pentru atingerea scopului propus a fost necesar de a indeplini urmatoarele obiective:
— obtinerea solutiilor discontinue la calculul placilor plane cu diferite moduri de
rezemare, incarcari, defecte etc., atit in interpretarea clasica, cat si tindnd seama
de deformatiile din forfecare (teoria Reissner);

— rezolvarea integralelor de frontiera si tratarea singularitatilor acestora;
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— implementarea numerica a solutiilor discontinue;
— elaborarea programelor de calcul pentru a rezolva problemele ce se regasesc in
practica de proiectare curentd,
— validarea rezultatelor obtinute prin MEFr.
Ipoteza de cercetare
Solutiile prezentate in aceastd lucrare au fost construite pornind de la ipotezele teoriei
clasice a placilor si teoria ce tine cont de deformatiile transversale de forfecare (Teoria Reissner).
Sinteza metodologiei de cercetare si justificarea metodelor de cercetare alese
Problemele de incovoiere ale placilor plane, abordate in aceasta lucrare, au fost analizate
folosind metoda indirectd a elementelor de frontiera. Aceasta metoda numerica, relativ noua,
poate fi aplicata la rezolvarea unui sir de probleme, pentru care metodele numerice si analitice
existente nu au solutii sau nu oferd o exactitate satisfacitoare. In MEFr discretizirii este supus
doar conturul placii, iar acest lucru conduce la reducerea dimensiunii sistemului global de ecuatii
fatd de celelalte metode numerice, totodatd MEFr conferd o exactitate mai buna, solutiile fiind
continue in interiorul domeniului si numerice la conturul placii.
Aprobarea rezultatelor cercetarilor.

Rezultatele cercetarilor au fost aplicate in cadrul proiectului de cercetare stiintifica cu titlul: ,,Calculul
placilor prin metoda elementelor de frontierda bazatd pe solutii discontinue”. Director de proiect: Moraru
Gh. Perioada de realizare: 2011-2014. Deasemenea, rezultatele au fost expuse in 9 lucrari stiintifice:
e reviste din Registrul National al revistelor de profil

— Galbinean, S. Calculation errors of the plates using finite element method. In: Meridian
Ingineresc. 2013, nr. 2, pp. 64-66. ISSN 1683-853X.

— Galbinean, S. Solutii discontinue pentru calculul placilor in teoria clasica. In: Akademos.
2018, vol.1, nr. 48, pp 31-35. ISSN 1857-0461.

— Galbinean, S. Application of discontinuous solutions in Boundary Element Method for the
bending problems of Kirchhoff plates with an arbitrary contour. In: Journal of Engineering
Science, vol. 30, nr.2, UTM, 2023, pp.23-33. ISSN 2587-3474 .

e conferinte nationale

— Galbinean, S. Calculul placilor consolidate pe contur cu grinzi. In: Tezele Conferintei
tehnico-stiintifice ale studentilor si doctoranzilor UTM, Vol. I, Chiginau, 2011, p.391-394.
ISBN 978-9975-45-208-3.

— Galbinean, S. Elaborarea programului de calcul al placii simplu rezemate pe doud laturi
opuse folosind seriile Levy. In: tezele Conferintei tehnico-stiintifice ale studentilor si

doctoranzilor UTM, Vol. I, Chisinau, 2011, p. 395-398. ISBN 978-9975-45-208-3.
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— Galbinean, S. Metode numerice de calcul a placilor. In: tezele Conferintei tehnico-
stiintifice ale studentilor si doctoranzilor UTM, Vol. II, Chisinau, 2012, p.107-110. ISBN
978-9975-45-251-9.

— Galbinean, S. Calculul pldcilor prin metoda elementelor de frontiera bazatd pe solutii
discontinue. In: tezele Conferintei tehnico-stiintifice ale studentilor si doctoranzilor UTM,
Vol. II, Chisinau, 2013, p. 407-411. ISBN 978-9975-45-312-7.

— Galbinean, S. Implimentarea numerica a metodei elementelor de frontiera. In: tezele
Conferintei jubiliare tehnico-stiintifice jubiliare a colaboratorilor, doctoranzilor si
studentilor consacrata celei de-a 50-a aniversare a UTM, Vol. II, Chisindu, 2014, p.202-
205. ISBN 978-9975-45-382-0.

e conferinte internationale

— Galbinean, S. Discontinuous solutions in BEM for plate analysis in Reissner-Mindlin
theory. In: International Azerbaijan Academic Research Congress, 2022, p.751-758. ISBN
978-605-71461-7-5.

Sumarul compartimentelor tezei

Capitolul 1. ,,Ecuatiile de baza pentru placi utilizand teoria clasica si teoria lui
Reissner” prezinta evolutia teoriilor si metodelor de calcul de la aparitia primelor formulari
matematice si pana in prezent. Sunt enumerate cele mai importante publicatii stiingifice de-a
lungul timpului care au contribuit la dezvoltarea tehnicii de calcul. Tot in acest capitol este
descrisa teoria clasica a placilor si teoria, care tine cont de deformatiile din forfecare.

Capitolul 2. ,,Metode numerice de calcul” include cele mai utilizate metode numerice de
calcul a placilor la momentul actual, si anume: Metoda elementelor finite (MEF), Metoda
elementelor de frontierda (MEFr) in formularea directd si cea indirectd. Sunt prezentate
principalele avantaje si dezavantaje ale metodelor numerice enumerate mai sus.

Capitolul 3. ,,Solutii discontinue pentru pléici”. In acest capitol se propune spre cercetare

o noud directie in metoda indirectd a elementelor de frontiera bazata pe solutii discontinue. Aceste
solutii au fost aplicate la rezolvarea mai multor probleme de incovoiere a placilor: contur arbitrar,
diferite moduri de rezemare, diferite tipuri de incarcari, defecte etc. Pentru a demonstra
veridicitatea §i corectitudinea metodei propuse, a fost elaborat un program de calcul scris in
limbajul Matlab, cu ajutorul caruia au fost calculate deplasarile si eforturile in placi pentru
problemele mentionate mai sus. Rezultatele obtinute au fost comparate cu MEF si cu cele

analitice.
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1. ECUATIILE DE BAZA PENTRU PLACI CONFORM TEORIEI
CLASICE SI A TEORIEI LUI REISSNER

1.1. Dezvoltarea teoriei de calcul a placilor

Din cele mai vechi timpuri oamenii utilizau placile la constructia cladirilor, podurilor,
monumentelor etc. Dimensiunile, capacitatea portantd a placilor si tehnicile de executie erau
obtinute din practica si transmise din generatie in generatie, pe cand inginerii din zilele noastre
utilizeaza diferite metode demonstrate stiintific.

Dezvoltarea mecanicii structurilor a dat un imbold pentru rezolvarea unui sir de probleme
statice, inclusiv si pentru dezvoltarea teoriei de calcul a placilor.

Primele formulari matematice pentru calculul placilor au fost introduse de Euler in anul
1776, care a rezolvat un sir de probleme legate de oscilatiile libere ale placilor de forma
dreptunghiulard, triunghiulard si circulard, echivaland placa cu un sistem de fire, reciproc
perpendiculare [29]. Mai tarziu, Bernoulli a inlocuit firele cu un sistem de bare [9], care poseda
rigiditate la incovoiere.

Un aport considerabil la calculul oscilatiilor libere ale placilor a fost adus de catre fizicianul
german Chladni, care a efectuat diferite experimente pe placi metalice vibrante [20] si a reusit sa
determine frecventele corespunzatoare acestor forme de oscilatii.

In 1811, matematicianul francez Germain a fost prima femeie care a obtinut ecuatia
diferentiala a suprafetei mediane a placii, Tnsa 1n aceastd ecuatie lipsea termenul de torsiune [44].
Putin mai tarziu, in 1813, Lagrange a completat ecuatia introducand termenul lipsa, astfel, el a
devenit prima persoana care a prezentat intr-o forma completa ecuatia generala a placii [73].

Cauchy [19] si Poisson [100] au fost primii savanti care au formulat problema Tncovoierii
placilor reiesind din ecuatiile generale ale teoriei elasticitatii. Astfel, ei au obtinut ecuatia
diferentiala pentru deplasarea verticald w (sdgeatd), care este analogicd cu cea formulatd de
Germain-Lagrange. In 1829, Poisson a rezolvat problema incovoierii placii sub actiunea sarcinilor
statice, totusi, in aceste solutii rigiditatea cilindricd D era inlocuitd cu o constantd. Deasemenea, el
a propus ca pe conturul placii sa fie prescrise cate trei conditii la limita, iar acest lucru a condus la
multe dispute, Intrucat numarul lor era in contradictie cu gradul ecuatiei diferentiale, care permite
de a satisface doar doua conditii.

Mai tarziu, Navier [98] a introdus in ecuatia suprafetei mediane a pldcii, rigiditatea
cilindrica D = Er’ /[12(1-v?)]. De asemenea, el a elaborat metoda de calcul a incovoierii placilor,

transformand ecuatia diferentiala n expresii algebrice sub forma de serii trigonometrice Fourier.
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Cu toate acestea, fondatorul teoriei clasice este considerat Kirchhoff, care in anul 1850 a
publicat o lucrare importanta despre teoria placilor subtiri [69]. In aceasta lucrare, Kirchhoff a
formulat doua ipoteze fundamentale, care actualmente sunt acceptate pe larg in teoria incovoierii
placilor si sunt cunoscute ca ,,Ipotezele lui Kirchhoff”. Dupa ce a propus aceste ipoteze Kirchhoff
a redus problema tridimensionald a teoriei elasticitdtii intr-o problemd bidimensionald. De
asemenea, el a accentuat faptul ca pe conturul placii pot fi prescrise doar doua conditii la limita si
nu trei, cum enuntase anterior Navier. Acest lucru a fost posibil prin inlocuirea momentului de
torsiune la frontiera placii cu un cuplu de forte, iar acestea, la rindul lor au fost addugate la forta
taietoare, astfel obtinindu-se forta taietoare generalizati. In consecinti, toate conditiile la limita
pot fi prezentate ca functie de sdgeata si derivatele ei in raport cu x sau y.

Alte contributii semnificative ale lui Kirchhoff constau in obtinerea ecuatiei frecventei
placilor si introducerea metodei deplasarilor virtuale [70]. Teoria lui Kirchhoff a pus baza fizica a
teoriei incovoierii placilor si a facilitat utilizarea ei pe scara larga in practicd. Din aceste motive,
in multe surse, teoria clasica este asociata cu numele sau.

Lucrarea lui Kirchhoff a fost tradusa de Clebsh [21], in care se gasesc multe comentarii
valoroase ale lui Saint-Venant: cea mai semnificativa fiind dezvoltarea ecuatiei diferentiale a
placilor subtiri ca actiune combinata a incovoierii si a intinderii. De asemenea, el a constatat faptul
ca seriile propuse de Cauchy si Poisson, de regula, sunt divergente.

La sfarsitul sec. XIX, Levy [76] a obtinut solutiile sub formd de serii trigonometrice
Fourier pentru placa dreptunghiulard avand doua laturi opuse simplu rezemate, iar celelalte doua
arbitrare.

La sfarsitul sec. XIX si inceputul sec. XX, industria navala a cunoscut o ascensiune rapida,
datorita inlocuirii lemnului cu otelul. Aceasta schimbare a constituit un avantaj pentru dezvoltarea
mai multor teorii si metode de calcul ale placilor, in mare parte, de catre savantii rusi, fiind primii
care au inlocuit metodele ,,antice” cu teorii matematice solide, in special, Krylov [71] si studentul
sau Bubnov [137, 138]. Bubnov a elaborat o metoda noua de integrare a ecuatiilor diferentiale ale
teoriei elasticitatii §i a prezentat sub formad de tabele valorile sdgetii si ale momentului de
incovoiere in anumite puncte caracteristice pentru placi de diferite forme, incarcari si moduri de
rezemare.

Mai tarziu, Galerkin a dezvoltat aceasta teorie si a aplicat-o la calculul placilor a caror
contur nu poate fi descris cu ajutorul functiilor matematice. Galerkin a prezentat in monografia sa
[140] un sir de probleme ale Incovoierii placilor de contur arbitrar.

Timoshenko a avut un aport semnificativ la dezvoltarea teoriilor de calcul ale placilor

[122]. Printre numeroasele sale contributii se numara solutiile pentru placile circulare, ludnd in
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consideratie deplasdrile mari. Deasemenea, el a rezolvat si un sir de probleme ale stabilitatii
elastice a placilor subtiri. Timoshenko si Woinowsky-Krieger au publicat impreuna o monografie
[123], considerata fundamentala, care reprezintd o analiza profunda pentru o varietate de probleme
ale Incovoierii placilor.

Cercetari si aplicatii importante in domeniul teoriei placilor au fost efectuate de oameni de
stiintd precum Hencky, Huber, von Karman, Nadai, Foppl.

Hencky [51] a avut o contributie considerabila la teoria placilor cu deformatii mari si la
teoria generala a stabilitatii elastice ale placilor subtiri. Nadai [97] a efectuat cercetari teoretice si
experimentale pentru a verifica corectitudinea si exactitatea teoriei lui Kirchhoff. El a tratat diferite
tipuri de singularitati in placi provenite de la forte concentrate, efectele punctelor de colt etc.
Ecuatiile generale pentru placile foarte subtiri (membrane) au fost simplificate de catre Foppl [33]
care a folosit functia de tensiune ce actioneaza in planul median al placii. Forma finala a ecuatiei
diferentiale a teoriei placilor cu deformatii mari, a fost obtinuta de cédtre von Karman [60]. De
asemenea, el a cercetat comportarea postflambaj a placilor.

Huber [52] a elaborat o teorie aproximativa ale placilor ortotrope si a rezolvat problemele
placilor: supuse unor sarcini distribuite neuniform si de momente marginale. Bazele teoriei
generale ale placilor anizotrope au fost elaborate de Gehring [42] si Boussinesq [12]. Lekhnitskii
[146] a avut o contributie esentiala la dezvoltarea calculului liniar i neliniar a placilor anizotrope.

Dezvoltarea industriei aeronautice moderne a dat un impuls puternic pentru cercetari
analitice suplimentare si mai exacte ale placilor. Placile solicitate de forte in plan, comportarea
postflambaj, probleme de oscilatii si placile rigide au fost studiate de multi savanti si ingineri [68,
139, 141, 155].

Cea mai importanta ipoteza a teoriei clasice presupune ca normala la suprafata mediana
raméne normali si plana dupa deformare. Intrucét teoria neglijeaza deformatiile provenite din forta
taietoare, pentru placile de grosimi relativ mari acest lucru poate conduce la erori considerabile.
Pentru a elimina neajunsurile sus mentionate ale teoriei clasice, Reissner si Midlin au elaborat
doua teorii diferite pentru placile moderat groase. Teoria elaborata de catre Reissner [104-106]
include efectele deformatiilor provenite din forta taietoare si tensiunea normald. Conform teoriei
sale, in loc de doua trebuie satisfacute trei conditii la limitd. Din aceste trei conditii, una implica
sdgeata si celelalte doud reprezinta deformatia de rotire a normalei si respectiv, a tangentei.

Tendinta actuala [125] in dezvoltarea teoriilor placilor este strans legata de aparitia
calculatoarelor performante, care a condus la aparitia metodelor numerice de calcul asa cum sunt:
Metoda Elementelor Finite (MEF) [90, 136] si Metoda Elementelor de Frontiera (MEFr) [2-8, 10,
13-16, 23, 24, 49, 61-64, 74] care sunt descrise mai detaliat in capitolul 2 al lucrarii.
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1.2. Teoria clasica a placilor

In teoria clasica a placilor, in afara ipotezelor fundamentale folosite in mecanica solidului
deformabil se introduc ipoteze suplimentare [87, 126] specifice placilor:

1. Planul median al placii nu suferd deformatii de intindere, compresiune sau lunecare.
Acesta se considera neutru, analogic cu axa din teoria barelor. Din aceasta ipoteza rezultd ca in

punctele planului median al placii, deplasarile in directia axelor OX si OY sunt nule.
u(x,y,0) = 0; v(x,,0) = 0;

2. Similar ipotezei sectiunii plane a lui Bernoulli pentru bare, se aplica asa-numita ipoteza
cinematicd a lui Kirchhoff [70]: segmentul rectiliniu normal la suprafata mediand inainte de
deformare rdmane rectiliniu si normal la suprafata deformata a planului median §i nu-si schimba
lungimea (Fig. 1.1.). Din aceasta ipoteza deriva doud rezultate. Primul — unghiurile drepte dintre
normala pe suprafata si axele OX si OY raman drepte si dupa deformatie, de unde rezulta ca:

a) deformatiile de alunecare in planul OZX si OZY :

ou ow ov  ow
Vo=t o= 0; 7y =t =0
0z Ox ¥ 0z Oy
b) ca urmare tensiunile tangentiale:
sz:G')/ZXZO; szzG'}/zyZO

Al doilea — permite ca 1n analiza deformatiilor placii sa fie studiate numai deplasarile
punctelor suprafetei mediane. Intr-adevir, din motivul ci deplasirile tuturor punctelor de pe
normala la suprafata mediana sunt constante si egale cu deplasarile w ale punctului corespunzator

din suprafata mediana rezulta:

8 g —
4

0 si w(x,y,z)=w(x,y,0).

3. Ipoteza statica: tensiunile ce actioneaza in directia normalei la suprafata mediana o, pot
fi neglijate. Adica se neglijeaza interactiunile straturilor placii paralele cu suprafata mediana.

Aceasta corespunde unei stari plane de tensiuni:

1 1
SXIE(O'X—VG))); 5y=E(0y—v0x);

De mentionat faptul cd in Teoria Elasticitatii [87, 152, 153], prin utilizarea ecuatiilor

19



diferentiale de echilibru ce corespunde problemei spatiale rezultd ca tensiunea o: are valori foarte
mici, de ordinul 1% din valoarea celorlalte tensiuni, ceea ce justificd neglijarea ei. In aceasta ordine
de idei se admite ca ele exista, dar se vor omite din motivul cd ele ar complica aparatul matematic

de calcul. Prin urmare, aceasta supozitie poate fi considerata o ipoteza simplificatoare matematica.

1.2.1. Deplasari si deformatii in placile subtiri la incovoiere

Se considerd o sectiune a placii paraleld la planul XOY. Fie C —un punct arbitrar ce apartine
acestei sectiuni, iar AB — normala catre planul median, care trece prin punctul C. Pozitia acestui
punct pe aceasta suprafata dupa deformatie va fi definita prin deplasarile u (in directia axei x), w
(in directia axei z) si a unghiurilor de rotire a normalei ¢ . Pozitiile punctului C in starea

nedeformata si deformata sunt date in Fig. 1.1.

A

6
o

Fig. 1.1. Deplasarea orizontala u si verticala w a punctului C de pe normala

Dacai se va tine seama de sensul geometric al primei derivatei, se poate scrie:

tan _8_w
¢ ox

Din triunghiul dreptunghic C’D’M” (Fig. 1.3.) rezulta:

u:—zsin(p:—ztango:—za—w. (1.1)
Ox

Aici sin @ = tan @ in baza ipotezei deplasarilor si unghiurilor mici. De asemenea, daca

se considera o sectiune paraleld la planul YOZ, se obtine:
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. ow
v=—zsinag =—ztanq =—z—. (1.2)
oy
Se observa ca expresiile deplasarilor u si v depind liniar de variabila z, prin urmare, acestea
sunt functii necunoscute de doud coordonate din planul placii.
Daca se vor considera ecuatiile de legaturd dintre deformatii si deplasari (ecuatiile

geometrice ale lui Cauchy), se obtin relatiile pentru deformatii, exprimate in functie de sigeata:

_Ou__ 0w,
toox o’
2
gy=@=—za—vf; (1.3)
y y
ou Oov o*w
V., =—+—=-2z ;
Y0y oOx Ox0Oy

¢.=0; 7. =7, =0 —conform ipotezei a doua,

ow oOu oOw Ow
7);2 :_+_:___:0
Ox 0Oz Ox Ox

ov ow ow ow

Sy oWy
"%y oy o

Prin urmare, deformatiile, ca si deplasarile, sunt functii liniare in raport cu variabila z si

functii necunoscute de doud coordonate din planul placii.

1.2.2. Tensiuni in plicile subtiri la incovoiere
Relatiile dintre deformatii si tensiuni (ecuatiile constitutive ale lui Hooke) pentru

problema plana [90]:

&, =—|:G —V(O'y +0'z)] I—(O'x +v0y)
&, :%(ayﬂ/o;) (1.4)

In continuare, pentru comoditate, se va utiliza forma inversa a acestor ecuatii. Se obtine:
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E E o*w o*w
o, = 2(gx+vgy):— =z —+V—
I-v l-v ox oy
E E o*w o*w
o = & +ve |J=— z +v 1.5
y I_VZ( y X) 1_V2 (ayZ aXZ} ( )
E o’w
T, = G-]/xy = Vg == z
2(1+v) (1+v) oxoy

Din relatiile (1.5) reiese ca distribuirea tensiunilor gy, g, $i Ty, pe grosimea placii este
liniara. Conform ipotezelor de calcul, tensiunile gy, Ty, §i Ty, sunt nule. In realitate, ele nu pot fi
nule, intrucat nu se va realiza echilibrul in placa.

In scopul determinirii acestor tensiuni se vor utiliza ecuatiile de echilibru ale unui element
de placa, nu inainte de a introduce Inca o ipoteza: intrucat grosimea placii este mica in raport cu

dimensiunile ei din plan, se considera ca fortele volumice pot fi substituite cu forte de suprafata,
astfel Z = 0. S-a stabilit ci fortele din planul placii, adica X si 7’ de asemenea, sunt nule.

Se considera ecuatia diferentiala de echilibru:

oo, 0t, Or E o'w o'w _E . O'w +81
(1+v) oxdy> oz ’

+ +—E = —— 7| —+V - =
ox oy Oz l-v ox ox0y

din cauza ca t,, = 0, nu verifica ecuatia de mai sus. In continuare se va obtine acea marime a lui

T, care ar satisface aceasta ecuatie:

or, Oo, Or, E (o'w 0Ow E 0o'w
= ' = z +v + z =
0z ox oy 1-v* o oxoy® ) 1+v  oxoy°

E ow E ow/( v E (&'w o'w
=Z 2 3 + 3 + 1 =z B 3 + 2 |
l1-v- ox° 1+voxoy \1-v l-v- ox” oxoy
Prin integrarea ambelor parti ale acestei ecuatii in raport cu variabila z, se obtine:

E (o'w 0w )z E 0 z?
= + —+f(x,y) |= —Aw| —+ £ (x,») |,
e TR (8x3 oxoy’ j( 2 S y)J 1-v? ox W[ 2 S y)J

2 2
unde A =—+— reprezinta operatorul Laplace.
ox~ 0oy

Functia necunoscuta f(x,y) se determina din conditiile la limita pe suprafetele placii: pe

fetele superioard si interioard z = +h/2, tensiunile tangentiale 7,, = 0 (conform definitiei de
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incovoiere a placii). Substituind in relatia pentru t,, variabila z prin z = +h/2 si egaland-o cu

zero, se obtine:

E 0 )
Tl z_mam(h /8+ f(x,)) =0,

de unde f(x,y)=-h"/8.

Astfel, se va stabili formula pentru tensiunea tangentiala t,,, care anterior era considerata
nula:

2
rxzz—iz h——22 iAw. (1.6)
2(1-vH) 4 ox

Se observa ca tensiunea t,, este functie patrata de variabila z si functie necunoscuta de
coordonatele din planul placii.
In mod analogic, daci se verificd a doua ecuatie diferentiald de echilibru, se obtine relatia

pentru tensiunea tangentiald .,

2
r,zz—Lz Lyl Ky (1.7)
2(1-v)\ 4

Formulele (1.5)-(1.7) permit construirea diagramelor de distribuire a tensiunilor pe
grosimea placii (Fig. 1.2.).

In teoria incovoierii plicilor se admite urmatoarea reguld a semnelor: tensiunile normale
sunt pozitive cand produc intindere, iar negative — cand produc comprimare. Pentru tensiunile
tangentiale, daca normala exterioard a sectiunii este de acelasi sens cu axele de referinta, atunci
directia pozitiva a tensiunilor are acelasi sens cu axa de coordonate corespunzitoare. in Fig. 1.2.
directiile pozitive ale tensiunilor in sectiunile respective sunt aratate pentru cazul cand variabila z

este 0 marime pozitiva.
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Fig. 1.2. Variatia tensiunilor dupa grosimea placii

Din diagramele Fig.1.2. se observa caracterul de distribuire a tensiunilor in sectiunile

respective: tensiunile gy, gy, Ty, variaza pe grosime liniar, fiind nule in planul median, iar 7, si

T,,— dupd o parabola, avand valoarea maxima in planul median.

A treia ecuatie de echilibru oferd posibilitatea de a determina tensiunea normala o,

oo, 0 E (B ,)o 0 E (B ,)o
|| ——Z |—AW|——| ———| —=Z* | =AW |=
oz Ox 2(1—1/2) 4 Ox oy 2(1—\/2) 4 oy

E h? 0* & E h?
e

~—
AN

o :%A(Aw)[;z—%}tf(x,y). (1.8)

Functia f{x,z) se determina utilizand conditiile pentru suprafetele placiiz =-h/2 siz = +h/2:
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o-z :|z=—h/2: _p('x’ y)’ Gz :|z=h/2: O (19)

Daca se considera relatiile (1.8) si (1.9), se obtin doua ecuatii:

E non EI'
. |enn= MA(AW)(ngﬁJ +f(x )= —MA(AW) +/(x,y)==p(x,y);
EI'
O, |.pn mA(Aw)Jrf(x,y) =0,

din care rezulta ca:

__px))
f(xay)_ 2 .

Astfel, relatia pentru tensiunile normale o, se scrie:

__E (B 2 _p(x)
GZ_—Z(I—Vz)(“-Z 3]A(Aw) - (1.10)

Diagrama tensiunilor normale o, pe grosimea placii este ilustrata in Fig.1.3.

p(r.y)

AT

p/Z p/2 p/2

o 7(;0/222 @ gg“““?’““g

Hh\HHvHH

(. y)

Fig. 1.3. Variatia tensiunilor o, pe grosimea placii
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1.2.3. Ecuatia diferentiala a suprafetei mediane deformate a placii plane

Daca se va considera relatia (1.10) si de conditiile pe suprafata placii z = 4/2, se obtine:

9

ER’ p(x,y)
= Aaw) -2
l2><2(1—v2) (4w) 2

sau

A(M):@. (1.11)

Relatia (1.11) este cunoscuta ca ecuatie diferentiald a suprafetei mediane a placii plane

subfiri, numita si ecuatia generala a Incovoierii placilor plane. In forma desfasuratd ea se va scrie:

o'w o'w  o'w _ p(x,v) .

+2 + 1.12
ox* ox’oy’ o' D (1.12)

Aceastad ecuatie este consideratd guvernantd, Intrucat daca se poate preciza asa o functie
w(x,y) pentru suprafata mediana deformata, care satisface atat ecuatia diferentiald de echilibru
(1.12), cat si conditiile de pe conturul placii, atunci starea de tensiuni, deformatii si deplasari in
fiecare punct al pldcii este rezolvata. Aceasta mai este numitd ecuatia lui Sophie Germain [44].

Introducerea celor trei ipoteze simplificatoare enuntate mai sus, permite reducerea
problemei spatiale, la determinarea unei singure functii de doua variabile independente; altfel zis,

problema tridimensionala a fost redusa la o problema bidimensionala.

1.2.4. Eforturile interne in placa deformata

In studiul placilor, ca si la incovoierea barelor, se propune ca problema determinirii
tensiunilor sa fie inlocuitd prin determinarea caracteristicilor integrale ale starii de tensiuni —
eforturile interne.

Se considera o sectiune pland a placii deformate, datd de normala x. La distanta z de la
planul median va fi cercetat un element de sectiune, cu inaltimea dz si avand lungime unitara
(Fig.1.4.). Deoarece inaltimea elementului este foarte mica, se poate considera ca distribuirea
tensiunilor pe Tndlfimea lui este uniforma.

Rezultatele tensiunilor pe acest element se vor calcula din ecuatiile de proiectii pe axele x,
¥ §i z respectiv:

o 1-dz; r -1-dz; T 1-dz.

yx zx
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Fig. 1.4. Eforturi in placa

Prin integrarea dupa variabila z in intervalul (-4/2; +h/2) se obtin proiectiile vectorului
principal ale eforturilor interne, ce actioneaza pe suprafata cu latimea unitara.

Se considerd un element de indl{imea / decupat dintr-o placa plana de lungime unitara in
directia axelor x si y. Pe suprafata z = 4/2 a placii actioneaza sarcina distribuita de intensitate p(x,y)
(Fig. 1.4.). Se vor determina componentele eforturilor sectionale, la care se reduc tensiunile ce
actioneaza In punctele fetelor laterale zy si zx date, respectiv, de normalele x si y. Va fi cercetata
mai Intai fata laterald cu normala x.

Se va nota prin Ny — forta normala in directia axei OX, ca rezultantd a tensiunilor normale
oy cu Sx s1 cu Ox — fortele de forfecare, orientate pe OY si OZ, reprezentand rezultantele tensiunilor
tangentiale Ty, §i 7,,,.

In mod analogic, fortele Ny, Sy si Oy vor fi considerate rezultante ale tensiunilor de pe fata
laterald cu normala y. In Fig. 1.5. sunt indicate directiile pozitive ale acestor forte in corespundere
cu directiile pozitive ale tensiunilor. Intrucat forta exterioara este aplicati vertical, componentele

fortelor din planul OXY sunt nule: Nx=Sx =N, =S,=0. Fortele O« si Oy se determind din relatiile:

0 = hjzf dZ=—Li hj.z h—2—22 dz:—E—hsiAw:—DiAw
P 2(1-v?) ox G\ 4 12(1-v?) ox

(1.13)
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Eforturile (1.13) sunt raportate la o unitate de lungime si, intrucat acestea sunt obtinute prin
integrarea pe 1ndlfimea /4, sunt distribuite de-a lungul laturilor suprafetei mediane.
In relatiile (1.13):

ERW’

si este numita rigiditatea cilindrica. Ea defineste rigiditatea la incovoiere a unei fasii, avand latime
unitard, cu sectiunea transversalda 1x/, decupatd din placa (Fig.1.5.) de doua planuri paralele,
normale pe latura cea mai mare a ei. Se considera ca planul median a placii la incovoiere capata o

forma cilindrica.

il Lantt
£ iy

foem
Moy

i ¥z

Fig. 1.5. Fasie de placa

In continuare vor fi determinate momentele fortelor aplicate pe fetele laterale ale
elementului considerat. Se va cerceta fata cu normala x. Momentele fortelor aplicate pe un element

de suprafatd (1 X dz) in raport cu axele x si y (Fig.1.4.) se scrie:
M, =7, -1-zdz; dM =0, -1 zdz.

Momentul fortelor in raport cu axa z se neglijeaza ca fiind marime infinit de mica.

Prin integrarea acestor expresii in raport cu variabila z in intervalul (-4/2; h/2) se obtine:

hi2 2, hi2 3 5 5
E E
M, = I rxyzdz=——a—w I A ~(1-v) ow =-D(1-v) c v,
i I+v oxdy ;, 12(1-v7) oxdy oxdy
hi2 2 2 hi2 2 2
Mx: J- O-deZ:_ Ez[ﬁl;v"'val:;j J. szZ:_D(a‘;V-FV@Zv],
—~h/2 I=v7{ ox W) i Ox y

in care M\ este momentul de incovoiere, iar My, — momentul de torsiune. De asemenea, momentele
sunt distribuite de-a lungul laturilor planului median. In mod analogic, se obtin momentele de pe

fata cu normala y.
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Astfel pentru ambele fete se va scrie:

hi2 2 2
M, = I GdeZ=—D[a v2v+V8 v:],
s ox oy
h/2 2 2
M, = | O'yzdz:—D{év;H/@v:j; (1.15)
s oy ox
hi2 2
M, =M= [ z,zdz=-D(1-v) ow.
—h/2 axay

In Fig. 1.6. sunt aritate directiile pozitive ale acestor momente.

2 Mo L

V&

Fig. 1.6. Directiile de actiune ale eforturilor

In sectiunile placii incovoiate fortele si momentele sectionale definite mai sus se consider
ca eforturi interne. Daca se compara aceste eforturi cu cele din bare se observa:

1. Eforturile interne in sectiunea transversala a barei sunt aplicate in centrul de greutate al
sectiunii; in placa incovoiata eforturile sunt raportate la o unitate de lungime a sectiunii. Astfel, se
obtin urmatoarele unitati de masura: pentru eforturi &, S, Q — N/m , iar pentru momente — Nm/m.

2. In placa deformati solicitati de sarcina transversala p(x,y) apar momente de rasucire, pe
cand 1n bare astfel de solicitari nu exista.

Prin aceeasi cale de comparatie cu bara incovoiata, in continuare vor fi determinate valorile
maxime ale eforturilor in placa deformata. In acest scop, tensiunile vor fi exprimate prin eforturile

interne respective. Avand in vedere ca:
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2 2
Moo E (Gw VGWJ;

+
o=y )la? o
(1.16)
E o’'w 0w
o, =— =z —+V— |,
l1-v ox oy

si notand: I* = 1 X h3/12 pentru momentul de inertie al sectiunii transversale de litimea b = 1,

prima relatie din (1.16) va fi scrisa:

* 2 2
M =L, 0w (1.17)
I-v* Ox oy

Din compararea formulelor (1.16), tinand cont de (1.17), rezulta ca relatia dintre tensiune

si efortul respectiv:

o, = ]if R (1.18)
In mod analogic se va obtine:
M,z 12M,
o, = TS z;
_OS, _60.(K_
T K4 ’
v - (1.19)
T‘C_y = I:y Z = h3 B Z’
T =QyS; :6Qy (ﬁ—zzj
o K4 ’

unde S = (hz /4-2° ) /2 este momentul static al semisectiunii decupate.

1.2.5. Formularea conditiilor la limita

Solutia analitica w(x,y), care verifica ecuatia diferentiala de Incovoiere a placii, impune
determinarea a doua functii: wo(x,)) — solutia generald a ecuatiei omogene pentru p = 0 de aceeasi
structura biarmonica ca si ecuatia diferentiald; wy(x,)) — solutia particulard a ecuatiei neomogene.
Intrucat ecuatia este de ordinul patru, in solutia generala se obtin opt constante de integrare, functii
de doua variabile, care se definesc prin conditiile de pe conturul placii.

In continuare este prezentati formularea conditiilor pentru conturul plicii in functie de

modurile de rezemare enumerate mai sus (Fig.1.7.).
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Fig. 1.7. Placa cu diferite moduri de rezemare

o Incastrarea rigidi pe lungimea unei laturi y = 0. Ecuatia ce defineste aceasti latura (a
segmentului de contur de sprijin) este y = 0. In toate punctele ce apartin acestei laturi
sageata si unghiul de rotire a oricarei normale catre planul median in raport cu axa x sunt

nule. In mod matematic se scrie:

w =0 w . (1.20)

V10

e Rezemarea simpla pe lungimea laturii x = 0. Aici sdgeata si momentul incovoietor sunt

nule:

1 =o. (1.21)

x=0

Este mai eficient de a exprima a doua conditie din (1.21) prin functia sagetii. Daca se

considera relatia (1.10), rezulta:

o*w oO*w o°w o°w
_=-D —+V— =0 sau TTV—
=0 Ox Oy Ox Oy

Intrucat pe latura x = 0 sigeata w este nuld, obtinem si 9?w/dy? = 0 . Prin urmare,

=0.

x=0

conditia M, = 0 este echivalentd conditiei d%2w/dy? = 0. Astfel, sunt valabile conditiile:

o*w
x=0 6y2

= 0. (1.22)

x=0

e Latura liberi de orice sarcini se va considera latura y = b. Intrucat pe suprafata laterala

a placii data de normala exterioara y sarcinile exterioare nu actioneaza, se scrie:

M| =o0; M| =0; Qy| =0. (1.23)

y y=b
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Conform gradului ecuatiei diferentiale, pentru orice latura pot fi prescrise numai doud
conditii. Prin urmare, cele trei conditii impuse (1.23) sunt in contradictie cu gradul ecuatiei
diferentiale. Kirchhoff [69, 70] a propus ca doud din conditiile impuse, si anume, momentul My
si forta taietoare Oy sa fie inlocuite cu una singura.

M.+ dMydef
My k | ox

e :
NG\

x dx dx

oM
Y dx

! Y
M MWJF ox

Yx

Z

Fig. 1.8. Substituirea momentului de torsiune M, cu un cuplu de forte

Pentru marginea y = b, Intr-o sectiune oarecare cu normala y se va cerceta elementul dx
(Fig. 1.8.). Momentul de torsiune M, dx va fi substituit de un cuplu de forte M,x cu bratul dx. Pe
intervalul dx vecin, momentul de torsiune va avea valoarea [Myx + (6Myx/6x)dx]dx si va fi
inlocuit de un cuplu de forte M,,, + ((’)Myx / Ox)dx cu bratul dx.

Efectuand suma proiectiilor fortelor pe verticala pe linia dintre elementele cercetate, se va

obtine componenta provenitd din momentul de torsiune

oM.\ oM.
M +| M +——dx |=—"dx
” g Ox Ox

Pe o unitate de lungime va reveni

(oM, jox)dx oM,
dx oo

Componenta stabilitd din momentul de torsiune se va adauga la forta taietoare 0Oy, astfel se

va obtine forta taietoare generalizata V.
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Relatiile pentru fortele taietoare generalizate:

6M ! 3 3
V.=0.+—==-D a—v3v+(2—v)a—w2 ;
’ oy ox 0x0y
o - - (1.24)
V,=0,+—==-D| —+(2-v)—— |
ox oy ox“oy
Conditiile exprimate prin functie de sageata w, se scriu in forma:
2 2
0 v2v+ 0 vzv —0;
oy ox
=b
(1.25)

1.2.6. Eforturi sectionale in placa de contur curbiliniu
In cazul plicii cu contur curbliniu originea sistemului de coordonate local va fi amplasat
in punctul 4 de pe contur, iar axele se vor indrepta in directia normalei # si tangentei ¢, dupa cum

este aratat in Fig.1.9.

v

a) b)

Fig. 1.9. Transformarea tensiunilor dintr-un sistem de coordonate in altul
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Din ecuatia de echilibru a unui element triunghiular (Fig. 1.9., a) se obtine:

t =o._cosa+7. _sina;
X X »x 9

) (1.26)
t,=7,008Q+0, sina,

unde: n, = cosa; n, = sina.

Considerand ecuatiile de echilibru a elementelor din (Fig. 1.9, b) pot fi obtinute relatiile
dintre componentele oy, T,,; $1 b, ty:

o,=Il.cosa+i sma;

_ (1.27)
T, ="t sima+i cosa.

Substituind (1.26) in (1.27) se obtine:

_ 2 : 2 . .
0,=0,c08" a+0,sin” a+27, cosasing,

. ) (1.28)
TmZ(O'y—O'x)COSOCSIIl(Z-FTXy(COS o —Sin a).

T r

Fig. 1.10. Eforturile pe frontiera curbilinie

Multiplicand expresiile de mai sus cu z si integrand pe intervalul (- #/2, + h/2) se obtine:
hl2

— — 2 2 .
M, = [ ozdz=Mn}+Mpn +2M nn;
—h/2
h/2

» I T,zdz :(My —Mx)nxny +Mxy (nj —ni)

—h/2

(1.29)
M —

Prin analogie, din conditia de echilibru a fortelor taietoare pe axa verticald rezulta:
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0,=0n+0n,. (1.30)

Unghiul de rotire

g =y M, (1.31)
Ox oy
Conditiile la limitd pentru diferite moduri de rezemare a placii cu contur curbiliniu au
forma:

e latura Incastrata:

w=0;
ow _ow ow (1.32)

—=—n_+—n,=0.
on ox * oy’

e latura simplu rezemata:

w=0;
2 2 2 2
Eivzv:@vzvni+28wni+81:/n2=0. (1.33)
on~ Ox OxOy o’ 7
e Jatura libera:
o*w o*w o*w
M, = P (ni +an,)+2 ooy (1-v)nn, + e (ni +an) =0,
oM, O'w o'w
V=0 + - L= P~ [ni +(2—v)nxn;]— T [(l—v)niny —(2—v)ni]+ (1.34)
o'w o’w
+ " [ni +(2 —v)nfny]— e [(l—v)nxni —(2—v)ni] =0.

1.2.7. Puncte de colt

Transformarea momentul de torsiune in cupluri de fortd, asa cum s-a aratat anterior, se vor
obtine nu numai forte taietoare dM,, /0y distribuite de-a lungul laturii x = @, dar §i doud forte
concentrate la capetele acestor margini (Fig. 1.11., a). Marimea acestor forte este egala cu marimea
cuplului de torsiune My, 1in colturile corespunzitoare placii. Prin transformare analogica a
momentului de torsiune de-a lungul marginii y = b, se obtine, pe 1anga fortele tdietoare IM,,, /dx,
forte concentrate My, care actioneaza in colturile placii. Acest lucru demonstreaza ca orice placa
dreptunghiulara incarcata transversal, indiferent de modul de rezemare, va genera nu doar reactiuni

repartizate de-a lungul conturului placii, dar si reactiuni concentrate in colturile ei.
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Fig. 1.11. Reactiuni in colturile placii dreptunghiulare

Problema punctelor de colt a fost studiata in mai multe lucrari [66, 67, 75, 82, 92, 99, 133,
142]. De exemplu, fie o placd patrata uniform Incarcatd, simplu rezemata pe contur. Forma
generala a suprafetei deformate este indicata in Fig. 1.11., b, prin linii intrerupte sunt reprezentate
sectiunile suprafetei mediane ale placii prin plane paralele planelor de coordonate xz si yz . Tinand
cont de aceste linii, se poate vedea ca in apropierea reazemului 4 derivata dw/dx ce reprezinta
panta suprafetei deformate dupa directia x este negativa, si scade ca valoare odata cu cresterea lui
. De aici rezultd cd d%w/dx0y este pozitiva in coltul 4. Din a treia ecuatie a expresiilor (1.15) se
observa ca M.y este pozitiv si ca Myx este negativ in acelasi colt de placa. Din aceste conditii cat si
din sensurile momentelor M, si Myx rezultd ca cele doua forte concentrate, reprezentate in Fig.
1.11., @, in punctul x = a si y = b sunt directionate in jos. Din considerente de simetrie rezulta ca

fortele concentrate au aceeasi marime si acelasi sens in toate colturile placii (Fig. 1.11., b) unde:

62
R=2(M,)_ =2D(1 _V)(axav;j . (1.35)

Se observa, daca o placa dreptunghiularad este uniform incarcata, colturile acesteia au in
general tendinta de a se ridica si aceasta tendinta este stopata de reactiunile concentrate din colturi,
asa cum este reprezentat in Fig. 1.11., b.

Pe marginea libera forta tdietoare generalizata este nula. Acest lucru nu inseamna ca ambii
termeni — forta taietoare si momentul de torsiune, sunt nuli. Prin urmare, pe latura libera se obtine
o solutie provenita din tensiuni tangentiale zzx (corespunzator Ox) si 7yx (corespunzator Msy). Aceste
eforturi sunt echilibrate in sectiune si, conform principiului Saint-Venant, le corespunde un camp
suplimentar de tensiuni, care se atenueaza rapid pe masura departarii de colt spre interiorul placii

si nu influenteaza starea de tensiune a intregii placi.
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Fig. 1.12. Reactiuni in colturile placii

Daca laturile placii se intalnesc in punctul de colt sub un unghi diferit de 90°, atunci
valoarea reactiunii R va depinde de unghiul dintre aceste laturi (Fig. 1.12., a). Valoarea acestei

reactiuni va fi:

*w  *w

R=M_-M, :_D(I_V)Haﬁaz‘_anazﬂ' (1.36)

Inlocuind variabilele 77 si 7 cu n si ¢, forta R poate fi scrisa sub forma:

R=-2M, sin’ p—

D(1-v)( &*w ~ O*w
2 o  on’

jsin2(/). (1.37)

Daca ambele laturi, la intersectarea lor, formeaza un unghi de 90°, atunci expresia reactiunii
R capata forma:

R=-2M . (1.38)

nt

Posibilitatea aparitiei fortei concentrate R in punctul de intersectie a doud laturi, depinde
de modul lor de rezemare (Fig. 1.12.):

e Daca laturile a si b sunt ambele incastrate, atunci:
M, =M_=0, (1.39.)

de unde rezultd ca si reactiunea R va fi nula, indiferent de unghiul ¢.
e Daca laturile a si b sunt ambele simplu rezemate, sau daca una dintre acestea este

simplu rezemata, iar cealalta libera, atunci sunt indeplinite urmatoarele conditii:
M =M =M_=0. (1.2.40.)
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Totodata
M.=M,6 2cs =M, sin2¢=0;
M, =M (02 —S2) =M,, cos2¢p.

nt

(1.41)

De unde rezultd ca pentru ¢ # +m/2 nu va aparea reactiune concentratd in colt si numai pentru
¢ = +m/2 valoarea nenuld a reactiunii se va determina din relatia (1.38).
e Daca latura a este simplu rezemata, iar latura b este incastratd, atunci se respecta

urmatoarele conditii:

M, =M, =M_ =0; (1.42)

M_ =M, cos2¢p=0. (1.43)

Astfel, pentru ¢ # +m/4 si ¢ # +3m/4 este necesar ca My = 0 si, prin urmare, R = 0. lar pentru
@ = +m/4 s1 @ = +31/4 se obtine
R=-M . (1.44)

nt

e Daca latura a este libera, iar latura b este incastrata, atunci reactiunea R se
determind cu ajutorul relatiei (1.44), deoarece M;; = 0.
e Daca ambele laturi a si b sunt libere, atunci pentru determinarea reactiunii de colf

se va utiliza expresia (1.37).

1.3. Teoria Reissner a incovoierii placilor

Ca si in cazul grinzilor, de reguld, la calculul placilor conform ipotezelor teoriei clasice
influenta fortelor transversale asupra sigetii este neglijata. Insa, pentru grinzi scurte sau placi de
grosime considerabila aceastd influentd devine mai pronuntatd, si trebuie inclusa in calcul. Mai
multi cercetdtori sau ocupat de aceasta problema. Printre acestia se numara: Reissner [104-106],
Midlin [86], Love [80], Timoshenko si Woinowsky-Krieger [123], Huber [52] etc. In acest
subcapitol va fi examinata doar teoria propusa de Reissner.

In teoria lui Reissner se introduce sistemul alcatuit din doud ecuatii diferentiale, dintre care
una este de ordinul patru, iar cealaltd de ordinul doi. Acest lucru indeplineste trei condifii de
frontierd, pe cand, dupa cum bine se stie, in teoria clasica pot fi prescrise doar doud conditii. Solutia
generala a sistemului de ecuatii este prezentatd sub forma a doud functii plane armonice §i o

functie, care reprezinta solutia generala a ecuatiei Ay — (10 /hz)l/) = 0.
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1.3.1. Introducerea ecuatiilor de baza in teoria lui Reissner

La fel ca si in teoria clasica a placilor subtiri, se propune ca distributia tensiunilor gy, g,

$1 T, sd fie liniara pe grosimea pldcii:

12M
o, = PE z;
12M,
O'y = h3 Z; (1.45)
12M
Xy = h3 Z.

Substituind expresiile (1.45) in primele doud ecuatii diferentiale de echilibru se obfin

relatiile pentru tensiuni provenite de la fortele de forfecare distribuite dupa legea patratica pe
2
-2 (2]
c o 2h h
30, ’
T = 9 1- 2z :
* 2h h

Inlocuind relatiile (1.46) in a treia ecuatie diferentiala de echilibru, se obtine expresia pentru

grosimea placii.

(1.46)

tensiunea normala o, (functie cubica):

3

2 3
a;Lz B E a4y () 1432442, (1.47)
2(1-v2) 4~ 3 2 2 h o h

unde AAw= M
D

Inlocuind tensiunile prin eforturi interioare, ecuatiile diferentiale de echilibru capati forma:

0 oM
aJx n Txy n arxz _ 0’ aMx . Xy _Qx =0,
ox Oy 0z ox oy
or, 0o, Or, oM, oM
Ep L+ —==0 > ———-——>"-0, =0 (1.48)
ox Oy Oz o o
0 0
aTZX + Ty +ao-z =0; a&_{_&_{_q(x’y):(),
ox Oy 0z ox Oy

Relatiile (1.48) reprezinta ecuatiile de echilibru in eforturi interioare.
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Fig. 1.13.Variatia tensiunilor pe grosimea placii

Apoi, se va considera legea lui Hooke si se vor substitui deformatiile cu deplasarile

1 ou 1 _
gng[ox—v(ay—i-azﬂ; a—xozf[ax—v(a}&az)},

1 ov, 1
g},:E[O'y—V(O'X+O'Z)]; a—;zf[ay—v(ax+o-z)};

L ou, ov, 1
7/Xy:ETXy’ DEO_F(}_;:ETW; (1.49)
. =t Ouy (Owy _ 1

G aZ ax G xz?2

:l . ov, ow, 1

7xy GTyz, a_ZO+8—yO:ET};Za

£, =%[0' —v(ax+ay)];
2 [o.-v(o+0,)].

Aceste ecuatii nu satisfac legea de distribuire liniara pentru tensiunile oy, si g,,.

Reissner a propus sa se introduca deplasari medii.Valorile medii pentru deplasari pot fi
obtinute egaland lucrul rezultantelor tensiunilor exprimate prin deplasdri reale cu cele ale

eforturilor exprimate prin deplasari medii (Fig. 1.4.):
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— forta rezultanta a tensiunilor normale va fi:

hi/2

[ o, 1d=N, =0;

—h/2

— momentul rezultant al tensiunilor normale:

hi/2

J. o,rzdz=M;

—h/2

— lucrul eforturilor distribuite:

hi2
J o
-h/2

X2

Uy -dz=M _-0..

Prin analogie se obtin urmatoarele expresii:

hi/2

—h/2
hi/2

—h/2
hi2

—h/2
hi2

—h/2
hil2

—h/2
hi2

—h/2

uy-dz=M -0
Vyrdz=M,-0,;
W, dz=0Q_-w;

Vy-dz=M . -0,;
uy-dz=M,,-0,;

Wy dz=0, -w.

(1.50)

Se vor utiliza expresiile pentru tensiuni, in rezultat, se obtin formulele pentru deplasarile medii:

X

y

3 "2 2z
w=— | w|1-| —
2h h

12"y .z
0,=% [ =

02
12 7wy -z

RN,

dz;

~h/2

dz;

VR

~h/2

—h/2
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Tensiunile medii pot fi exprimate prin deplasari reale:

%%[ax_v(aymz)}

ov, 1
E:E[O—} V(O' +0 ):I
unde
3
- A1 32 4
2 h
Ou, Vv
O'Y—V0'y=—+— P
ox FE
ov, Vv
o,—-vo, =—+—0_,
! oy E

din care rezulta:

SN T AT FERE =)
1 h h

v ax oy -v 2
3
07: E %_I_V@uo v oq(xy) 1_3£+4i3 : (1.52)
! Vi oy ox ) 1-v 2 h h

E 8u0 ov,
T, = —L 4+
Y 2(1+v) ox

Se vor considera doud expresii pentru 7, :

2
T'cz 3Q (2_Zj $1 T =G- j/xz =G auo aWO .
’ 2h h az ox

In continuare, egaland partile drepte ale ambelor expresii inmultindu-le la 3[1 — (2z/h)?]/2h si
integrand dupa variabila z in intervalul [—h/2; +h/2]

hl/2 hl/2 hl/2
3 %1@ el %1_(2_2) iz ( j .
2h 3, Oz h 2h 3 ox h 4h G i
hi2 2
12 1
39,1 (2] |- 1220,
40°G 3, h SEh

hi/2 2
2ol (2], o
2h 7. Ox h ox

h/2
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se obtine:

gx:_g_w_k%;
X
1.
aw+l2Qy(l+v) (1.53)
dy 5En

Rezulta 8 necunoscute: Mx, My, Mxy, Ox, Oy, w, By, 0,, 1 8 ecuatii:
— 3 ecuatii de echilibru in eforturi interioare;
~ 3 ecuatii pentru My, My, My
— 2 ecuatii pentru 6, 6,

Pentru micsorarea numarului de necunoscute si simplificarea ecuatiilor, se va exclude 6,

si 0, din expresiile pentru Mx, My, i My

2 2 2 2
M_=-D 8v2v+vav2v +h—an—qh 4 ;
ox oy 5 ox 10 1-v

2 2 28 2
My:_D(anr 8w}_h_ 0, gh’ v

1% ; 1.54
o axr) 5 oy 10 1-v (1-54)
2 2 6
M, =(1-v)p ¥ 1 %.,% |
! oxdy 10\ oy  ox
Substituind expresiile pentru Mx, M, s1 My
oM oM 2 2
M, . ”)’—QFO:Qx:aMu i :h—AQX—DiAw—h—G—q
ox oy ' ox oy 10 ox 10(1—1/) ox
sau
" 0 W oq
-—AQ. =—D—AW——F——F—;
Q. 10 Q. Ox 10(1-v) ox
2 5 - (1.55)
0-270 =—DZAw-—2 XN
Y10 7 oy lO(l—v) oy

Daca grosimea placii 2=0 se obtin expresiile respective ale teoriei clasice. Conform teoriei
lui Reissner rezulta ca expresiile si ecuatiile teoriei clasice sunt valabile doar pentru placile subtiri.

Din a treia ecuatie de echilibru (1.48) se obtine ecuatia diferentiald a suprafetei mediane in

teoria lui Reissner.
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20, 30 1 (2-v)

Lt —4+g=0=|DAAW=¢g -

ox Oy 10(1-v)

Rezolvarea ecuatiei are forma:

* ok
w=w +w

3

unde: w — rezolvarea ecuatiei omogene firi partea dreaptd, w* = DAAw = 0;

w" —rezolvarea particulard a ecuatiei neomogene.

(1.56)

Ecuatia primita este de ordinul patru, deci pot fi prescrise cate doud conditii la limita pentru

fiecare latura a placii. Pentru obtinerea ecuatiei suplimentare, se introduce in relatiile (1.55) o

functie noua — functia de tensiune.

0. =L aw+ 2V
ox oy
0 =D Aw-2Y.
g Oy ox
unde |V (X, y ) — functia de tensiune.
- 0, » Oy
. ” = -D—Aw +——
0. =0+0, C=0 ox oy
0,=0,+0] 0

Q., Q. sunt validate prin ecuatiile:

Oox

sk * al//
0,=0 —DaAw St &

5

9

sk h2 sk a sk hz 8q
LYo Wy, Sy VYT S . B
O 10 2 Ox 10(1-v) ox
2 2
S {1 R oy 10(1-v) oy
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Relatia (1.61) reprezintd ecuatia diferentiala suplimentard de ordinul doi care ofera

posibilitatea de a introduce inca o conditie la limita.

1.3.2. Formularea conditiilor la limita in teoria generalizata (Reissner)

-
X

b

Fig. 1.14. Placa dreptunghiulara avand diferite moduri de rezemare

e Latura Incastrata.

w=0;
Pentru y=0; 6 =0;; — tip cinematic.
0,=0
e Latura simplu rezemata.
w=0;

Pentru x=0; M _=0; ; — tip mixt.

=0
e Latura libera.
M, =0;
Pentru x=a; O, =0; ; —tip static.
M _=0.

In cazul elementului de contur curbiliniu, dat de normala n si tangenta la suprafata ¢

(Fig. 1.10.), se poate de fixat pozitia elementului cu ecuatiile:
w=w; 0,=0,; 0=0. (1.62)

Aici w reprezintd sdgeata medie, iar 8, si 8; — unghiurile medii de rotire ale elementului

in raport cu axele # si ¢. In cazul laturii incastrate aceste ecuatii capata forma:
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w=0; 0,=0; 6 =0. (1.63)

t

Conditiile la limita pot fi exprimate si prin valorile eforturilor 0,,, M,,, M,,,, atunci acestea

vor capata forma:
0,=0,; M,=M,; M=M, . (1.64)

Pentru latura libera aceste conditii capata forma Q, = 0, M,, = 0, M,,; = 0, iar pentru
latura simpla rezemati w = 0, M,, = 0, M,,, = 0. In ultimul caz dispar reactiunile concentrate in

colturile placii, care apar in teoria clasica.

1.4. Concluzii la Capitolul 1

Dupa cum a fost mentionat anterior, teoria clasicd a incovoierii placilor subtiri permite de
a satisface mai putine conditii la limitd decat exista in realitate. De exemplu, de-a lungul laturii
libere, in realitate exista trei conditii in loc de doua: forta de forfecare, momentul de incovoiere si
momentul de torsiune trebuie egalate cu zero. Kirchhoff a demonstrat, ca ipotezele admise in
formularea clasica sunt responsabile de reducerea conditiilor la limitd de la trei la doua. Totodata,
transformand momentul de torsiune in cupluri de fortd se obtin nu numai forte transversale
distribuite de-a lungul laturilor, dar si forte concentrate in colturile placii.

In teoria clasica influenta fortelor transversale asupra sigetii este neglijata. Prin urmare,
teoria clasicd poate fi aplicatd cu succes doar la calculul placilor subtiri, pentru care aceasta
influenta este minima. Pentru placi de grosime medie, neglijarea deformatiilor transversale in
calcul poate duce la erori considerabile.

Teoria propusi de Reissner, in mare masura este lipsitd de restrictiile enuntate mai sus. In
aceasta teorie sunt luate In consideratie deformatiile transversale, astfel, ea se dovedeste a fi
aplicabild si la calculul placilor de grosime medie. Introducerea ecuatiei diferentiale suplimentare
de ordinul doi face posibilad indeplinirea tuturor conditiilor la limitd necesare, astfel pentru fiecare
latura pot si trebuie sa fie satisfacute trei conditii in loc de doud. Prin urmare, in colfurile placilor
nu vor mai apdrea reactiuni concentrate.

Odata cu dezvoltarea tehnicii decalcul, in baza ipotezelor admise atat in teoria clasica a
placilor, cat si in teoria Reissner au fost elaborate metode numerice de calcul, cum ar fi: metoda

elementelor finite (MEF) si metoda elementelor de frontiera (MEFr).
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2. METODE NUMERICE DE CALCUL

Odata cu aparitia tehnicii moderne de calcul, metodele numerice [40] au cunoscut si ele o
dezvoltare intensa, in comparatie cu cele analitice. Metodele numerice pot fi aplicate la rezolvarea
unui spectru mai larg de probleme ale teoriei elasticitafii, deoarece solutioneaza aproximativ
ecuatiile fundamentale ale teoriei elasticitatii.

Cele mai utilizate metode de calcul pentru rezolvarea problemelor de elasticitate,
termoelasticitate, elastoplasticitate, mecanica ruperii materialelor sunt:

a) Metoda Diferentelor Finite — MDF;

b) Metoda Elementelor Finite — MEF;

¢) Metoda Elementelor de Frontiera — MEFr.

Alegerea unei anumite metode numerice de calcul depinde de mai multi factori: generalitatea
problemei, complexitatea acesteia, cunoasterea metodei de calcul, existenta unui program de
calcul etc. Pentru probleme simple, pot fi folosite metodele analitice. Trebuie de mentionat faptul
ca nu orice metoda analiticd este exactd. De exemplu, in cazul dezvoltarii in serie, exactitatea
solutiilor depinde de tipul seriei, de convergenta acesteia si de numarul de termeni utilizati in
calcul.

Metodele numerice sunt folosite pe larg la calculul structurilor, deoarece acestea ofera
posibilitatea de a crea softuri si de a rezolva probleme practice din inginerie, pentru care metodele
analitice nu ofera solutii sau rezultate satisfacatoare. La momentul actual cea mai utilizata metoda
numerica de calcul este MEF, datoritd generalitatii si simplitatii acesteia in procesul de
programare.

In acest capitol vor fi prezentate doar MEF si MEFr, deoarece actualmente MDF practic nu

mai este utilizata.

2.1. Metoda elementelor finite

Metoda elementelor finite (MEF) actualmente este cea mai utilizata metoda numerica de
calcul a placilor [90, 136]. MEF este foarte eficienta pentru studierea multiplelor probleme extrem
de variate din diferite domenii de activitate ale inginerului. MEF, de regula, determina rezolvarea
unui sistem de ecuatii algebrice cu un numar mare de necunoscute. Din acest motiv, aceasta este
strans legata de utilizarea calculatoarelor. Un sir de softuri au fost create pe baza MEF asa cum

sunt: Ansis, AxisVM, Nastran, SCAD, Lira etc.
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£

Element finit Y Nodul elem. de pioca

triunghiular / y / tu 3 grode de libertate
¥
[~ /

Nodul elem de plocd

tu 3 grode de liberfote

. I- *
2’ Element fimt

dreptunghiular

Fig. 2.1. Tipuri de elemente finite

In MEF placa este prezentati ca o structurd discretizati in elemente finite triunghiulare sau

dreptunghiulare (Fig. 2.1.). Cel mai simplu element finit utilizat la modelarea plicilor este

elementul triunghiular cu 3 noduri, avand cate 3 grade de libertate 1n fiecare nod (w, ¢x, ¢y) (Fig.

2.2.). Principalul avantaj al elementului triunghiular fata de alte elemente finite constd in

posibilitatea de a aproxima cu o exactitate mai mare conturul placilor de diferitd configuratie.

Y .

Fig. 2.2. Element finit triunghiular

Problema de baza a MEF este de a determine matricea de rigiditate a elementului finit.

Pentru elementul finit triunghiular, matricea de rigiditate in coordonate locale are forma:
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0 0 0 0 O

0 0 0 0

0 0 O

K, 0

K] 2
simetric

Coeficientii nenuli din (2.1) au forma:

ky,, =2cx,y);
k:7=2cxjy,(xj+x,); k;9=cxjy,2(xj+2xl)/2;
kyy = 2vey)x; ksy =3ex .y}
ke =2cx; ;5 ki =2vex,y;;
=2vex;y, (xj+x1)/3;

ks*s = nyj%/z;

ke, =2vcxjy,(xj+xl); Ky
ke =2Cy[2xj;

* 2 2\.
kg —chj.yl(xj +X,X, + X ),

0 0 O
0 0 O
0 0 O
ko i ki
0 k; 0
k; kgs k;9
ks K
ke k%ig
oy (2.1)
ks =cryix, 3
ke =2cxjy,(xj +x,)/3;
k., = 3cx,y, (sz +Xx,x, +x,2);
kyy =vex,y; (xj +2x,)/2;
kgg = c[xjy, (sz +x,x, +x12)+}/xjy,3}/3;

(2.2)
unde c¢= E—h3; y=2(1-v).
12(1-v*)
In coordonate globale matricea de rigiditate va avea forma:
-t T el
unde

2] [0] [0
7]-
o] [0] [2]
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10 0 0 0 0 0 0 0 |

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 -1 0 O 0 0 0 0 0

1 x, 0 xf 0 0 xi 0 0
[C]=]0 0 1 0 x, 0 0 0 0

0 -1 0 2x, 0 0 3x; 0 0

L x, » X xy v x  xy

0 0 1 0 x, 2y 0 2xy, 3y

0 -1 0 -2x -y 0 -3x, -y, 0 |

Sistemul global de ecuatii al structurii analizate are forma:
(K] {0} ={F} (2.4)

unde: [K]*' — reprezintd matricea globala de rigiditate;

{6} = [wi P P W, O, @O, W goyl] — vectorul parametrilor nodali;
{F}=[T ]{F } — vectorul fortelor nodale in sistemul global de coordonate;

* ~ - ~ . A .
{F } — vectorul incarcarilor nodale in sistemul local de coordonate.

Pentru rezolvarea sistemului de ecuatii sunt folosite diferite metode: Gauss, Choleski s.a.,
care ofera posibilitatea de a obtine vectorul deplasarilor {0}, adica valorile in noduri ale functiilor
cautate. Cu ajutorul deplasarilor nodale obtinute pot fi calculate tensiunile si eforturile in fiecare
element finit.

De mentionat ca tensiunile in limitele fiecarui element sunt constante. De regula, aceste
valori sunt considerate 1n centrul de greutate al elementului finit. Tensiunile in noduri se calculeaza
camedia aritmetica a tensiunilor din centrul de greutate a elementelor invecinate nodului respectiv.
Metoda de mediere oferd rezultate mai satisfacatoare pentru nodurile interioare §i mai putin

satisfacatoare pentru cele de pe frontiera placii.
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2.2. Metoda elementelor de frontiera

2.2.1. Istoria dezvoltarii metodei elementelor de frontiera

Solutiile numerice aproximative ale problemelor de frontierd pentru ecuatii diferentiale
partiale au inceput sa fie puse 1n practica abia la inceputul anilor 1960 [129]. Acest lucru a fost
posibil datoritd dezvoltarii tehnologiilor informationale ce au permis constructia calculatoarelor
performante, capabile sa stocheze mii de instructiuni si date, si totodatd au fost create primele
limbaje de programare.

Primele solutii propuse pentru rezolvarea ecuatiilor integrale de frontiera se intalnesc in
lucrarile lui Jawson, Ponter si Symm [56-58, 121]. Solutiile obtinute pentru ecuatia Laplace in
calculul bidimensional sunt cunoscute ca formularea directi a metodei elementelor de frontiera
[2, 3, 13-16, 120, 121], in care functia Green [26, 27, 84, 111, 119] pentru un domeniu infinit este
inlocuita cu identitatea simetricdi Green pentru a obfine ecuatia integrald de frontiera.
Implementarea numericd este foarte simpld, functia si derivata ei In raport cu normala sunt
considerate constante pe fiecare segment de frontiera. Cu toate acestea, metoda s-a dovedit a fi o
alternativd promititoare la metoda diferentelor finite si a elementelor finite. Insa, in 1963, cand
aceasta lucrare [58] a fost publicata, metoda elementelor finite era deja destul de cunoscuta, si in
ciuda rezultatele remarcabile prezentate de Jawson si colegii sdi, aceasta lucrare, In mare parte, a
fost ignorata.

Contributii semnificative in dezvoltarea MEFr sunt prezentate in lucrdrile cercetatorilor
georgieni Muskhelishvili [95, 96] si Kupradze [145], prin care calculul tridimensional poate fi
redus la solutia unei singure ecuatii integrale de frontierd, exprimata prin functia sagetii. Aceasta
reprezintd formularea indirectd a metodei elementelor de frontiera [10, 11, 14, 127].

Cercetatorul Banerjee a propus o versiune speciala a metodei indirecte [6], iar Brebbia [ 13-
16] a introdus pentru prima data notiunea de ,,clement de frontiera”.

Ideea de baza a lui Jaswon si colegii sai a fost dezvoltata de Rizzo [108, 109] pentru starea
de tensiune-deformatie a elasticitdfii plane, iar mai tarziu de Cruse [24] pentru problema
tridimensionald. Baza teoreticd pentru lucrarea lui Rizzo au fost: teorema lui Betti, care este
analogica cu identitatea simetrica Green, si solutia fundamentala a starii de tensiune plana. Rizzo
a prezentat unele conditii pentru existenta unei solutii, si necesitatea de a calcula valoarea
principala Cauchy a ecuatiei integrale.

Incepand cu anii 1970, nu mai era necesar de a demonstra ci metodele elementelor de
frontiera functioneaza, dar deja prezenta un interes deosebit imbunatatirea acestora. Primul pas in

acest sens a fost facut de catre Riccardella [107], care a elaborat un program de calcul pentru
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problema starii de tensiune plane, in care deplasarile si eforturile variaza liniar in fiecare element.
Insa, acest lucru contribuie la rezolvarea unor ecuatii integrale mai complicate si prezinti o
dificultate de a prescrie ecuatia integrald in colturi. Aceasta se datoreaza faptului ca nodurile sunt
situate la capetele elementului, dar nu in centrul sau. Elementele erau inca liniare, si din aceasta
cauza necesita un numar mai mare pentru a descrie un contur curbiliniu.

Cercetarile in domeniul elementelor de frontiera au atins apogeul intre anii 1980 si 1990.
Timp in care au Inceput sd se dezvolte sisteme de calcul precum: BEASY (Marea Britanie),
BETSY (Germania), BEST3D (SUA). Mai multe lucrari au fost scrise, insd un dezavantaj aparent
il constituia faptul cd MEFr era eficienta doar pentru calculul liniar, dar nu si pentru problemele
neliniare. Formularea indirectd a metodei a fost In mare parte uitatd, cu exceptia metodei
panourilor in aerodinamica si metoda discontinuitatii deplasarii in minerit [22, 23].

Ecuatiile integrale hipersingulare [46, 47, 59, 83, 93, 94] au un rol important la calculul
fisurilor, intrucadt o ecuatie integrald unicd nu oferd informatii suficiente pentru calculul
deplasarilor ambelor fete. Metode de calcul ale integralelor hipersingulare includ: regularizarea lui
Hadamard [48], solutii simple, aplicarea teoremei lui Stokes.

Incepand cu anii 1990, deja calculele puteau fi efectuate cu ajutorul unui calculator
personal in locul unui mainframe. Calculatoarele personale oferd o viteza de operare si memorie

de stocare a informatiei net superioara mainframelor. Au fost introduse limbaje de programare noi,

e eyt

2.2.2. Metoda directa a elementelor de frontiera pentru placi.

La baza MEFr directe se afla teorema reciprocitatii lucrului mecanic (teorema Maxwell-
Betti) si solutiile fundamentale reprezentate de functiile de influenta Green [26, 27, 84, 111, 119]
pentru un domeniu infinit. Prin functia Green se intelege solutia ecuatiei diferentiale partiale, in
care termenul neomogen a fost inlocuit cu produsul functiilor delta, astfel, reprezentand efectul
unei forte concentrate. In consecintd, solutia fundamentali satisface ecuatia diferentiald in orice
punct al domeniului infinit cu exceptia punctului sursd. In acest punct solutia va prezenta
singularitate si va tinde la infinit.

Solutia fundamentala a ecuatiei diferentiale partiale de ordinul patru (1.12) are forma:

2
r

87D

w(P,0) = In(r), (2.5)

unde Q reprezintd un punct al domeniului in care este datd solutia provenita de la o forta unitara

52



concentratd aplicatd in punctul P, iar r reprezinta distanta dintre aceste doua puncte (Fig. 2.3.).
Aplicand solutia fundamentala (2.5) pentru o placa infinita actionata de o forta concentrata, ecuatia

placilor (1.11) capata forma:
DAAW (x,) = 6(P,0), (2.6)

unde J — functia Dirac, are urmatoarea proprietate:
j S(x,E)dx =1,

In continuare, va fi utilizata identitatea Gauss-Green pentru operatorul biarmonic sub forma

J.J-(uAAv vAAu dA = J(u—Av—a—uA —viAujL@Au)dL 2.7)
” on on on on

unde u si v sunt doua functii ce au derivate de ordinul patru in interiorul domeniului 4, si derivate

de ordinul trei pe frontiera L.

Z,uw

Fig. 2.3. Contur arbitrar de placa solicitat de o forta unitara concentrata

Daci u = w si v = w'atunci se obtine urmatoarea relatie:

Hwé(P Q)dA— ”pwdA DJLW—AW LN *QAW+86—A jdL. (2.8)

on on on n

Relatia de mai sus reprezinta ecuatia integrald generald a placilor la Tncovoiere. Aceasta

mai poate fi exprimatd de-a lungul frontierei prin unghiul de rotire pe directia normalei 6n,
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momentul incovoietor M,, forta transversala generalizatd V', si reactiunile de colf R;. Daca se vor
efectua anumite operatii matematice si se vor exclude conditiile de rezemare a frontierei, aceasta

va cdpata forma:

Cw(P)~ [ (M0, +V, W )L~ i WR =[] pwdd, (2.9)
L i=l A

Placd tnfiniia

Fig. 2.4. Solutii fundamentale

unde W reprezinta deplasarea de-a lungul frontierei, iar N. — numarul punctelor de colf. Parametrul
C din aceasta ecuatie va fi egal cu o unitate daca punctul P va fi situat in interiorul domeniului 4
si zero dacd punctul P va fi situat inafara lui.

In aceasta formulare deplasarea W si unghiul de rotire pe directia normalei #, sunt
necunoscute. Prin urmare, sunt necesare doud ecuatii integrale. Prima ecuatie integrala o constituie
expresia (2.9), iar a doua ecuatie se obtine prin diferentierea ecuatiei fundamentale in raport cu

normala # si are forma:

* * Nc * *
cOP) ([, ey S B[] O g, (2.10)
on “\ On on = on /" On

unde ow(P)/on este unghiul de rotire pe directia normalei in punctul P.

Ecuatiile (2.9) si (2.10) reprezintd formularea integrald pentru placd fara conditii de
frontiera. Pentru a rezolva aceste doud ecuatii integrale este necesar de a discretiza frontiera placii
in segmente. Un avantaj important al MEFr consta in faptul ca ea ofera posibilitatea de a utiliza o

gama largd de elemente de frontierd. Cele mai frecvent utilizate elemente sunt: constante, liniare

si parabolice (Fig.2.5.).
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nod

nod
element
element
a) b)
nod
element

c)

Fig. 2.5. Diferite tipuri de elemente de frontiera: constante (a); liniare (b); parabolice (¢)

2.2.3. Metoda indirecta a elementelor de frontiera pentru placi. Metoda extinderii
sistemului dat.
O varianta a metodei indirecte a elementelor de frontiera, numita si metoda extinderii

sistemului dat, a fost propusd de Lujin [147]. O abordare mai generald, bazatd pe modele de
potential, este prezentatd in lucrarile lui Kupradze [145], Novatski [152], Cruse [24] s.a. Aceasta
formulare se numeste ,,indirectd” deoarece foloseste functii sau densitati fictive care nu au nici o
semnificatie fizica, dar pot fi aplicate la calculul unor marimi fizice cum sunt deplasarile si
tensiunile in cazul elasticitatii. In cadrul metodei indirecte, in prima etapi sunt rezolvate
singularitatile, astfel incat sa fie satisfacute conditiile pe frontiera, iar in a doua etapa se calculeaza
valorile necunoscutelor pe frontiera in functie de solutiile singulare.

Se va considera, ca In sistemul cartezian de coordonate este datd o placa (Fig. 2.6.)
actionatd de o sarcina transversald ¢(x,y) si in care sunt date conditiile de contur. In locul placii
date se va examina o altd placd, de dimensiuni mari in plan, care ar include regiunea
corespunzatoare placii inifiale. Forma acestei placi si conditiile la limita trebuie sa fie selectate in
asa mod ca pentru aceasta sa fie cunoscute solutiile i, respectiv, sd poata fi gasita functia lui Green
G(x,y,¢ 1), care determind sdgeata in orice punct al placii extinse cu coordonatele x,y de la actiunea

unei fortei concentrate aplicatd in punctul cu coordonatele &, . Placa extinsa are acelasi sens ca si
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sistemul fundamental in mecanica structurilor.
Pe placa extinsa (Fig. 2.6.) actioneaza sarcina, care in regiunea ce coincide cu placa inifiala
de contur inchis L este echivalenta cu sarcina g(x,y), iar pe regiunea ramasa aceasta sarcina poate

fi arbitrara.

Y Placd infinita
/
4] -
x
z

Fig. 2.6. Sarcini echivalente aplicate pe conturul placii

Pe placa extinsa se vor aplica inca trei tipuri de Incarcari: sarcind liniar distribuita p(s) si
momentele mn(s), mds) a caror lege de variatie pe conturul L sunt functii necunoscute. Pentru a
gasi aceste trei functii este nevoie ca in placa extinsa sa fie satisfacute acele conditii la limitd pe
conturul L, care sunt identice cu cele ale placii initiale.

Asadar, daca marginea placii initiale este Tncastratd, este necesar ca si in placa extinsa pe
aceeasi curba sageata si unghiurile de rotire a sectiunii in raport cu normala si tangenta la conturul
L sa fie nule. Dacd marginea placii este simplu rezemata, atunci pe curba L sageata, momentele si
unghiurile de rotire ale sectiunii in raport cu normala trebuie sa fie nule.

Mai 1nainte de a purcede la determinarea ecuatiilor corespunzatoare, in cazul cercetat mai
sus, care reprezintd nu altceva decat ecuatiile canonice ale metodei eforturilor, se vor examina in
sistemul cartezian de coordonate solutiile provenite atdt de la actiunea unei forte unitare

concentrate, cat si de la un moment unitar concentrat.
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2{w) z(w)

a) b)

Fig. 2.7. Placa solicitata de forte concentrate

Sageata in orice punct cu coordonatele x, y (Fig. 2.7., a) de la o forta unitard concentrata,

aplicata in punctul cu coordonatele &, # se determina utilizand functia lui Green:

w(x,y)=G(x,y,5,n) = ! P lnr, (2.11)
8D

unde r este distanta dintre punctul de observatie (x,y) si punctul de aplicare a fortei unitare
concentrate (&,1).
2 2
r =(x=&) +(y-n)".
Unghiul de rotire tangential la suprafata care se gaseste intr-un plan perpendicular planului
xQOy si care se intersecteaza cu acesta de-a lungul liniei &, avand cosinusurile directoare cos(k/,\x),

Cos(k,/\y), de la actiunea unei forte unitare concentrate, se poate de prezentat sub forma:

a_W:M=8_GCOS(l;\x)+a—GCOS(k/,}). 2.12)
ok ok ok Oy

Sageata in orice punct (x,y) de la actiunea unui moment unitar concentrat (Fig. 2.7., b), al
carui plan de actiune coincide cu planul perpendicular la planul xOy si se intersecteaza cu acesta

dupa linia A, se determina cu expresia:

L, 0G(xyEm) oG (%)

oG -~
7 =—Cos +a—cos(h,y). (2.13)

n

Unghiul de rotire in directia k de la actiunea unui moment unitar concentrat pe directia /4

va fi:
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ow_0 G(x.s, 77) 0°G cos(fz})cos(lz\x)Jr 0°G COS(}Z})COS(;’})+

ok ohok 6§6x onox (2.14)
2 s oos(23) - oy eos{ 3
Momentul de incovoiere in directia &, de la o forta unitara concentrata:
M, = —D{ 8; cos? (l;,\x)"' 2 s;;; cos(k )cos(k y) : cos (k/,})+ s
+;{Z§ cos’ (k/,}) -2 (98;;/ Ccos (l:,\x)cos(k/,}) + E;;(j cos’ (a)}
si de la un moment unitar concentrat, care actioneaza in directia /:
M, =—D{ G cos(ﬁ?c)cos2 (k/})+ cos( ) ( )
d&ox* ’ ’
+2 82@358)/ cos(h/;c)cos (k/,})cos(k x) +2 ol cos( )cos(k y)cos(l??c) +
+ ai:;z cos(}f;c)cos2 (6)4‘ 8?738?/2 cos(h/,})cos2 (k/,})Jr ,L{ai:aiz cos(ij;c)cos2 (k/,}) +
0 oy Joos* (032520 cos{ sy )os (23) -
-2 an;fﬁy cos(h/,})cos(k/,})cos (la) + aija(jz cos(h/;c)cos2 (l?;c) +
G con{y)eos (@)H.
(2.16)

Daca marginea placii initiale este incastrata, atunci ecuatiile canonice pot fi obtinute din
urmatoarele considerente: sdgeata, in orice punct al placii extinse, pe conturul L, provine: de la
incarcarea exterioara wy, de la sarcina liniar distribuita wy si de la cele doua momente wmn $1 Wan,
care actioneazi de-a lungul conturului L. In sumi sigeata pe conturul L trebuie sa fie nula, astfel
ca starea de tensiune si deformatii a regiunii interioare marginita de conturul L sa fie echivalenta
cu starea plicii initiale. Prin analogie se vor determina relatiile si pentru unghiurile de rotire. In

final se obtine urmatorul sistem de ecuatii:

58



w, W, W, +w, = 0;

0
Ly —m g =0, (2.17)

Sistemul de ecuatii (2.17) este valabil pentru orice punct de pe conturul L. Expresia pentru

sageata wp se determind din actiunea tuturor incarcarilor distribuite pe conturul L, si are forma:

w, = jp(s)G(x,y,s)ds . (2.18)

Prin analogie se determina sageata wmn $1 Wi :

aw(x v, )

j m,(5)————25s; (2.19)

jm (s) (x A )Gs. (2.20)

Ségeata de la incarcarea exterioard, daca se considera ca ea actioneaza doar pe regiunea 4,

marginita de conturul L, va fi egal:

w, = [[a(&n)G (x.y.&n)dédn. (2.21)

De asemenea, prin derivarea expresiilor (2.18) — (2.20) se determina expresiile pentru

termenii ecuatiei doi si trei din sistemul (2.17), dupa care ultima capatd forma:

a s Vs a s Vo
[ p6)GCx s+ | mn<s>was+ | m,(s)waﬁ [Ja(e.m)w (x.y.gn)san =0
.[p(s)&@ +J'm (S)Ma J-m(s)ﬁw *y,S a ”q 577 Mdfdn 0;
ohot
Jp(s)&gﬁj'm (S)&g +J.m(s)M6 +J‘J'q &, 77 Md&m 0,
g . dyon g

(2.22)
in relatiile de mai sus (2.22), prin 4 se intelege directia de-a lungul normalei la conturul L, iar prin
g — directia de-a lungul tangentei la contur.

Daca se va inlocui sistemul de ecuatii integrale primit cu un sistem de ecuatii algebrice, si

pe conturul L se va lua un numar i de puncte, si in fiecare punct se va aplica o fortd concentrata
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Pi= pAs si momente concentrate My = maAs i My = m:As, atunci:

i

Z(ijkj+Mw +M w )+qu:0;

wWaig T M Wiy
J=l

(P9, +M, 9, +M9,)+3, =0, (2.23)
j=1

Z (P;‘//kj +M My, ) +Yy =0.

J=1

(k=1,2,...,i)

In ecuatiile (2.23) sunt utilizate urmatoarele notatii:
wi; — sdgeata in punctul £ de la o fortd unitara, aplicata in punctul j;
wnkj — sageata in punctul £ de la un moment unitar, aplicat in punctul j in directia normalei la
conturul L;
wij — sageata in punctul £ de la un moment unitar, aplicat in punctul j in directia tangentei la
conturul L;
wqk — sageata in punctul k£ de la incarcare exterioara.

Acelas sens 1l au coeficientii, care intrd In ecuatia a doua si a treia, numai ca prin 9 au fost
notate unghiurile de rotire a normalei la contur in raport cu tangenta, iar prin y — unghiurile de
rotire a tangentei in raport cu normala.

Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii (2.23) poate fi gasitd sdgeata in orice punct cu

coordonatele x,y de pe regiunea 4:

w(x,y) = ilewk] (x,y,aj,bj)Jerl:Mnjwnkj (x,y,aj,bj)+
J= J=

_ (2.24)
+2 MWy, (x, ».a;,b; ) +w, (x,)
j=1
Momentul de incovoiere in orice punct se determind cu expresia:
M(x,y)=3 PM,+> M, M, +3 MM, +M,. (2.25)

j=1 j=1 j=1
Diferentiind expresia (2.24), pot fi determinate toate deplasarile si eforturile cautate. In
formula (2.25): M,,— momentul in punctul dat de la forta unitard P;= 1, iar M,; si M, ;— momentele

in punctul dat de la momentele unitare, aplicate in punctul j de pe contur in directia normalei la

contur si respectiv in directia tangentei.
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2.3. Concluzii la capitolul 2

In ultimele decenii, cea mai utilizatd metodda numerica de calcul in diferite ramuri ale

ingineriei este MEF. Cu ajutorul acestei metode pot fi rezolvate cu succes un spectru larg de

probleme intalnite n practica, asa cum sunt: calculul structurilor cu o geometrie arbitrard aflate

sub actiunea diferitor tipuri de incarcari, probleme bidimensionale si tridimensionale, calculul

neliniar si dinamic. In ciuda raspandirii largi in tehnica, totusi, MEF se confruntd cu un sir de

neajunsuri. Cele mai importante dintre ele sunt descrise mai jos:

Discretizarii este supus tot domeniul ocupat de corp. Prin urmare, apar dificultati la
crearea retelei de elemente finite pentru corpuri cu o geometrie complicata, la prezenta
gaurilor si colturilor etc., deoarece regiunile critice necesitd o refea mai densa a
discretizarii.

Modificarea modelului discretizat ce se refera la imbunatatirea exactitatii rezultatelor sau
de schimbarea geometriei corpului, necesitd timp si efort considerabil.

MEF este ineficienta pentru domenii infinite.

Apar dificultati la rezolvarea problemelor descrise de ecuatii diferentiale de ordinul patru

si mai mult (ecuatia placilor, ecuatia invelisurilor etc.)

Din contra, MEFT, atat in formularea directa cat si in cea indirecta, prezinta multe avantaje:

Discretizarii este supusa doar frontiera corpului, astfel, se simplificd modelarea geometriei
si se reduce cu o unitate numarul de necunoscute. In aga mod, si modificarea modelului de
calcul devine mai simpla.

Metoda poate fi adaptata pentru domenii infinite.

Usor se poate de operat cu sarcini concentrate atat in interiorul placii, cat si la frontiera lui.
Solutiile pot fi obtinute in orice punct al domeniului. Acest lucru este posibil deoarece
MEFr foloseste reprezentarea integrald a solutiei, care poate fi diferentiata si poate fi
utilizata ca formuld matematica. Acest lucru este imposibil in MEF deoarece solutia poate

fi obtinuta doar in nodurile elementelor.
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3. SOLUTII DISCONTINUE PENTRU PLACI
3.1. Solutii discontinue in teoria clasica a placilor

In acest capitol este descrisi metodologia de obtinere a solutiilor discontinue in mecanica
corpului solid deformabil elaboratd de catre prof. Gh. Moraru in lucrarile [88-91, 148-151],
aplicarea si implementarea numericd a acestora, de catre autorul tezei pentru rezolvarea
problemelor de incovoiere a placilor. Pentru a demonstra corectitudinea si eficacitatea solutiilor
discontinue, au fost rezolvate un sir de probleme practice ale placilor, rezultatele obtinute fiind
comparate cu alte metode analitice si numerice. Solutiile discontinue au fost construite atat in baza
ipotezelor teoriei clasice a placilor (teoria Kirchhoff), cat si in baza teoriei ce considera
deformatiile din forta de forfecare (teoria Reissner) si oferd o directie noua in metoda indirecta

elementelor de frontiera.

3.1.1. Solutii provenite din salturi concentrate

Se va considera o placa infinitd avand pe axa y (x = 0) un defect (fisurd, articulatie plastica,
gaurd etc.) (Fig. 3.1.).

Solutia ecuatiei diferentiale a suprafetei mediane a placii (1.12.) este alcatuita din suma a
doud stdri: prima provenitd din sarcina exterioara si a doua — din salturile corespunzatoare
defectului. Ultima se va obtine de la integrarea solutiilor obtinute din salturile concentrate cu
ajutorul transformarii generalizate Fourier.

Traversand de la o parte a defectului la cealalta, functiile pot avea salturi: sageata w,
unghiul de rotire 8,, momentul de Incovoiere My, forta taietoare generalizata Vx (Fig. 3.2.).

,

Flacé infinita

Fig. 3.1. Placa infinita cu defect
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f—=0.y)

Vs

fA+0.y)

=Y

Fig. 3.2. Saltul functiei f 1a trecerea prin defect

Pentru toate salturile sus-mentionate va fi introdusa urmatoarea notatie:

w(=0,7)=w(+0,y) = {w(»));
0.(-0.)- 9(+0 )=<9x(y)>
M, (=0,y)-M )=(M(»));

Vx(—O,y)—Vx(+0,y) 7. (»)).

3.1)

Pentru a construi solutiile de la salturile concentrate se va examina o placa infinitd in
absenta sarcinilor exterioare (q(x,y) = 0).

Daca se va aplica la ecuatia (1.12) transformarea Fourier generalizata [17, 43, 157, 158]
(Anexa 1. si Anexa 2.) dupa variabila x cu parametrul a si se va diviza in doud intervalul de

integrare: (—oo, 0), (+0, +0), pastrand salturile tuturor functiilor in x = 0, se obtine:

4~ 2~ 2 3 2 2
oW T 20 2 0°W +a*tw=—ia < >+a2 8—W +ia ow — 8 +2ix _8 VZV —28—2 6_w
oy oy’ Ox ox o oy oy” \ Ox

(3.2)

Aici salturile sagetii w si derivatele ei s-au luat pentru x = 0 si transformata Fourier s-a

notat prin tilda, de exemplu:
W= (a y) J.w(x,y)ei“xdx. (3.3)
Se vor cerceta solutiile obfinute de la salturile concentrate <w( y)> , <t9x ( y)> , <M L y)> , <V ( y)>
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De exemplu: se considera ca sageata w are un salt de forma

(w(»))=6(»), (3.4)

unde §(y) reprezinta functia lui Dirac.

Functiile ramase se considera continue cand x = 0:

(.()=0 (M ()=0 {n(v)=0 (3.5)

Utilizdnd prima relatie din (1.15) si relatia (1.24) se obtine:

|7 e )

Intrucat <0X (y)> =—(dw/éx)=0 se obfine:

ow o*w O*w
—)=0; =—v5"(y); =0.
<ax> <8x2> Vo' (v); <8x3> 0

Ecuatia diferentiala (3.1.2.) poate fi scrisa sub forma:

o' 2 0

4

oy oy’

+atw=—ia’5(y)+ia (2-v)5"(y). (3.6)

Aceastd ecuatie diferentiala poate fi rezolvata folosind transformarea Fourier [17, 43, 157,

158] (Anexa 1.) dupa variabila y cu f. Astfel, se obtine

—ia’* —i(2-v)a B

w(a, f)= (3.7)
( ) (az +ﬂ2 )2
unde
w(a, B)= '[W(a,y)eiﬂydy. (3.9)
Utilizand formula de inversare Fourier (A.1.2) de 2 ori (pe a si pe ), se obtine:
i ww[a +(2- V)Otﬂ] eipr
, __ ox—i d d . 39
w(x, ) H w7 adp (3.9
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Integralele din expresia (3.9) pot fi calculate cu ajutorul tabelelor [1, 28, 101, 144]. Astfel,

la rezolvarea acestor integrale se obtine:
w(x, y)——4——[(3 v)x®+(1+v)y’ ] (3.10)

unde ¥* =X +)/2.

Daca se vor utiliza formulele (1.13) si (1.15), pot fi obtinute expresiile eforturilor,
exprimate prin salturile sagetii w.

Prin analogie, se vor determina solutiile si pentru cazurile cand traversand de la o parte a
defectului la cealalta, unghiul de rotire fx, momentul M: si forta de forfecare generalizata Vx au
salturi. Trebuie de mentionat faptul ca daca macar una dintre functiile w, 6x, Mx, Vx are salt, atunci
celelalte trei sunt continue.

Relatiile dintre deplasari si salturi pot fi scrise in forma matriciala:

(w(»)
w(xy)| [&n & & & (0.(»)
0.(»)=|8x &» & 8&ul|),..
gy (on/) 851 83 8 8 )

)

() (3.11)

(r.(»)

e

sau In formad compacta:

mi=[clis},

unde {S} = [<w(y)> <6’x (y)> <Mx (y)> (v, (y)>:|T reprezinti vectorul salturilor.

Elementele g, = g; (x, y) au forma:

1 x*
g =_iri4 (3—V)x2+(1+v)y2]; < =—E{(l+v)lnr+(l—v)r—2}
1 1
=7 [(3—V)x4_6(1—v)x2y2_(]+V)y4:|; - =—E%[(1+V)x2+(3—v)y2];
1 1
g =5 e (14v) 7 +(5-3v); gn =72 [~(1-3v) +(14v)*]
T 47
_ ! xInr; ——; lnr+x_2 —_Lﬂ.
g13_4ﬂ.D > &3 = 4zD 2 833 = azD 12
1
8 =g r’Inr; gz4=—$(2lnr+l); 8y =— 8” ——(2Inr+1).

(3.12)
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Relatiile dintre eforturi si salturi pot fi scrise in forma matriciala:

M, (x,y) _tll Ly s t14_ <W(y)>
M},(x,y) Ly Iy Iy by <9 (y)>
M, (5 p) =]ttty fy <M( " (3.13)
0, (x,y) Ly Ly Ly Ly Y
Qy (x,y) L1 Iy Iy sy <V‘ (y)>

unde {N} = [MX M, M, O Q},]Treprezintﬁ vectorul eforturilor.

In forma compacti relatia (3.13) este:

(Vi =[TIs).

Daca vor fi considerate solutiile w din (3.11) si relatiile (1.13), (1.15) se poate cu usurinta

de calculat toti coeficientii t; =t (x, y) (i= 1,_5; j= 1,_4;) al matricei 7.

21 =(1_2;)Dr18 —(5-v)xt +2(11=7v)x*y* +3(1+3v) »* |;
z31=(1_2¥r18[3(5—3v)x4+2(5—7v)x2y2_(1+V)y4];
141:@:—8(x4—6x2y2+y4); t51:12(1;V)D:Ty0(x4_y4)’
zlz:(1—4;)Dri6[(1+3v)x4+6(1—v)x2y2—(3+v)y4];
t”:(I_I;ZZD%[X4_6x2y2+y4]? 132:_(1—2;)13%[(1_%))62_(3_V)y2];
L LY L L BT Y e

e SR ()T e () ()],

B
1
t33_(:ﬁ‘/)rl4(x2_yz); [ = 1 (xz_yz); t53=2;r4(y2—x2);

1 2 (3v+l 1 2 (3v+l
tl4:—E|:(1+V)lnr+(l—l/)-:—2+%:|; t24:—E|:(1+V)lnl"+(l—V)i}—2+( 2 ):|,
oy Lx o Ly
o Ar P2’ “og Y



(3.14)

Relatiile dintre fortele transversale generalizate si salturi au forma:

{I/X (x’y)} :|:lll 112 113 Zl4 115:|
Kv (x’y) 121 122 123 lZ4 125

In forma compacti relatia (3.15) este:

<Mx(y)> . (3.15)

V=[L]is},

unde termenii matricei sunt:

3(1-v)D

=" [(7-3v)x° =5 (11=Tv)x*y? +5(1-5v) 2y +(3+v) y* ;
3(1-v)'D 1
by = —%%W —0xy 4yt ) hy = 477 [(3=v)x'=6(1-v)x'y* ~(1+v) 5" |;
6(1-v)' D Xy
L, = o [3 v)x®+(1+v)y’ ] 121=—%W(3x4—103€2y2+3y4);

Dlg[ ¥ =2(11=7v) X’y =3(1+3v)x" |;
)

T [(1+v)2+(5-)1* |y Ly =——[(1+v)2* +(3-v)»* .

dxzr

23
27r°

(3.16)

3.1.2. Solutii discontinue pentru placa de contur arbitrar.
Solutiile provenite din salturi concentrate pot fi utilizate ca functii Green. Prin superpozitie
pot fi scrise ecuatiile integrale pentru un defect amplasat pe un contur arbitrar L (Fig. 3.3.).

Trecéand de la un sistem local de coordonate (%, y) la alt sistem local (n, £) amplasat in orice

punct P se obtine:

W*(P):J.W(P,Q)dsg; 0 (P)= J P Q COS}/+9 (P Q)sm}/]ds

L

M (P)= j[ﬂx (P,Q)cos’ y+M (P,Q)sin’ y +2M (P,Q)cosysiny]dsg;

M, (P)= .[{ (P,0)-M (PO ]cosyslnerMxy(P Q)(cos y —sin }/)}ds (3.17)
0. (P)= j (P,Q)cosy+0, (P,Q)siny}dsg; 8];,”’
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unde y = S -a,

X

Fig. 3.3. Sisteme de coordonate locale amplasate pe defectul L

w(P.0) =2, (P.0)(w(0))+2.(P.0){6.(0)) + &, (P.Q)(M,(0))+5.(P.0){7.(Q))
0,(P.0)=5, (P.0)(w(0))ds + 2, (P.0)(8.(Q))+ & (P.Q)(M,(0)) +2. (P.0)(7.(Q))
0,(P.0)=2.,(P.0)(w(Q))ds + 8, (P.0)(8,(0))+ 8u (P.O)(M,(0))ds + 8., (P.0)(7.(0))
M, (P.0)=1,(P.0)(W(Q))+1,(P.0){8.(0))+ 7, (P.0) (M (0Q))ds +7,(P.0)(V,(Q))

M, (P,0)=1,(P.O)(W(Q))+1, (P.0)(8.(Q))+ 5 (P.O) (M, (Q))ds + 5, (P.0){7.(0))
M., (P,0)=7,(P,0)(Ww(Q))+ 7% (P.0)(8.(0))+ % (P,0)(M,(Q))ds + 1, (P.0)(V.(2))
0,(P.0)=17,(P.0){(W(0))+1, (P.0)(8,(0))+1; (P.0)(M,(0)) + % (P.0)(7.(0))
0,(P.0)=1,(P.0)(W(0))+ 1, (P.0)(6,(0)) + 1 (P.O)(M, (0))+ &, (P.0) (7. (Q)):
7.(P.0)=1,(P.0)(w(Q))+ 1, (P.0)(0,(0))+ L (P.0) (M, (0))+ 1, (P.O) (7. (0));
7,(P.0) =1L, (P,Q)(W(Q))+ 1, (P.0)(8.(0))+ 1 (P.O)(M,(Q)) + L, (P.O) (V. (Q))

(3.18)

Bara de sus indica faptul ca functiile respective sunt prezentate in coordonate locale (x, y7).

Functiile g;;, t;;, [; pot fi obtinute din relatiile (3.12), (3.14) si (3.16) substituind x; cu %; si y; cu
Vi
Pentru a obtine ecuatiile integrale, starea de deformatie a placii este prezentata ca suma a

doua stari. Prima (notata cu cerculet) provine de la sarcina exterioard, a doua (notatd cu asterix)

provine din salturile concentrate pe linia L a defectului:
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w(P)=w’(P)+w (P); 6,(P)=6;(P)+4d,(P);

M, (P)=M;(P)+M,(P);  V,(P)=V;(P)+V; (P). (3.19)

Functiile w*, 6,;, M, siV,; in conformitate cu (3.17) sunt exprimate prin salturile respective
de-a lungul conturului L. O parte din aceste salturi pot fi cunoscute. De exemplu, daca defectul are
forma unei fisuri, atunci traversand de la o parte a fisurii la alta sdgeata w si unghiul de rotire 0
au salturi. Daca defectul reprezinta o incluziune rigida sau elastica, atunci traversand de la o parte
a defectului la alta momentul M, si forta transversald generalizata V au salturi. Din conditiile la
limita pot fi obtinute ecuatiile integrale necesare.

Solutiile discontinue sunt destinate pentru rezolvarea diferitor probleme ale placilor cu
defecte. De asemenea, aceste solutii pot fi folosite la rezolvarea problemelor de baza ale placilor

[35, 39, 41, 88, 91]. in aceste cazuri frontiera va fi considerati ca defect.

3.1.3. Implementarea numerica a solutiilor discontinue in teoria clasica a placilor.

Se va studia o placa de contur arbitrar cu diferire conditii la limita (Fig. 3.4.), avand un
defect cu lungimea Lq. Pe lungimea conturului L, placa va fi considerata simplu rezemata, pe L2—
incastrata si pe L3 — libera [39, 41].

Drept exemplu, se va considera ci defectul (Lq) prezinti o articulatie plastica. In acest caz,
unghiul de rotire in directia normalei la marginea defectului va avea salt: (6,) # 0.

Fig. 3.4. Placa de contur arbitrar avind diferite moduri de rezemare
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Frontiera placii va fi consideratd ca defect intr-o placa infinitd. Traversand din interiorul
regiunii ocupate de placa spre frontiera defectului, functiile w, 6., Mn, V» pot avea salturi.

Traversand din exteriorul regiunii ocupate de placa spre frontiera defectului aceste salturi vor fi

considerate nule.
Utilizand conditiile la limita se va obtine:
— pentru conturul simplu rezemat (L;):
ww =05 M +M =05 ((8,)=0; (1,)#0)
— pentru conturul incastrat (L2):
w+w' =0; 0 +60°=0; ((M,)=0;, (V,)=0)
— pentru conturul liber (L3):
M, +M;=0; V477 =0, ((w)=0; (6,)%0)
— pentru defectul (Lq) de tipul unei articulatii plastice:
M, +M;=0;  ((g,)=0).
Solutiile: w* , 8,5, M, si V" provenite din salturi sunt indicate in expresiile (3.17) si (3.18).
Solutiile: w°, 82, M2 si V;? depind de tipul sarcinii exterioare. De exemplu: daca placa
este actionatd de o fortd concentratd F aplicatd in punctul cu coordonatele ao, bo fata de originea

sistemul global (Fig. 3.5., a), atunci solutia in nodul i situat pe frontiera L va fi:

w =F- g14( —a,, ;" —b );
0 = (nﬁfl +”y9)0,) [n g24( —-a,,y —=b )+n g34( —-a,,y —b, )},
My, = F(nIM G+ m MY+ 200, M0, ) = F | nlt, (37 —ay, 0" =B, )+ (3.20)

+n t24( —ay,y; =b )+2nvnyt34( —ay,¥;" b )]’

Ve :F(nxV:c(zl-i_n}Vy(;) |:I’l 114( —ay,y; —b )"’n 124( —ay, y; _bo)]'

Pentru cazul cand Incarcarea este distribuitd liniar in directia axe x (Fig. 3.5., b) solutiile

se vor obtine prin integrarea relatiilor (3.20).

pjg14 =&y - ) dé;

q

(3.20%)

pj[n Zl4 —&y' - )+n 124( -8y - ):| <.
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Fig. 3.5. Cazuri de incarcare a placilor

Prin analogie se vor obtine solutiile pentru Incarcarea liniara in directia y (Fig. 3.5., ¢):

by
W= p[ g (¥ —ay, " —n)dn;

by

(3.20%%)
V= pi[nxlm (3 =g,y =)+ by (" =, 7 =11) fan.
Pentru incircarea uniform distribuitd pe o suprafatd se poate scrie:
w = pHg (x/ =&y —n)d&dn;
. (3.20%*%)
V= pafif[nxlm (= &y =n)+m by (x =&,y =n) ld&an,

unde x7", y;"* sunt coordonatele nodului de frontiera i in sistemul global calculate cu relatiile 3.36,

iar nx = cosa §i ny = sina pot fi determinate cu relatiile (3.41).
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Daca conturul L (L=L;+L>+L3) si defectul La vor fi discretizate intr-un set de elemente

constante, se va obtine urmatorul sistem de ecuatii:

1 2 3 4 0. .
2 <W_/>+ 2w <‘9n,->+ 2 <Mnj>+ 2 Wz‘/<Vn_/>:_Wi’ (i=np.ms,)
J=n.3 JEALAL3 g J=nry J=nngy

1 2 3 4 _ o, .
2 6’,,-<Wj>+ DI <9nj>+ 2.0, <Mnj>+ 2 0 <an>__9m" (i=n,)
J=ng3 J=psn s J=ng, J=npysngy

1 2 3 4 _ 0. P —
Zmy-<wf>+ 2 mij<9nj>+ Zmij<Mnj>+ 2 ml.j<an>——Mm., (i=np.m5m,)
J=ng3 JEALLLS g J=ng, JEng1sng)

1 2 3 4 _ o, P
ZV@,«<WJ~>+ Z Vij<‘9n./>+ ZVU<Mnj>+ Z V@/<an>__Vnw (i=n)
J=ng3 JEL A3 J=nga J=npingg

(3.21)
unde: 7,4, 1,2, n,; reprezinta numarul de ordine al elementelor pe conturul L;, L2 si respectiv L3, iar

ni, —numarul de ordine al elementelor pe defectul La.
Termenii wj;,wf, ..., v se vor calcula utilizind solutiile din (3.12), (3.14) si (3.16),
substituind in acestea x cu X/ si y cu y"* — 7, in care X", y{" sunt coordonatele locale date de

relatiile (3.40), —;/2 <7 < +[; /2.
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1)+, (x50 =) 77

7)+shy (5.5 =7) s vy =

[[et. (=77 =7)+sL (5.5 - 77) Ja7r;
]I

[ohy (%57 — )+ sk, (5.5 - ) Jdm;

J

unde ¢ = cosy, iar s = siny , determinate cu ajutorul relatiilor (3.42).

In forma matriciala sistemul de ecuatii (3.21) va avea forma

[w;] w1 (w1 [w]
(0,1 16,1 16,1 [6,1]
[m] [m;] [m] [m;]
R Y B R I

sau in forma compacta:

[A](Zn{,+nd)><(2nu+nd) .{X}2f7e+nd = {B}anﬁrn{, .

(3.22.)

(3.24)

(3.25)

Daca se rezolva acest sistem de ecuatii (3.25) vor fi cunoscute toate salturile de pe conturul

placii si cele de pe defect, astfel pot fi calculate deplasarile si eforturile in orice punct din interiorul

placii, acestea fiind exprimate prin salturile obtinute.

De exemplu, daca este necesar de a calcula sdgeata intr-un punct arbitrar £ din interiorul

placii (Fig. 3.6.), expresia va capata forma:

w, = Zg11<wj>+ Z g12<9,y.>—|—2g13<Mnj>+ Z g14<1/,y>+w,f.

JERLAL3

J=n3

Y

Yk

J=ng, JERLAL

X

(3.26)

Fig. 3.6. Pozitia punctului interior in raport cu elementele de frontiera constante
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Unghiul de rotire a sectiunii in punctul & ce actioneaza pe directia d:

ekd = z (Cg21 +Sg31)<wj>+ ' Z (Cg22+sg32)<9nj>+ Z (Cg23 +Sg33)<M,U.>+

J=ng3 J=ERLNL3 J=N2 (3 27)
o 0
+ z (cgy+sgy) <V >+nxl9xk+n 0
J=npyngg

Momentul in punctul £ ce actioneaza pe directia d-:

M= (cztll+s2t21+20st31)<wj>+ > (c2t12+s2t22+20st32)<49nj>+

J=NL3 J=LNL3 g

2 (Pl 208t (M, )+ D (Pl +8 by + 2088, ) (7, ) + (3.28)

J=ng, J=npisngy

2 0 2 0 0
+n My +n M) +2nn M{, .

Forta transversald in punctul k£ ce actioneaza pe directia d:

ol => (ct41+st51)<wj>+ | > (ct42+st52)<l9nj>+ > (ct43+sts3)<Mnj>+

J=ng3 J=RLN L3 J=n.y (3 29)
o o
+ > (cty +sty, <V >+nxka+nyka.
J=npang,

Termenii gi1, g12, ... , ts54 din relatiile (3.26) — (3.29) se vor calcula utilizand solutiile din
(3.12) 51 (3.14), substituind n acestea: x; cu xx $i yi Cu yx.
Xk $1 yx reprezintd coordonatele punctului & in sistemul global;
c= cos(ﬂk - aj); s = sin(,Bk - aj); nx=cosfk; ny=sinfr (Fig.3.6.);

Wi, 02k, ... » Qp reprezintd solutiile in punctul & provenite din sarcina exterioard, care pot fi

Hookok

determinate in functie de tipul sarcinii folosind relatiile (3.20), (3.20%) — (3.20"""), substituind in
acestea x;"* cu xx §i y{" cu yk.
Pentru rezolvarea problemelor clasice ale placilor (fara defecte) in relatiile de mai sus

(3.21) — (3.29.) se vor exclude termenii si solutiile provenite din defect.

3.1.4. Calculul integralelor pe frontiera.

Calculul termenilor din (3.22) contribuie, de reguld, la integrarea unor functii de tipul:lnr,
1/r, 1/r™*1 (n # 0) etc. Aceste integrale pot fi slab singulare, strict singulare, hipersingulare sau
divergente. Metode de rezolvare si regularizare pot fi gasite in lucrarile [45-48, 53, 65, 72, 73, 77-
79, 110, 112-116].

De exemplu, fie integrala hipersingulara:
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(3.30)

2_ .2, 2
unde 7" =X, +);.

0 x

Fig. 3.7. Sistemul global si local de coordonate

Se va cerceta solutia analitica a acestei integrale pentru urmatoarele cazuri posibile:
I. Cdnd nodurile i §i j sunt situate pe elemente diferite(x; # 0; y; # 0). Aceste integrale
nu prezinta singularitdti si pot fi rezolvate prin metode standarde analitice sau numerice [1, 28,
158].
Daca se va trece la sistemul local de coordonate (Fig. 3.7.) solutia integralei (3.30) va fi:
12 1

I = ————dn= L(arctan

—1,/2fiz+()_/l» —77) |)_Ct| |fz| |Y|

l

1./2+Yy, l./2-Yy,
u+arctanu]. (3.31)

I1. Cand nodul i este situat pe axa elementului j (X; = 0).

In caz general solutia integralei (3.30) va fi:

lff 1 1 1
I= [ — an=— 4 . (3.32)
711./2()71. —77)2 Vitl)2 yi=1;)2

1. Cdnd nodul i este situat la capatul elementului j (J_Cl' =0; 5, =-1/2, +lj/2).
Daca se substituie in solufia (3.22) y; = —[; /2 se observa ca primul termen devine infinit.

Se va pastra doar partea finitd a solutiei. Astfel, se va obtine:
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p,f_1=—li. (3.33)

J
n mod analogic, substituind in solutia (3.32) y; = l;/2 al doilea termen devine infinit. Se

va pastra doar partea finita a solutiei:

1
pfl=——. (3.34)
lj
IV. Cand nodul i este situat in centrul elementului j (X; = 0; y; = 0).

In acest caz functia prezinta singularitate in punctul j. Se va utiliza metoda de regularizare

propusa de Hadamard [48]. Solutia integralei devine:

l./'/z 1 4
— . (3.35)

In mod analogic au fost calculate toate integralele necesare.

3.1.5. Transformarea sistemelor de coordonate.
In datele initiale, de reguld, sunt date coordonatele nodurilor elementelor in coordonate

globale (Fig. 3.8.). Coordonatele centrelor elementelor i si j se calculeaza cu relatiile

m_ 1 w1
X :5(xi+l+xi); Yi :E(ym"'yi)- (3.36)

i

Y

Yy

Y

Yisr
Y;

re

Y;
yj+ 7

Fig. 3.8. Coordonatele nodurilor elementelor in sistemul global
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Coordonatele nodului #” in sistemul de coordonate local cu centrul in nodul j” (Fig. 3.8.)

m m __ —m =M .
X —x; =Xx"cosa—y/sina;
. o (3.37)
yi—y; =x"sina+y" cosa;

In forma matriciala relatia (3.37). capata forma:
X =X cosa —sina ||X"
= . (3.38)
X' —x sina cosa ||7,
x" cosa sina ||X —X}
=| . (3.39)
" —sina  cosa || x" —x

sau

Y S
m Y
Y f-mmmmm -
i
ygm _________ | :
| i 9+1
L
e x

J

Fig. 3.9. Coordonatele nodului i” in sistemul de coordonate local cu centrul in nodul j”

Inlocuind in relatia (3.39) cosa prin n.., iar sina prin n;, se obtine:
x" n/onl | |X" =X
=l , (3.1.40.)
7 R | B
unde
. o= V. . X..,—X.
n! =cosa=%; n! =sina=—%; (3.1.41.)

l; — reprezintd lungimea elementului j;
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lf - \/(x/” _xj )2 +(yj+1 _yj )2;

Cosinusurile unghiurilor dintre normalele la doud elemente se determina cu formulele:

cos(8—a)=cos fcosa+sin Bsin f; cosy =n.n! +n'n’;
( ) } sau 4 . y} (3.1.42.)

sin(—a) =sin Bcosa —cos Bsina; sin y = n\n] —n.n’.

unde y—reprezintd unghiul dintre normale nisin; vy =pf —a.

3.1.6. Exemple de calcul a placilor dreptunghiulare in teoria clasica folosind solutiile
discontinue

Pentru a verifica corectitudinea metodei propuse in aceasta lucrare, a fost elaborat un
program de calcul in limbajul de programare Matlab [102, 118, 134] (Anexa 3.). Cu ajutorul
acestui program au fost calculate deplasarile si eforturile placilor cu diferite moduri de rezemare
si diferite tipuri de incarcare. Pentru toate cazurile cercetate s-a ales o placa patrata, frontiera careia
a fost discretizata in 20 de elemente constante conform Fig. 3.10., a, avand coeficientul lui Poisson
v = (0,2. Rezultatele obtinute au fost comparate cu solutiile analitice si cu MEF pentru o retea de

discretizare 10x10 elemente conform Fig. 3.10., b, cu trei grade de libertate in nod.

Y Y
% 15 14 | 13 12
- 11
[E] 2 = o |
& |
17 @ @10
o Oy 3
18 @ o &
g —f— — s Y
19 & $s t % *
I | o 5
20 ! % ol
&)
__21E®®' @‘ @' @'@). 1 [D@E @0|®m | @0
1 2 3 4 5 6
| @ ! a=70 elem. _

a) b)

Fig. 3.10. Placa discretizata: a) MEFr; b) MEF
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a) Placa dreptunghiulara simplu rezematd pe toate laturile, solicitatd de o fortd concentrati.
Schemele de calcul pentru placa simplu rezemata pe toate patru laturi [39], incarcata de o

forta concentrata sunt prezentate in Fig. 3.11. si Fig. 3.12.

Y y Y
_ e = 3
S | < e 4
SN } . I |
| |
° ‘ F R \
I _ I e e
l ™ " | \
o | \ | _ ‘
) ! b [
S| | ol | A |
|
,4L ___________ J \ | ‘
o) | |
a2 a2 ‘ ¢ ! |
1 J
F a
— %

Fig. 3.12. Schema de calcul a placii pentru

Fig. 3.11. Placa patrata, simplu rezemata metoda analitica
pe toate laturile

In continuare sunt prezentate rezultatele obtinute cu ajutorul programului de calcul
prezentat In Anexa 3., pentru o placa patratd simplu rezemata pe toate laturile, solicitata la centru
de o forta concentrata F' (Fig.3.11.).

Rezultatele obtinute prin MEFr bazate pe solutii discontinue au fost comparate cu cele
obtinute prin MEF si cu cele analitice, pe sectiunea centrald y = 0. Acestea sunt prezentate sub

forma de diagrame (Fig. 3.17., 3.18.) conform schemei de calcul din Fig. 3.11.

0
. i.m
4 3 2 0 1 2 3 4 03484
X

Fig. 3.13. Campul deplasarilor verticale w Fig. 3.14. Campul momentului de
in placa simplu rezemata pe toate laturile, incovoiere M, in placa simplu rezemata pe
prezentat pe schema deformata toate laturile
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. T 0.03 .
?—) &S 002 3 0.6

5 04
0.01
4 02

- o .0 @. o
! 0.0 -1 -0.2
= i . 2 0.4
? i -3 -0.6
! Q 2 A 0 1 2 (‘E . 4 -0.8
Fig. 3.15. Campul momentului de torsiune Fig. 3.16. Campul fortei transversale Q. in
My, in placa simplu rezemati pe toate placa simplu rezemata pe toate laturile

laturile

Pentru calculul analitic s-au folosit solutii sub forma de serii simple, care pot fi gasite in
[123]. Expresia generala a sdgetii pentru placa solicitatd de o forta concentratd F aplicata intr-un

punct 4 situat pe axa x (Fig. 3.11.) are forma:

) hmﬂgshmﬂx
Fa & a a o
= 1 th h—2(b-2y)——2(b-2y)ch—2(b-2 d d
Y 27:30,,,2_‘;{( +a, tha, Jsht (b=2y) == x(b=2y)ch = ( y)} weha
(3.43)
unde amzmﬂb
2a

Solutia (3.43) este valabila pentru y > 0.
Expresiile pentru eforturile interioare pot fi obtinute cu ajutorul relatiilor (1.13) si (1.15)
prin diferentierea solutiei (3.43).

Pentru sectiunea centrald y = 0 momentele de incovoiere vor capata forma:

. mr& _
., sin
xy_():% Ta (1+v)tham—(1;:ia’" sinmzx;
" - " (3.44)
F & Sinmﬂég (1+V)a | mrx
‘ =—>» — 4| (1+v)the, + " |sin .
=0 2zeH om | " ch’a, | a
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

=0=MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.17. Sageata w pe sectiunea centrala y =0

0 0,1 0,2 03 04 05 o6 07 08 09 1

TS 1
-0,15 \x‘ 1/
\ [/

-0,25 \ I

o \ |/
-0,35 Y
0,4

—©—MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.

M, /F

Fig. 3.18. Momentul de incovoiere M, pe sectiunea centrali y =0

Valorile sagetii si ale momentului e pentru v = 0,2 sunt pezentate in Tabelul 3.1:

Tabelul 3.1. Deplasari, eforturi si devieri pentru placa simplu rezemata

Deplasarea Efortul Devieri fata de metoda analitica
Metoda ) .
W0 X Fa™ | D M | xF Aw, % AM %
y=0 y=0
Analitic 0,0116 0,354
MEF 0,0117 0,348 0,86 1,69
MEFr 0,0118 0,350 1,7 1,13
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b) Placa dreptunghiulara simplu rezemata pe toate laturile, solicitati de o incdrcare uniform

distribuita pe toatd suprafata.

Y Y Y
fF——— =1 R d ~
| | . Y
ol .- o] | |
: _ : 7 SO |
: : T 1] = -~ | |
3 .- | - |
S I ] | ¥
H————————— el aaat) SN |
a2 a2 ‘ o : :
‘ t —_— |
g
TR RN 4
T
g z
Fig. 3.19. Placa patrata, simplu rezemata Fig. 3.20. Schema de calcul a plicii pentru
pe toate laturile metoda analitici

In continuare sunt prezentate rezultatele obtinute cu ajutorul programului de calcul
mantionat anterior (Anexa 3.) pentru o placd patratd simplu rezemata pe toate laturile, Incarcata

cu sarcina uniform distribuita pe toata suprafata (Fig. 3.19.).

Fig. 3.21. Campul deplasarilor verticale w Fig. 3.22. Campul momentului M, in placa
in placa simplu rezemata pe toate laturile simplu rezemata pe toate laturile
prezentat pe schema deformata

Rezultatele obtinute prin MEFr bazate pe solutii discontinue au fost comparate cu cele
obtinute prin MEF si cu cele analitice, pe sectiunea centrala y = (0. Acestea sunt prezentate sub

forma de diagrame (Fig. 3.25., 3.26.) conform schemei de calcul din Fig. 3.19.
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(]

=

o

b

&

43 2 A

o 1 2 3 4 -4 -3 2 -1 u] 1 2 3 4
* X

Fig. 3.23. Campul momentului M,, in Fig. 3.24. Campul fortei transversale Qx in
placa simplu rezemata pe toate laturile placa simplu rezemata pe toate laturile

Pentru calculul analitic s-au folosit solutii sub forma de serie simpla, care pot fi gasite in
[123]. Solutia generald a sdgetii pentru placa solicitata de o incarcare uniform distribuita g pe toata

suprafata (Fig. 3.20.) este data de expresia:

4 £
WO=4q5a z LS 1_2+0(mth05mch2a'my+ a, 2_ysh2amy sinmﬂx, (3.45)
7D, 5% m 2che, b 2che, b b a
b
unde « =

BUACEEINTEE m{Amchmﬂy+

m=13,5 a
+Bm(m7zyshm7zy_ 2v Ly }Smmﬂx
a a 1-v a a
(3.1.46.)
xX\a—x ks
M‘ =2 ( )—(l—v)qa2ﬂ2 D> m*| A, YL
7ly=0 2 m=13,5... a

a a 1-v a
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x/a
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

-0,0005
-0,001 \ /

-0,0015 \ /
-0,002

-0,0025 \ /
-0,003

-0,0035
-0,004
-0,0045

wD/qa?

=@=MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.25. Sageata w pe sectiunea centrala y =0

x/a
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

—&—MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.26. Momentul de incovoiere M, pe sectiunea centrala y =0

Valorile sagetii si ale momentului de Tncovoiere pentru v = 0,2 sunt prezentate in Tabelul 3.2.

Tabelul 3.2. Deplasari, eforturi si devieri pentru placa simplu rezemata

Deplasarea Efortul Devieri fata de metoda analitica
Metoda A 5 5
weoxga' /D M |-oxqa Aw, % AM %
y=0 y=0
Analitic 0,00406 0,0442
MEF 0,00410 0,0448 0,99 1,36
MEFr 0,00415 0,0449 2,2 1,58
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¢) Placa dreptunghiulard incastratd pe toate laturile, solicitati de o forta concentrata.

Yy v

a2

a2

‘ a2 a /2 ‘

4 N E oy

Fig. 3.27. Placa patrata, incastrata

Y
T e
A ™ ™

U AR i

= A ™,
i o L
|"1 [3 ‘\ T

co | T an

NG o
M- -~ AP
S et

a2 a/ 2

Fig. 3.28. Schema de calcul a placii pentru
metoda analitica

Cu ajutorul programului de calcul (Anexa 3.) s-au obtinut cAmpurile pentru o placa patrata

incastrata pe toate laturile, solicitata la centru de o fortd concentrata F' (Fig. 3.27.).

Fig. 3.29. Campul deplasarii verticale w in
placa incastrata pe toate laturile

-0.02
-0.04
-0.06
-4 -3 -2 -1 1} 1 2 3 4
X

Fig. 3.31. Campul momentului de torsiune
M,y in placa incastrati pe toate laturile

=]

N
i s EN = oW I

0.05
0
-0.05
0.1
-0.15
0.2
-0.25

Fig. 3.30. Campul momentului incovoietor
M in placa incastrata pe toate laturile

0.6
0.4
! 0.2

0
} -0.2
- -0.4
i -06

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
I3

Fig. 3.32. Campul fortei transversale Q. in
placa incastrata pe toate laturile

403 2 A a 1 2

X

3 4
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Rezultatele obtinute prin MEFr bazate pe solutii discontinue au fost comparate cu cele
obtinute prin MEF si cu cele analitice, pe sectiunea centrald y = 0. Acestea sunt prezentate sub
forma de diagrame (Fig. 3.33., 3.34.) conform schemei de calcul din Fig. 3.27.

Pentru calculul analitic s-au folosit solutii sub forma de serie simpla, care pot fi gasite In
literatura de specialitate [123]. Solutia generalda a sagetii pentru placa solicitatd de o forta
concentratd F aplicatd in centrul placii (Fig. 3.28.) se va determina prin suprapunerea deplasarilor
provenite din momentele de incovoiere distribuite de-a lungul marginilor peste cele ale unei placi
simplu rezemate.

Deplasdrile unei placi dreptunghiulare simplu rezemate, incédrcata la centru de o forta
concentrata poate fi determinata introducand 1n expresia (3.45): @/2 inlocde ¢ si x +a/2 in loc

de x. Astfel, in noile coordonate solutia (valabild pentru y > 0) va avea forma:

Y Lo th-—9n |ch T7Y g Y Y 4y g sh Y TR o Y
27r D, 3. m a ch"«a, a a a a a a
(3.47)

Deplasdrile provenite din momentul distribuit pe marginile y = + b/2 vor fi:

1)(m—1)/2

z Em cos mﬂx(mﬂy sh 222 -a, tha, ch m;ryj (3.48)
ml 5, m ChOC a a a a

Deplasdrile provenite din momentul distribuit pe marginile x = + a/2 vor fi:

(m-1)/2
= (-1) mxy ( mrx | mrx murx
F cos sh -p,thp ch . 3.49
2;:20,,1;5 " michp, b(b p Pl bj (349)
mmh mra
unde am:— =
2b

In final, deplasarea unei plici dreptunghiulare incastratd pe contur se va calcula cu relatia:
w=w, +w +w, (3.50.)
Daca se va cerceta o placa patrata, atunci coeficientii En = Fim
Ei=-0,1025 F, E3=0,0263 F, Es=0,0042 F, E7=0,0015F, ...

Momentul de incovoiere de-a lungul marginii y = + b/2 va fi:
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M = i (—1)(’"71)/2 E, cos 2t (3.51)

m=1,3,5,... a
0
-0,001
y, 0,002 &\ /{
% 0,003
?
-0,004
-0,005
-0,006
-05 -04 -03 -02 -01 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
x/a
—©— MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.
Fig. 3.33. Sageata w pe sectiunea centrala y =0
0
-0,05
&
gﬁx
ol \Y(
-0,15

-5 -04 -03 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
x/a
——©—MEFr —6—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.34. Momentul de incovoiere M, pe marginea y ==+ b/2

Valorile sagetii w si ale momentului Mx pentru v = 0,2 sunt prezentate in Tabelul 3.3.

Tabelul 3.3. Deplasiri, eforturi si devieri pentru placa incastrata

Deplasarea Efortul Devieri fata de metoda analitica
Metoda , S
Wx:()XF(l /D Mxxzo xF Aw, % AMx,%
y=0 y=1b/2
Analitic 0,00555 0,0126
MEF 0,00555 0,0124 0,00 1,59
MEFr 0,00556 0,0124 0,18 1,59
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d) Placa dreptunghiulara incastrata pe toate laturile, solicitatid de o incdarcare uniform

distribuita pe toatd suprafata

Y Y Y jJA(
el | el e
[ L J S 7!
¥ - 1 T B
® g ] E AT a0
Nj o T L] z { |7 T
\ :: | % F |\ T
‘ : NG n
a,/2 a2 ‘ Ty b X
; | e SSE T
o a,/2 a/2
z P N
Fig. 3.36. Schema de calcul a placii pentru
Fig. 3.35. Placa patrata incastrata pe toate metoda analitica
laturile

Analogic cazurilor precedente s-au obtinut cAmpurile pentru o placa patrata incastrata pe

toate laturile, incarcata cu sarcind uniform distribuita pe toata suprafata (Fig. 3.35.).

)
3
j 2
1
0
-1
-2
4324 0 1
X

2 3 4

Fig. 3.37. Campul deplasarii verticale w in Fig. 3.38. Campul momentului incovoietor
placa incastrata pe toate laturile M in placa incastrata pe toate laturile

Fig. 3.39. Campul momentului de torsiune Fig. 3.40. Campul fortei transversale Qx in
M,, in placa incastratd pe toate laturile placa incastrata pe toate laturile
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Pentru calculul analitic s-au folosit solutiile din [123]. Solutia generald a sagetii pentru
placa solicitata de o sarcind ¢ uniform distribuita pe toata suprafata (Fig. 3.36.) se va determina
prin suprapunerea deplasarilor provenite din momentele de incovoiere distribuite de-a lungul
marginilor peste cele ale unei placi simplu rezemate.

Expresia pentru deplasarea verticald a unei placi dreptunghiulare simplu rezemate,
solicitata de o sarcina uniform distribuitd pe toatd suprafata se determina cu relatia (3.45), iar
deplasarile provenite din momentele distribuite pe marginile placii — cu relatiile (3.48) si (3.49).

In final, deplasarea unei plici dreptunghiulare incastrati pe contur se va calcula prin relatia

(3.50). Daca se va cerceta o placa patrata, atunci coeficientii Em = Fin.

2 2 2 2
E =-037212% £ 20038029 £ = 001774%% | £ = 00085229 .
T

T T T

Momentul de incovoiere de-a lungul marginii y =+ b/2 se va calcula prin relatia (3.51).

-05 -04 -03 -02 -01 0 o1 02 03 04 05

—0— MEFr —6—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.41. Sageata w pe sectiunea centrala y =0

-0,005 N\ *4“
-0,015
N\§;-o,025 \ /
=".0,035
-0,045 L. AT

-05 04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05

x/a
—©— MEFr —=©— MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.42. Momentul de incovoiere M, pe marginea y =+ b/2
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Valorile sagetii si ale momentului de Incovoiere pentru v = 0,2 sunt prezentate in Tabelul 3.4.

Tabelul 3.4. Deplasari, eforturi si devieri pentru placa incastrata

Deplasarea Efortul Devieri fata de metoda analitica
Metoda A ) 5
WeoXxqa /D M |0 xqa Aw, % AM | %
y=0 y=tb/2
Analitic 0,00126 -0,0517
MEF 0,00129 -0,0506 2,38 2,17
MEFr 0,00126 -0,0506 0,00 2,17

e) Placa dreptunghiulara avind doud laturi opuse simplu rezemate, o laturad incastrata si cea

opusd liberd, solicitati de o forta concentrata la centru.

Y y y
T |
~| } | |
N \ : :
! _ | FA . | |
: } x = | I
g : \ o) : :
! | 1 |
- e | |
a/ 2 a2 ! : = :
F I | @
5L & @
Fig. 3.43. Placa patratd avand diferite Fig. 3.44.Schema de calcul a placii pentru
moduri de rezemare metoda analitica

In continuare sunt prezentate rezultatele obtinute cu ajutorul programului de calcul

prezentat in Anexa 3 pentru o placd patratd avand doua laturi opuse simplu rezemate, o latura

005
o
0.05
0.1
0,15

- 0.2

h -0.25

’ 03

’ -0.35

4 3 2 1 0 1 2 3 4
X

incastrata si cea opusa — libera [41] (Fig. 3.43.).

Fig. 3.44. Campul deplasarii verticale w in Fig. 3.45. Campul momentului incovoietor
placa cu diferite conditii de rezemare M, in placa cu diferite conditii de
rezemare
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015

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

A X
Fig. 3.46. Campul momentului incovoietor Fig. 3.47. Campul momentului de torsiune
M, in placa cu diferite conditii de rezemare M,, 1in placa cu diferite conditii de
ynp y
rezemare
4 0.8 4 0.6
3 0.6 3 04
E 0.4 2 02
1 0.2 1 il i
= 0 1
1 02 : ]
-0.4
-2
2 0.4
3 -0.6
3 1 06
b, . . ) ) ) ) . -0.8
AL . . . . . . 1 0s [ i 1 2 E 4
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 X
X . A . A
Fig. 3.48. Campul fortei transversale Q. in Fig. 3.49. Campul fortei transversale O, in
placa cu diferite conditii de rezemare placa cu diferite conditii de rezemare

Rezultatele analitice au fost obtinute pentru schema de calcul din Fig. 3.44. Pentru calculul
analitic s-au folosit solutiile din [38]. Solutia generala a sagetii pentru placa solicitata de o forta
concentrata F este necesara de a fi devizata in doud parti, in care 0 <y < yo s1 yo<y < b. Astfel

expresia deplasdrii pentru prima parte va avea forma:

w, = (B,a,ysha,y+C,sha,y+D,a,ycha,y)sina,x, (3.52)

m=1,3,5...

iar pentru a doua parte:

w, = {B,a,ysha,y+C, sha,y+D,a,ycha,y-
m=1,3,5...

(3.53)

Y sina,x,[sha, (y-y,)-a,(y-y,)cha, (y—yo)]}sin a,x.

m

Constantele de integrare Bm, Cm $1 Dm au forma:
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2(1+v) S, +(1-v)x, [ 2C, +(3+v) S8, [+(1-v) S, p

B, = > sina,,x,,
(B+v)(1-v)S* +(1-v) * +4 aDa;,
(B+v)(1-v)S(S,+5,C) ) +4C, —2(1-v) K, S, +(1-v) k(S,+5,C) P
C, = 5 . -sina,, x,,
B+v)(1-v)S*+(1-v) x> +4 aDa’
D, =-C,.

unde: Kk =a,b; kK, =@,y K, =, (b—y,); C=chk; S =shx; C, =chx,; S, =shx,;
C, =chk,; S,=shx,.

Expresiile pentru eforturile interioare pot fi obtinute utilizand relatiile (1.13) si (1.15).

0 \ /n
-0,002

-0,004
-0,006
-0,008

-0,01
-0,012
-0,014

wD/Fa?

-05 -04 -03 -02 -01 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

—©—MEFr —6—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.50. Sageata w pe sectiunea centrala y =0

0 a\ﬁ\
-0,002
-0,004 \
-0,006 \
-0,008 \
-0,01
-0,012
-0,014
-0,016
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-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

b
——©—MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.51. Sageata w pe sectiunea centrala x =0

92



-0,35
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—O0— MEFr —©—MEF =£A=Sol. Analit.

Fig. 3.52. Momentul de incovoiere M, pe sectiunea centrali y =0

0,3
0,2
0,1

S &—0
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-0,2
03 \Y/
-0,4

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
b

—6— MEFr —©—MEF

Fig. 3.53. Momentul de incovoiere M, pe sectiunea centrald x =0
Valori maximale ale sagetii, momentului Tncovoietor si devieri sunt prezentate in Tabelul 3.5.

Tabelul 3.5. Rezultate pentru placa cu diferite moduri de rezemare

Metoda Deplasarea Efortul Devieri fata de metoda analitica
W xFa’ /D M | xF Aw, % AM o
y=0 y=0
Analitic 0,01310 0,3692 - -
MEF 0,01243 0,3490 5,11 5,47
MEFr 0,01276 0,3530 2,59 4,39
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3.1.7. Exemplu de calcul a placilor cu defect.

Drept exemplu, s-a cercetat o placa patratd de dimensiunea 10x10 m, incastratd pe toate
laturile si incarcata cu o sarcind uniform distribuitd p = 10 kPa pe toata suprafata, avand pe directia
axei y un defect de lungimea ys = 2.0 m, situat la distanta xs = 1.5 m fata de centrul placii (Fig.

3.54.). Grosimea placii 6 = 0.4 m; E=2.7 - 10’ MPasi v=0.2.

Yy Y
@ : @ : ®= @ : (0]
LY ®
¥ e B + | +
° i ) @ @
_ ] + @+
k * [ %@ N O
E\i de fect T @ T
o | 2 ) @
3 4 | +
29 ©
a,/2 a2 D I @ I ®= @ I 6]
Fig. 3.54. Placa incastrata cu defect Fig. 3.55. Schema discretizarii conturului

placii cu defect

Defectul cercetat prezinti o articulatie plastica. In acest caz, unghiul de rotire in directia
normalei la marginea defectului va avea salt: (6,,) # 0, iar de-a lungul defectului poate fi prescrisa

urmatoarea conditie: M,, + My = 0.

Conturul placii a fost discretizat in 20 de elemente de frontiera, iar defectul in 4 elemente

(Fig. 3.55.). In urma calcului cu ajutorul programului prezentat in Anexa 3. s-au obtinut cAmpul

deplasarii si ale tensiunilor.

Deplasarea verticala W -4

1000

500

o

-500

-1000

5 0 5 5 5 100
X
Fig. 3.56. Campul deplasarilor verticale w Fig. 3.57. Campul tensiunilor normale o\
in placa cu defect [m] in placa cu defect [kPa]
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300
500

200

100

-500

-1000

1500 5

0 5 -5 0 5

X X
Fig. 3.58. Campul tensiunilor normale o, Fig. 3.59. Campul tensiunilor tangentiale
in placa cu defect [kPa] Txy in placa cu defect [kPa]

5

Fig. 3.60. Campul tensiunilor tangentiale Fig. 3.61. Campul tensiunilor tangentiale
Tx; In placa cu defect [kPa] 7y; in placa cu defect [kPa]

In campul deplasarilor (Fig. 3.56.) se observi o excentricitate a deplasarilor maximale fati
de centrul placii, care se extind pana la distanta xs = 1.5 m. De asemenea, au loc concentrari ale
tensiunilor la capetele defectului (Fig. 3.57. - 3.61.), asa cum si era de asteptat.

Rezolvarea problemelor cu defecte a fost abordata si in lucrarile [18, 25, 30-32, 35, 54, 55,

81, 118, 130, 131, 135, 154, 156].

3.1.8. Exemplu de calcul a plicii avind conditii de rezemare mixte pe contur.

Drept exemplu, s-a cercetat o placa patrata de dimensiunea 11x11 m, avand conditii mixte
pe contur (Fig. 3.62.) si incarcata cu o sarcina uniform distribuitd p = 1,0 kPa pe toata suprafata.
Grosimea plicii 6 = 0.226 m; E= 1,0+ 10° MPa siv=10.2.

Fiecare laturd a placii a fost discretizata in cate 11 elemente de frontierd constante, cu
lungimea de 1m (Fig. 3.63.), astfel incat fiecare element invecinat sd aiba moduri diferite de

rezemarc.
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Fig. 3.62. Placa patrata avand conditii mixte Fig. 3.63. Schema discretizarii conturului
pe contur. placii avand conditii mixte.

In urma calculului cu ajutorul programului descris in Anexa 3. s-au obtinut campul

deplasarilor verticale si ale tensiunilor.

0
]
4
3 -0.05
2
1 -0.1
= 0
R -0.15
-2
3 02
4
5
-0.25
-5 0 5
H
Fig. 3.64. Campul deplasarilor verticale w Fig. 3.65. Momentul M, in placa avand
in placa avand conditii mixte pe contur [m] conditii mixte pe contur [KNm/m]

Fig. 3.66. Momentul M, in placd avand Fig. 3.67. Momentul M,, in placd avind
conditii mixte pe contur [kKNm/m] conditii mixte pe contur [KNm/m]
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Fig. 3.68. Forta transversala Q. in placa Fig. 3.68*. Forta transversald Q, in placa
avand conditii mixte pe contur [KN/m] avand conditii mixte pe contur [KN/m]

In MEF rezolvarea acestei probleme intampina dificultiti, intrucat conditiile la limitd sunt
prescrise in nodurile elementului finit, dar nu direct pe lungimea laturii acestuia. Acest lucru
genereazd ,,conflict” intre elementele Tnvecinate cu moduri diferite de rezemare, dar care au nod
de conectare comun. Daca pentru exemplul cercetat se va utiliza o retea de discretizare de 11x11
elemente finite cu lungimea laturii de 1 m, in urma introducerii conditiilor la limitd va rezulta ca
laturile x = -a/2, x = +a/2 si y = -b/2 sunt incastrate, iar latura y = +b/2 este simplu rezemata (Fig.
3.62.), si nu va corespunde conditiilor problemei. Pentru a obfine rezultate adecvate va fi nevoie
de a discretiza placa intr-un numar mult mai mare de elemente finite, astfel Incat influenta
nodurilor de ,,conflict” sa fie minimalizata, sau de a introduce noduri duble la conexiunea dintre
elementele invecinate care au diferite moduri de rezemare, pentru a putea face posibild
introducerea diferitor conditii limita. Acest lucru nu prezinta o rezolvare directd a problemei, ci

mai degraba o ,,improvizare”.

3.1.9. Exemple de calcul a placilor circulare in teoria clasica folosind solutiile discontinue
Pentru placi circulare avand diferite moduri de rezemare si solicitare solutiile pot fi obtinute
efectudnd trecerea de la coordonatele carteziene la cele polare [89, 91]. Astfel, pentru a obtine
solutiile provenite din defectul de pe contur este necesar de a substitui in relatiile (3.12) , (3.14) si
(3.16):x =7r-cos@ siy =r1-sing.
Solutia in punctul K provenita din sarcina exterioara, datd de o fortd concentratd (Fig.

3.68*) aplicata in punctul M va capata forma:

F _,. _
F 7 In7 (3.54)
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— 2 2
unde V=\/(x—cf) -I-(y—ﬂ) .
Pentru o sarcina distribuitd pe o fasie inelara (Fig. 3.69) solutia poate fi obtinuta prin

integrarea expresiei (3.54):
b2rx

wi :”(72 In7)p-dp-do (3.55)

a 0

unde: 72 =1r%2+p?—2rcosy, iary =¢@ —0

0 £ x
Fig. 3.69. Transformarea coordonatelor Fig. 3.70. Placa circulara incarcata cu o
carteziene in polare sarcind distribuita pe o fasie inelara

Pentru calculul cu ajutorul programului elaborat in limbajul de programare Matlab, ca
exemplu pentru placile circulare cercetate, a fost selectata o placa, avand raza R = 10 m si
rigiditatea cilindricd D = 1, coeficientul lui Poisson v = 0,2. Conturul placii a fost discretizat in 32
de elemente de frontierd constante (Fig. 3.71, a). Pentru comparatia cu MEF, suprafata placii a
fost discretizatd In 320 de elemente finite cu cate 4 noduri (Fig. 3.71, b). Au fost analizate trei
cazuri: placd simplu rezemata incarcata cu o fortd concentrata in centru; placa incastratd incarcata
de o sarcind uniform distribuitd pe toatd suprafata si placd avand o jumatate din lungimea

conturului incastrata, iar cealaltd simplu rezemata fiind incarcata cu sarcind uniform distribuita.
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a) b)
Fig. 3.71. Placa circulara discretizata: a) MEFr; b) MEF

a) Placa circulara, simplu rezematd, incdrcata cu o fortd concentratd in centru.
In exemplul ce urmeaza sunt prezentate rezultatele obtinute cu ajutorul programului de
calcul prezentat in Anexa 3., pentru o placa circulara simplu rezemata pe contur, solicitata la

centru de o fortd concentratd F (Fig. 3.72.).

Deplasarea verticala W

Y

P

lF
2 oz L X

Fig. 3.72. Placa circulara simplu rezemata, Fig. 3.73. Campul deplasarilor verticale w
incircata cu o forta concentrati la centru in placa circulara simplu rezemata
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Deplasarea verticala W

Fig. 3.74. CAmpul momentului radial M, in Fig. 3.75. Campul fortei transversale
placa circulara simplu rezemata radiale O, In placa circulara simplu
rezemata

Pentru calculul analitic s-au folosit solutiile descrise in [123]. Expresia generala a sagetii

in orice punct situat la distanta r fata de centrul placii are forma:

w= F 3-I_—V(Rz—rz)+2r2 In— (3.56)
lozD| 1+v R
Momentul pe directie radiala:
F R
M =—(1 In— 3.57
" 47r( +v)ln r (3:57)

Rezultatele obtinute prin MEFr au fost comparate cu cele obtinute prin MEF si cu cele

analitice, pe o sectiune radiald. Acestea sunt prezentate sub forma de diagrame (Fig. 3.76., 3.77.)

/2R
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

-0,0: \ /®
-0,02 \ /
-0,03 \ /

-0,04

wD/FR?

-0,05

-0,06
=@=MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.

Fig. 3.76. Sageata w pe o sectiune radiala
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05 04 03 02 -01 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0
-0,05 N /M
0,1
-0,15 \\ /
% <02
= 0,25 R ?
s \ |/
\ |/

-0,35
o \/
-0,45 ¥

MEFr ©— MEF 4—Sol. Analit.

Fig. 3.77. Momentul radial M, pe o sectiune radiala

In Tabelul 3.6. sunt prezentate devierele fati de solutiile analitice.

Tabelul 3.6. Rezultate pentru placa circulara simplu rezemata

Metoda Deplasarea Efortul Devieri fata de metoda analitica
wl_xFR*/D M| _  xF Aw, % AM v
Analitic 0,05305 0,2199 - -
MEF 0,05298 0,2143 0,13 2,55
MEFr 0,05273 0,2193 0,60 0,27

b) Placa circulard, incastratd, incarcata cu sarcind uniform distribuita pe toata suprafata.
In exemplul dat sunt prezentate rezultatele obtinute cu ajutorul programului de calcul
prezentat in Anexa 3., pentru o placad circulara incastratd pe contur, Incarcatd cu sarcind

uniform distribuitd g pe toatd suprafata (Fig.3.78.).
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Fig. 3.78. Placa circulara incastrata, Fig. 3.79. Campul deplasarilor verticale w
incircata cu sarcina uniform distribuita in placa circulara incastrata

pe toata suprafata

Momentul radial Mr Forta taietoare radiala Qr

k] € 4 2 0 2 4 3 8 El 5 -+ 2 0 2 4 6 8
X X

Fig. 3.80. Campul momentului radial M, in Fig. 3.81. Campul fortei transversale
placa circulara incastrata radiale Q. in placa circulara incastrata

Pentru calculul analitic s-au folosit solutiile descrise n [123]. Expresia generala a sdgetii

in orice punct situat la distanta » fata de centrul placii are forma:
w=—T_(R*-r) (3.58)

Momentul pe directie radiala:
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M, =%|:R2(l+v)—r2 (3+v)] (3.59)

/2R
0

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0
-0,002
-0,004
% 0,008
§ -0,01 AN /
-0,012 \ /
-0,014
-0,016
-0,018
=—&=MEFr —©—MEF —A—Sol. Analit.
Fig. 3.82. Sageata w pe o sectiune radiala
/2R
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0,15
0,1
~ 0,05
%
-
o \T\T/T/
0,1
—&—MEFr —6—MEF —A—Sol. Analit.
Fig. 3.83. Momentul radial M, pe o sectiune radiala
Tabelul 3.7. Rezultate pentru placa circulara incastrata
Metoda Deplasarea Efortul Devieri fata de metoda analitica
Wr:quR4/D M, r:inqu Aw, % AM | o
Analitic -0,01563 -0,1250 - -
MEF 0,01534 -0,1109 1,86 11,3
MEFr 0,01538 -0,1163 1,60 7,0
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¢) Placa circulard incastrata pe o jumdatate de contur, iar pe cealaltid — simplu rezematda,

incdrcatd cu o fortd concentratd in centru

In exemplul ce urmeazi sunt prezentate rezultatele obtinute cu ajutorul programului de

calcul prezentat iIn Anexa 3., pentru o placa circulara incastratd pe o jumatate de contur, iar pe

cealaltd jumatate este simplu rezemata. Placa este solicitata la centru de o fortd concentrata F

(Fig. 3.84.).

7
.
z

L x

Fig. 3.84. Placa circulara simplu rezemata,
incircata cu o forta concentrati la centru

Momentul radial Mr

0.15

Fig. 3.86. Campul momentului radial M, in
placa circulara aviand jumaitate de contur
incastrata, iar cealalta simplu rezemata.
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Deplasarea verticala W
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[

Fig. 3.85. Campul deplasirilor w in placa
circulara avind jumatate de contur
incastrata, iar cealalta simplu rezemata.

Forta taietoare Qr

Fig. 3.87. Campul fortei tdietoare Q. in
placa circulara aviand jumatate de contur
incastrata, iar cealalta simplu rezemata.



Rezultatele obtinute prin MEFr au fost comparate cu cele obtinute prin MEF pe o sectiune

radiala. Acestea sunt prezentate sub forma de diagrame (Fig. 3.88., 3.89.).

05 04 -03 -02 01 "R 01 02 03 04 05

-0,00(5J o'\ /
-0,01 \ /

-0,015 \\
-0,02

-0,025

wD/qR*

-0,03

—6—=MEFr  —&—MEF

Fig. 3.88. Sageata w pe sectiunea centrala x =0

/2R
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,15
01 &,
0,05
0 \e\
-0,05

-0,1 R
-0,15 \
-0,25 \ /

03 \|/
-0,35 Y

-0,4

—&—MEFr —6—MEF —A—Sol. Analit.

M. /qR?

Fig. 3.89. Momentul radial M, pe sectiunea centrala x =0

Tabelul 3.8. Rezultate pentru placa circulara cu diferite moduri de rezemare

Metoda Deplasarea Efortul Devieri fata de MEF
w|r_0><FR2/D M |y XF Aw, % AM o,
- =
MEF 0,026678 -0.084801 - -
MEFr 0,027145 -0.093834 1,75 10.65
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d) Placa circulard, incastratd, incdrcatd cu o fortd excentricd.
Pentru o placd incastratd pe contur, actionatd de o fortd concentratd intr-un punct arbitrar
A (Fig.3.90), solutia analitica unitarad poate fi cercetatd in [84, 85] folosind functiile de influenta

Green. Expresia acestei functii are forma:

1 1

S la* - 2|
87D| 2a

(@ = )(@* - l¢T )~ |-~ ¢ m =] (3.60)

ul2e) PRy

unde: z = r(cos 0 +isin 9) reprezinta punctul in care se calculeaza sageata;
= ,O(COS!// +1i sinl//) reprezintd punctul de actiune a fortei concentrate.

Bara deasupra { exprima valoarea conjugata, Z = p(cos W —isiny ) .

Pastrand doar partea reala a functiei (3.60) solutia sagetii intr-un punct arbitrar M al placii

va capata forma:

(3.61)

unde: R, =Re|z—§|:\/r2 +p> =2rp(sin@siny +cosfcosy) ;

R, =Re(zf)=rp(sint9$im//+cos6’cosy/).

Campul deplasarilor verticale obtinut prin MEFr pe baza solutiilor discontinue este
prezentat in Fig. 3.91. Rezultatele obtinute au fost comparate cu MEF si solutia analitica (3.61)
exprimatd prin functia Green pentru o sectiune radiala ce trece prin punctul de aplicare a fortei
concentrate (Fig. 3.92.). Pentru simplitatea calculului au fost introdusi urmatorii parametri:
rigiditatea cilindrici D =1 m*; coeficientul lui Poisson v=02; a=10m;p=3m; F=1N;

0=y =m/4.
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Deplasarea verticala W

0.2

04

06

-0.8

Fig. 3.90. Placa circulard incastrata, Fig. 3.91. Campul deplasarilor verticale w
incircata cu o forta excentrica in placa circulara incastrata, incircata cu
o forta excentrica

/R
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

wD/FR?

=@=MEFr —©—MEF —2—Sol. Analit.

Fig. 3.92. Sageata w pe sectiunea 0 = n/4
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In Tabelul 3.9. sunt prezentate devierele fati de solutiile analitice.

Tabelul 3.9. Rezultate pentru placa incastrata actionata de o forti excentrica

Metoda Deplasarea Devieri fata de metoda
wl,-s x FR*/ D analitica
o=0 Aw, %
Analitic 0,016473 -
MEF 0,016198 1,67
MEFr 0,016322 0,92

3.1.10. Exemple de calcul a plicilor de contur arbitrar in teoria clasica folosind solutiile

discontinue

a) Placa de o formd combinata dintr-un dreptunghi si semicerc, avind diferite conditii de

rezemare pe contur

In acest exemplu se propune spre analizi o placi avand conturul format dintr-un dreptunghi

si un semicerc (Fig. 3.93, a), latura y = -//2 fiind simplu rezemata, laturile x = -//2 si +//2 sunt

incastrate, iar conturul semicercului de raza R — liber. Placa este solicitata de o sarcind uniform

distribuitd g pe o suprafatd patratd cu latura a.

Pentru calculul prin MEFr conturul placii a fost discretizat in 36 elemente (Fig. 3.93, b),

iar pentru calculul prin MEF suprafata placii a fost discretizata in 96 elemente (Fig. 3.93, c).

Pentru simplitatea calculului au fost introdusi urmatorii parametri: rigiditatea cilindrica

D =1m* coeficientul lui Poisson v=0; /=10m;razaR=5m;a=2m; g =1 N/m>.

Y
R X
N
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a) b)

Fig. 3.93. Placa de forma combinata dintr-un dreptunghi si semicerc: a) schema de calcul;

b) discretizare MEFTr; c) discretizare MEF

b)

X b)

Fig. 3.95. Distributia cAimpului momentului M,: a) MEFr; b) MEF
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Rezultatele obtinute cu ajutorul solutiilor discontinue au fost comparate cu cele obtinute

prin MEF pe sectiunile centrale. Acestea sunt prezentate sub forma de diagrame (Fig. 3.96., 3.97.)

/1l
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 yO 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

2
%, N
3 \g\

-4 D

—6=MEFr —&—MEF

Fig. 3.96. Sageata w pe sectiunea centrala x =0

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 XC/)I 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

—6—MEFr —&—MEF

Fig. 3.97. Momentul M, pe sectiunea centrala y =0

Tabelul 3.10. Rezultate pentru placa cu contur neregulat

Metoda Deplasarea Efortul Devieri fata de MEF
Wleo xgql* I D M |, xql’ Aw, % AM %
y=5 y=0
MEF 5.741 0.752 - -
MEFr 5.386 0.689 6.18 8.38

Din diagrama de mai sus (Fig. 3.97.) pentru calculul cu MEF se observa un salt al efortului

Mj 1a contur 1n punctele de trecere de la marginea incastrata la cea libera.
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b) Placd de un contur arbitrar

Pentru pldci avand un contur arbitrar complicat, este dificil de obtinut solutia analitica sau
chiar imposibil. Dacad problema se rezolva prin MEF, atunci exactitatea rezultatelor depinde de
densitatea retelei de discretizare si de tipul elementelor utilizate [34], mai ales in apropierea
zonelor cu: forte concentrate, colturi sau schimbari bruste a directiei conturului, puncte de trecere
de la o conditie limitd la alta etc. Pentru a ilustra mai bine aceasta problema a fost cercetata o placa

de contur arbitrar (Fig. 3.98), avand o parte a conturului incastrat, iar cealaltd — simplu rezemata.

vl

20m
20m

Fig. 3.98. Placa de contur arbitrar incircata cu: a) fortd concentrata; b) sarcind uniform
distribuita.

Se propun doua cazuri de incarcare: primul - cu fortd concentrata F' = 1,0 kN aplicata la
distanta de 1,0 m si 5,0 m fata de axa x si respectiv y (Fig. 3.98, a) si al doilea - cu sarcina uniform
distribuitd p = 1,0 kN/m? pe o regiune dreptunghiulard de dimensiunea 2,0 x 4,0 m (Fig. 3.98, b).
Conturul placii, la calculul prin MEFr, a fost discretizat in 50 de elemente constante de frontiera
(Fig. 3.99, a), iar pentru calculul prin MEF au fost utilizate 3 modele de discretizare (Fig. 3.99):

1) 165 elemente si 182 noduri; 11) 321 elemente si 320 noduri; ii1) 641 elemente si 663 noduri.
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Fig. 3.99. Placa discretizata: a) MEFr — 50 elem.; b) MEF — 165 elem. (182 noduri); ¢) MEF
— 321 elem. (320 noduri); d) MEF — 641 elem. (663 noduri)

i

R

Cazul 1. Pentru modelele de mai sus au fost calculate deplasarile de la actiunea unei forte

concentrate, iar rezulatele obtinute prin ambele metode sunt prezentate in Fig. 3.100.

Deplasarea verticala W

-02

-0.3

-04

a) b)
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¢) d)
Fig. 3.100. Campurile deplasarilor verticale de la actiunea unei sarcini concentrate: a) MEFr
—50 elem.; b) MEF — 165 elem.; ¢c) MEF — 321 elem.; d) MEF — 641 elem.

Tabelul 3.11. Valorile sagetii W pentru o placa de contur arbitrar de la o forta concentrata

Metoda numerica Nr. de Dimensiunea Sageata Devieri fata de
elemente matricei maxima W,x MEFr
globale [mm] [%]
MEFr 50 100 0.4783 -
MEF (i) 165 840 0.4702 1.69
MEF (ii) 321 1668 0.4738 0.94
MEF (iii) 641 3476 0.4767 0.33

Cazul I1. Campul deplasarilor pentru placa de contur arbitrar solicitata de sarcina uniform
distribuita, obtinut prin ambele metode este prezentat in Fig. 3.101.

Deplasarea verticala W [mm)]

a) b)
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Fig. 3.101. Campurile deplasirilor verticale de la actiunea unei sarcini uniform distribuite:
a) MEFr — 50 elem.; b) MEF — 165 elem.; ¢) MEF — 321 elem.; d) MEF — 641 elem.

Tabelul 3.12. Valorile deplasarilor verticale W pentru o placa de contur arbitrar de la o
sarcina uniform distribuita

Metoda numerica Nr. de Dimensiunea Sageata Devieri fata de
elemente matricei maxima Wy MEFr
globale [mm] [%]
MEFr 50 100 2.520 -
MEF (i) 165 840 2.258 10.0
MEF (ii) 321 1668 2.300 8.70
MEF (iii) 641 3476 2.375 5.75

Pentru campurile deplasarilor de mai sus, se observa ca pentru retele cu un numar relativ
mic de elemente, In MEF, curbele deplasarilor, in special in zonele actiunii sarcinilor, prezinta
niste forme poligonale, iar odata cu marirea densitdtii retelelor de discretizare, acestea devin mai
regularizate si capata forme mai curbliniare, iar rezultatele se apropie de cele obtinute prin MEFr.
Dupa cum se observa in Tabelul 3.12., pentru cazul II de solicitare, pentru a obtine rezultate
satisfacatoare, modelele MEF necesita de a rezolva un sistem de ecuatii liniare zeci de ori mai

mare decat modelele MEFr [34].
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3.2. Solutii discontinue in teoria placilor tinind cont de deformatiile transversale de

forfecare.

Ecuatia diferentiald de ordinul patru a teoriei clasice permite de a satisface doar doua
conditii de contur de-a lungul fiecarei margini in loc de trei. Imposibilitatea satisfacerii a mai mult
de doud conditii este cauzata de neglijarea deformatiilor transversale. Acest lucru este echivalent
cu admiterea unui modul transversal G =0, ce conduce la substitutia materialului real al placii
considerat izotrop, intr-un material anizotrop.

Aceste neajunsuri pot fi eliminate utilizand teoria propusa de catre Reissner [104-106],
care ia In consideratie efectul deformatiilor din forta de forfecare. Solutiile discontinue pentru
teoria lui Reissner au fost construite de catre prof. Gh. Moraru in lucrarile [89, 150, 151]. De

asemenea aceasta problema pentru MEFr este cercetata si 1n alte lucrari [37, 50, 103, 132].

3.2.1. Solutii provenite din salturi concentrate.

Pentru o placd infinitd avand pe axa y (x = 0) un defect (Fig. 3.1.), traversand de la o parte
a defectului la cealalta, functiile pot avea salturi: sigeata w, unghiul de rotire 6x si 6y, momentul
de incovoiere My, momentul de torsiune My, si forta transversalda QOx (Fig. 3.2.).

Pentru toate salturile sus-mentionate vom introduce urmatoarea notatie

w(—O,y)—w(+O,y) = <w(y)>;
0,(0,7)=0,(+0,7)=(0,(»)):

(3.62)

Qx(—o,y)—Qx(w,y)=<Qx(y')>-

Pentru a construi solutiile de la salturile concentrate se va examina o placd infinitd in
absenta sarcinilor exterioare (q(x, y)= O) :

Aplicand la ecuatiile (1.12) si (1.17) transformarea Fourier [17, 43, 117, 124, 157, 158]
(Anexa 1.) dupa variabila x cu parametrul a. Divizand in doua intervalul de integrare: (—oo, —0),

(+0, +o0) si pastrand salturile tuturor functiilor in x = 0, se obtine:
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4 ~ 2 ~ 2 3 2 2

6w_2a28 W+a4ﬂ/:—ia’3 wY+a’? ow +ix ow — ow +2ic ow -2 0 [ow .
4 2 2 3 2 2

oy oy ox ox Ox oy oy

ox
(3.63)
W o o oy
- —(a + )w=za<l//>— ) (3.64)
. 2 10. o 17 _OO ax g, o~ o~ _OO~ iax
unde: 22=—;  w=w(a,y)= J w(x,y)e™de; =y (a,y)= j W (x,y)e“ dx.
Se considera ca sageata w are un salt de forma:
<w(y)>=5(y), (3.65)
iar celelalte functii ramase se considera continue cand x = 0:
(6.(3))=0: (6, ()= 0: (M. (1)) =0: (M, (¥)) = 0: (2. (»)) =0 (3.66)
Din relatiile pentru unghiurile de rotire (1.53) rezulta:
ow 6 ow
{6(»))= —<g> +og (@ () =0= <g> =0;
0 6 5Gh (3:67)
(6 (»))= —§<W>+E<Qy (1)=0=(0,(»))==5"(»).

6

0 0
Din ecuatia de echilibru & + & =

ox 0oy

5

in absenta sarcinii (q = 0) trecand la salturi si utilizand (3.67) se obtine:

00:\, 0 10\ =g 9\ 3G 5
<E>+ay<Qy>_O:><ax> - 5'(y). (3.68)

Din expresia pentru momentul incovoietor Mx (1.54), trecand la salturi:

<Mx<y>>=—D[<§;?>+V§<W>]+%<%>:0,

g A . 3 . aZW "
utilizand (3.65) si (3.68) se obtine: <8 - >= -5"(y)-

X
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Din conditia (M, (»))= —(I—V)Di<g—:>+%{%@x>+<a§v ﬂ =0,

folosind conditiile (3.66) si (3.67) rezulta: <86Qy > =0.

X

Daca expresia pentru forta transversald Ox (1.57) va fi prezentata in salturi:

(0 th=-0[ S5t £ {28 -(2)- 2251,

si va fi folosita relatia (3.67) 1n absenta sarcinii (q = 0) se obtine:

1

Prin diferentierea expresiilor (1.57) si luand in consideratie (1.61) se obtine:

0
%_&:Al//:ﬂ?‘y,
oy Ox
N . 0 o0
t d la salturi: — —(—=2)=1 =
recand la salturi 8y<Qx> <6x> A {yy={y)=0

Se vor 1nlocui conditiile obtinute mai sus in sistemul de ecuatii (3.63) si (3.64) se obtine:

0w

~ 2 ~
= -2a’ aa 2 v at=—ia’S(y)+ias"(y). (3.69)
y y

21/7 2 2\~ 1 29t

P —(a + )t//zE(l—v)D/I 5'(»). (3.70)

Daca se va aplica transformarea Fourier (Anexa 1.) dupa variabila y cu parametrul f se

obtine:

@(a,ﬂ)szfz; (3.71)
(a2+ﬂ2)
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(e f)=L(-vyprr— B
V(@)= (1-v)DA o (3.72)

unde  W(a,B)= Iw(a v)edy ;i (a, )= Jlﬁ(a,y)eiﬁydy.

Se va utiliza formula de inversare Fourier (A1.2) de doua ori (pe a si pe f), astfel se obtine:

i fra+a ﬂ u— 1 x
w(x,y)=-— dadf=-——, 3.73
5.9) (2ﬂ)2££ (a4 Py G.73)
i(1-v)DA* ¢ % - (1-v) _ , 0
=_ wmda dff =—~—~L DA — Ar), 3.74
v(x.) 87° J;J;a 4+ p? +ﬂ,2 adp 4 Gy ( r) ( )

unde K, (Ar) reprezinta functia Bessel de ordinul doi [128, 143].
Integralele din expresia (3.73). au fost evaluate cu ajutorul tabelelor [1, 28, 101, 144], iar

cele din (3.74) utilizind urmatoarele proprietati:

0 © —tax iy
jw jw P da df=27K,(Ar) (3.75)
si
T n —iox _n an T —iox
J;a fla) ™ da=i ﬁj;f(a)e da . (3.76)

Aplicand formulele (1.53), (1.54) si (1.57), pot fi obtinute expresiile pentru unghiurile de
rotire si eforturi, exprimate prin salturile sagetii w.

Solutiile provenite din salturile unghiurilor de rotire 6,,6,,, din momentul de incovoiere
M, din momentul de torsiune My, si din forta transversald QOx pot fi obtinute prin analogie.

Relatiile dintre deplasari si salturi pot fi scrise In forma matriciala:

Qx(x,y) =18 &» 8xn 8u &8s 8x
Qy(x,y) 831 8n 83 8u 835 83

(
w(x,y) i 82 8 8u 85 8 <9y(
, (3.77)

(

118



sau in forma compacta:

wi=clis},

unde {S} = [<w(y)> <¢9x (y)> <«9y (y)> <Mx (y)> <Mxy (y)> <Qx (y)ﬂT reprezinta vectorul
salturilor.

Elementele g, =g; (x, y) au forma:

27 Tzl A o 2 ooy
g = _i{(m)mw(l_v)—j}

2, __ir_[(lﬂ/)xz+(3_V)y2}_7;tz {2()8 ;63xy2) axa;yz KO(Zr)},
g0 = 2 [(r 1) (1) ] [2(3x1y6_y3) ok (lr)},

(1-v) xy (1=v)y, . o 1| 20(7-37) (& 220
D e L L )7[ e o )}’
B e
8= xlnr; 2, =— ﬂD(lnr+er+ﬂD(ll_v)iz{xz;yz+§;2K0(ﬂr)},
=7 4;D%+ ﬂD(ll—v)iz ﬁﬁy " aj;y % (’lr)}

Sis :iyln” &= ﬂD(ll—v)zz [2:? _6f;y K‘)(M}
NP N

g - 87[D/121(1_V)[(1—v),12r2 ~8n7];

g26:—$(2lnr+l); g36=—$(21nr+1).
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(3.78)

Relatiile dintre eforturi si salturi pot fi scrise in forma matriciala:

| ()
M, (x,y) hw ly hy by hs L <(9V (y)>
M, (x.7) by Iy by by by Iy 0
_ (6, (2))
M, (ey)p=|t fy by by fs b v ) (3.79)
0, (x.) Ly lyp by ly ls I < ) (y)>
0,(x2)] [ta to by ty Ly I <Mxy (y)>
(0.(»))

unde: {N}=[M, M, M, O, O,] reprezinti vectorul eforturilor

In forma compacti relatia (3.76) are forma:

Elementele f; =1, (x y)( i=L5; j= _4 ) matricei 7 au forma:

D(1-v)[ ¥ -3x® 1 & D(1-v)|3xy*=x> 1 &
L= ( ){X 2= 21%(17”)} by = ( ){ ¥t Ko(ﬂvr)}

V4 re 2 Ox0Oy Vg 7 2 oxoy’
) _D(1-v) 3x2y—y3+l o o K, (4r)
o re 4laxtey o) ° ’

1 ., o* 1 . 0’
Iy :_EDZ (I_V)WKO (/Ir); ls :EDA (l_v)@xay KO (lr),

I, =

(=)D L 302 1 6(1-v) ey (35 v)y*]-

4z

xt —6x7y +y4]+

_ (I—V)ZD%[

22
4

- (v- 1)ny[1 )5 - (3-v) ]+ ~ [ 24xy(x2—y2)+l( ¢ & JKOW)];

D(v-1)| 6(x*—6x"y + ") g
A’ r® +8x28y2

2 r® 2\ ax’oy  oxoy’

__([-v)D x(x2—3y2)_l o Ko(ll’)}; tsz__(l_V)D[y(xz_3y2) T2 (/Ir)}

t, =— + K
2 V4 r® 2 oxoy® V4 r® 2 ox’0y °
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1-v)D D(1-v)| 24(x*y-xp’ ot A&
=P ey v 1) (3] 2 ){ Led )+(5xay3—76x6y]z<o(zr>;

(1-v)D D(1-v)| 24(V'x-%y) (&' 2 & .
t23 = — 272-,,.6 ':x3y(v—3)+xy3 (1—3V):|+ 72%2 rg - axay3 +78xay KO (ﬂ/r) 5
2
:—(V_l) D(x4—6x2y2+y4)+

8

6
7

D(l—v){_6(x4—6xzyz+y4)+

4y A’

4 2 4 2
n 18_4_,126_2_1 ? 2+/126—2 K, (Ar)|;
20y oy~ 20x°0y Ox

(1-v)D | y*-3x*y 1|( & A* 0
{. = —||=—=—-——= 1K, (A ;
43 T 7’6 +2 ay_“a 2 ay 0( 7")

(I-v)D | x* =3x* 1 o A0
ty = —— -——— K, (4 ;
>3 Vs re 2|laxey® 2 ox 0( r)

== (1+v)x 4 (3-v) o [2x(3yrz—x2)+axagyz Ko(ir)}
ty = —i%[(l+v)x2 +(3v-1)y" |+ 7;2 [2x(x2r6—3y2) N @gyz K, (/11’)};
Rt e )
I ] R
" =‘i%[<3v—1>x2+<1+v)y2]+$[2y(y;‘ 3"2)—;;3@ KO(/W)}

1 1| 2y(3x* =y bR
125:——%[(3—v)x2+(l+v)y2]+ﬁ[ ( - )+ax26yK0(/tr)];

4 r r

/ =(V—1)i4(x2_y2)+ 1 [2"("2—3y2)+1[a_3 Gl JKO(}Lr)}

35 4z r A’ re 2 8x3_8x6y2
1w 1o 1) e
b 7Z'|:7’4 26x6yK0(/qL )} t55_27r{ A Ko (A7) |
2 2
116:—i{(l+v)lnr+(l—v)i—2+(3V2+1)} t26:—i{(1+v)lnr+(l—v)i—2+(3V2+1)}
(I=v) xp, 1 x Ly
e

(3.80)
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Solutiile discontinue pentru un defect amplasat pe un contur arbitrar L (Fig. 3.3) pot fi

obtinute prin aceeasi metodologie descrisa in subcapitolul 3.1.2.

La trecerea de la sistemul local de coordonate (k,y) la sistemul local (n, ) amplasat in

orice punct P (Fig. 3.3.), se obtine:

unde:

w'(P) = [#(P,0)ds,;
g (P) =j[ cosy/+6? (P Q)smy}ds
g (P) =J[ (P,Q)siny+6, (P, Q)cosy]dsQ
¢ _ (3.81)
M. (P) :J- (P,Q)cos’ y+ M, (P,Q)sin27/+2Mxy(P,Q)cosysin;/]dsQ;
M (P) =J{ X(P,Q)]cos;/sin7+Mxy (P,Q)(coszy—sin2 ;/)}dsQ;

0,(P) :J.[ P,Q)cosy+0, (P, Q)smy/]dsg

6
+2,(P.0)(M (0))+ & (P.0)(M,, (0))+Z:(P.0)(0.(0));
i >

T
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Bara de sus indica ca functiile respective sunt prezentate in coordonate locale (X, 7y).
Functiile g;;, t;; pot fi obtinute din relatiile (3.78) si (3.80) substituind xi cu %; si yi cu y;.

Pentru a obtine ecuatiile integrale, starea de deformatie a placii este prezentatd ca suma a
doua stari. Prima (notata cu cerculet) provine de la sarcina exterioara. A doua (notatd cu asterix)

provine din salturile concentrate pe linia L a defectului

n t

 (P)=M; (P)+ M, (P); M, (P)=M, (P)+ M, (P); 0,(P)=0; (P)+Q,(P).

w(P)=w’(P)+w'(P);  0,(P)=0,(P)+0,(P);  6,(P)=0/(P)+4(P); (3.83)

<

Functiile w*, 6,,, 8, M;,, M; si Q,, in conformitate cu relatia (3.81) sunt exprimate prin
salturile respective de-a lungul conturului L. O parte din aceste salturi pot fi cunoscute. De
exemplu, daca defectul are forma unei fisuri, atunci traversand de la o parte a fisurii la alta, sdgeata
w, unghiurile de rotire 8,, si 8, au salturi. Daca defectul reprezinta o incluziune rigida sau elastica,
atunci traversand de la o parte a fisurii la alta, momentele M,, M si forta transversala O, au
salturi. Din conditiile de pe margine vor fi obtinute ecuatiile integrale necesare. De exemplu, daca
defectul reprezinta o fisura, atunci pe marginile ei My = 0, Mu:= 0 s1 O = 0. Dacd defectul
reprezintd o incluziune rigida, atunci sdgeata ei trebuie sa fie egald cu sdgeata placii. De asemenea
aceste solutii pot fi aplicate pentru rezolvarea problemelor de baza si ale placilor cu conditii la
limitd mixte. In aceste cazuri, frontiera va fi considerati ca defect. Traversand din interiorul
regiunii ocupate de placa spre frontiera defectului, salturile functiilor w, 8,,, 8¢, M,,, M,;, Q,, vor
fi considerate egale cu valorile de pe frontiera. Traversand din exteriorul regiunii ocupate de placa

spre frontiera defectului aceste salturi vor fi considerate nule.

123



3.2.2. Implementarea numerica a solutiilor discontinue in teoria placilor tinind cont de
deformatiile transversale

Implementarea numerica a solutiilor discontinue [37] 1n teoria lui Reissner se efectueaza
analogic ca pentru incovoierea clasica, descrisd in subcapitolul 3.1.3.

Frontiera placii va fi considerata ca defect intr-o placa infinita (Fig. 3.4.). Daca se va trece
din interiorul regiunii ocupate de placa spre frontiera defectului, functiile w, 6, 6;, M,,, M,,;, Qy,
vor avea salt. La traversarea din exteriorul regiunii ocupate de placa spre frontiera defectului aceste
salturi vor fi considerate nule.

Daca se vor introduce conditiile la limita se va obtine:

— pentru conturul simplu rezemat (L7):
waw' =0 M +M;=0; M, +M;=0;  ((6,)#0; (6)=0; (V,)=0)
—  pentru conturul incastrat (L2):
wHw =0, 6,+0,=0; 6 +6°=0;  ((M,)=0; (M,)=0; (V,)%0)
— pentru conturul liber (L3):
M+ My =0; M, +M;,=0; 0,+0/=0;  ((w)=0; (6,)=0; (6)=0)
_ pentru defectul (L) de tipul unei articulatii plastice:

M,+M;=0; ((g,)=0).

Solutiile w* , 0;;, 8, M;;, M;, si Q;; provenite din salturi sunt date de expresiile (3.81) si
(3.82).

Solutiile w°, 62, 62, M2, M?,si Q2 pentru cazul cind placa este actionatd de o fortd
concentratd F aplicata in punctul cu coordonatele ao, bo fata de originea sistemul global, atunci

solutia in nodul 7 situat pe frontiera L va fi:

wlf’=F~g16(x;"—a0,y;"—b0);
61;)1':F(nxg,:i+ny0;)i):F|:nxg26(xim_aO’yim_b0)+nyg36(xim_a0’y;n_bO):|;

0s = F (1,00 +n,05) = F| =n gy (5" =ay, 3" =by )+ 1,25 (%" =0, 3" =by) :
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M, = F(n2M0 +n?M? + 20,0 M) = F[n o (37 = ay, " =y )+

1ty (X = ay, v =y )+ 2n,m by (30"~ ay, v b)};

M, =F|nn, (M;’l.—M;)Jr(nﬁ—ni)Mfyl}:F{n m s (X =37 =b)) - (3.84)
(57— =) [ (2 =t (7 = B )}

0, =F(nQ,+n,0,)=F [nz46( ~ay, " = b )t (3 = ay, v b)].

unde: x}"*, yi"* sunt coordonatele nodului de frontiera i in sistemul global calculate cu ajutorul
relatiilor (3.36), iar nx= cosa si ny= sina, pot fi determinate cu relatiile (3.41).

Pentru alte cazuri de incarcare (Fig. 3.5.) solutiile din sarcina exterioara se vor obtine prin
integrarea relatiilor (3.84) prin analogie cu (3.20%* - 3.20%**%*),

Discretizand conturul L (L=L;+L2+L3) si defectul Lqs intr-un set de elemente constante, se

va obtine urmatorul sistem de ecuatii liniare:

DA W,-,2-<9,,,->+ > W3<Qf>+zw3<Mnj>+ZW§<MW>+ )y W;<Qm'>:_wio; (i=ny.n,)

JEnLALs AL J=Enpangs J=ngs J=ngs J=npyshg,

DX e X 07(6)r X ot M)+ X o7 (M) X 0(0,)=0 (i=ma)

J=ns JENL ALy J=npsngs J=nLy J=ngs J=ngysng,

D X o) X0 0) X ot (M) X ot (M,)+ ¥ 07(0,)=-0 (i=ns)

JEnL N3N J=Enpsngs J=ngs J=nea J=ngsng,

+ Z m;<9nj>+ z m;.<€lj>+Zm;<Mnj>+Zm;<Mmj>+ z m;<Qj> -M?; (i:nu,nwnm)

J=ngs JEnpy i3 J=Enpysngs J=ngy J=ngs J=npyshg,

Zh3<wj>+ Z h2<'y> Z ht/<!/> Z < >+Zh§<MW>+ Z h;<Q> My (i=ny.nyy)

J=ngs JELNy L J=npsngs J=ngy J=ne J=npsn,

1 5 .
Zqij<wj>+ Z qt/< /> Z qu< !/> un< fy>+zqij<Mnt/> Z qu< n/> m (l_nM)
J=ngsy J=LAL3 L J=npsngs J=ngy J=ngy J=npasng,

(3.85)

Termenii wk ,w?

i Wijs = » ql-6j se vor calcula utilizdnd solutiile din (3.78) si (3.80), substituind x; = %"

siy; =¥ —17,incare X", y;"sunt date de relatiile (3.40), iar —1; /2 <7 < +[;/2 .

= [z, (.57 -7 )7 0 =[[cm (57 -7)+s &, (5.5 -7) Jdin;
1. 1/,

Wy =@ (B30 =77 s 0, = [[c @ (.7 ~77)+58 (.57 - 177) Jo
iz !

J
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0y = [|-s& (x5 ~7)+o g (5.5 -77) lam;

I

0 = [[~s2 (.77 = 77) + 8o (.77 —77) lat:

I
my = [[ 0, (557 -7)+" G, (% 57 =77) + 2087, (3.5 - 77) ld77:
1
(3.86)
my = [ & B (%37 =77)+5" T (%7.37 = 77) + 205 (%737 - 77) Ja;
/
b= [0 (5 =)+ %, (537 —77)+ 2085, (87,57 -77) [d7;
3
g = [{es[ B (5.3 =10) =5 (5,57 =77) |+ (=) % (5,37 =7 |
!
gy = [[ et (%37 — 1) +s5, (%57 —77) lam
lj
qs I|:Ct46( Vi _77)+St56( ma)_’im_ﬁ)]dﬁ;
l.f
unde ¢ = cosy, iar s = siny , determinate cu ajutorul relatiilor (3.42).
In forma matriciald ecuatiile (3.85) pot fi scrise astfel:
IR GR RN il [t
Wi' M/'l Wi' M/'l M/l Wi, R
9" 1971 197 19 10°) [0 e | | ez
91 61 191 19 e ] [ || el a8
(] D) D] D] D) | M| () [ |
2% O % 8 O 0 R /) B <M> {_Mo_}
g1 g1 [g] [g] [g3] lg;]] { & } "
o)) L2
sau in forma compacta:
[A](3ne+nd)x(3ne+nd) ' {X}3ne+nd - {B}3ne+nd : (3.88)
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Daca va fi rezolvat sistemul de ecuatii (3.88) vor fi cunoscute toate salturile de pe frontiera,
astfel pot fi calculate deplasarile si eforturile in orice punct din interiorul placii, acestea fiind
exprimate prin salturile obtinute. De exemplu, daca este necesar de calculat sageata intr-un punct

k din interiorul placii (Fig.3.6.), expresia va capata forma:

w, = Z g11<Wj>+ Z 8n <9:y‘>+ Z &3 <9zf>+ Z g14<M'1f>+

J=ng3 J=npyang 3000 J=npyangs J=ng, (389)
o
+Z &is <Mngj>+ Z g16<Q;;'>+Wk'
J=ngs J=ngiongo

Unghiul de rotire a sectiunii in punctul &, ce actioneaza pe directia d va fi:

9: = Z (cg21+sg31)<w_/.>+ Z (Cg22+sg32)<9nj>+ Z (Cg23+sg33)<9ﬁ>+

J=n.3 JERpaL 3 J=npangs
o o
+> (cgy +sg34)<Mnj>+ > (cgus +sg35)<Mmj>+ > (cgy +sg36)<Qm>+nx<9xk +n,0;,.
J=ng, J=ng; J=npyng,

(3.90)

Momentul in punctul £, ce actioneaza pe directia d se obtine:

M= (cztll+szt21+205t31)<wj>+ > (02 f12+s2f22+2‘35t32)<9n/>+

= JEnpsn,

> (Fa+sT iy +2es0,)(0,)+ D (P hy+57 1y + 2050, ) (M, )+ (3.91)

J=npysng J=ng,

+Z(Czt15+szt25+2CSt35)<Mmj>+ z (Cztlé+Szt26+2CSt36)<Qn'>+

J=nrs J=ngisngs

2 o 2 4 4
My +n M +2nn M7, .

Forta transversala in punctul 4, ce actioneaza pe directia d va avea forma:

Q:ZZ(Ct4I+St51)<Wj>+ z (ct42+st52)<¢9nj>+ Z (cl43+st53)<49”>+

J=np;3 JEnLALs g J=npings (392)
+> (ct44+sts4)<Mnj>+ > (ct45+st55)<MnU.>+ > (0146+Sf56)<Q,,«>+nfok+nyQ;k-
J=ng, J=ng, J=npysn

Termenii g11, g12, ... , t56 se vor calcula utilizand solutiile din (3.78) si (3.80), substituind
in acestea xi cu x« §1 Xi CU Vk.

Xk $1 yk reprezintd coordonatele punctului & in sistemul global,
¢ =cos(Br — aj); s =sin(By — ;) ; nx=cospPi; ny=sinpx (Fig.3.6.);
wg, 02, ..., Q;k reprezintd solutiile in punctul &, provenite din sarcina exterioard, care pot fi

determinate folosind relatiile (3.84) substituind in acestea x;™ cu xx si y{" cu yx.
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3.2.3. Exemple de calcul a plicilor plane in teoria ce tine cont de deformatiile transversale
de forfecare (Reissner) folosind solutiile discontinue

Cu ajutorul programului descris Tn (Anexa 3.) au fost calculate deplasarile si eforturile
placilor tinand cont de deformatiile transversale. Pentru toate cazurile cercetate s-a ales o placa
patrata, simplu rezemata pe toate laturile, Incarcata la centru cu o forta [38]. Frontiera placii a fost
discretizata in 20 de elemente constante conform Fig. 3.10., a. Rezultatele au fost comparate cu
cele obtinute prin MEF, pentru o retea de discretizare 20x20 elemente cu trei grade de libertate in

nod (Fig. 3.10., b.) si cu solutiile obtinute conform teoriei clasice (T.C.).

N A
-2
-4
&
=~ b
o
X -8
-
2
-10
-12
-14
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
X/a
—O— MEFr —O©— MEF -A&-TC
Fig. 3.102. Sageata w pe sectiunea centrala y = 0, pentru raportul 4#/a = 0,01
0
-2
-4
T -6 \ /
£ g RN A
x -10 S
(a] > Z
212 <A _AF
14 o
-16
-18
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
X/a
—O— MEFr —O©— MEF -A-TC

Fig. 3.103. Sageata w pe sectiunea centrala y = 0, pentru raportul #/a = 0,1
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1
w

1
I

wD*105/Fa?

1
wv

|
(o)}

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

—oO— MEFr —O©— MEF -A&-TC

Fig. 3.104. Sageata w pe sectiunea centrala y = 0, pentru raportul #/a = 0,15

wD*105/Fa?

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
X/a
—&— MEFr —O— MEF -A-TC

Fig. 3.105. Sageata w pe sectiunea centrala y = 0, pentru raportul 4/a = 0,2

Din diagramele de mai sus (Fig. 3.102. - 3.105.) se observa ca odata cu cresterea raportului
h/a influenta deformatiilor, provenite din forta de forfecare, asupra sdgetii devine tot mai
pronuntatd. Acest efect se accentueaza in apropierea punctului de aplicare a fortei concentrate.
Asa cum recomanda si literatura de specialitate, ca pentru raporturi #/a > 0.1, aceasta influenta nu
mai poate fi neglijata, intrucat aceste abateri depdsesc valoarea de 5% fatd de teoria clasica.

Totodatd, in MEF se observa o crestere mai intensiva a sagetii decat in MEFr.
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3.3. Concluzii la capitolul 3

In acest capitol este descris algoritmul de obtinere a solutiilor discontinue atit in
formularea clasica a placilor cat si in teoria ce tine cont de deformatiile din forta de forfecare.

Aceste solutii, elaborate de catre prof. Gh. Moraru, [88-91, 148-151] au fost aplicate la
calculul placilor de contur arbitrar, cu diferite moduri de rezemare si actionate de diverse tipuri
de incarcari. Rezultatele obtinute prin MEFr bazata pe solutii discontinue au fost comparate cu
MEF si cu metodele analitice, demonstrand o buna exactitate si aplicabilitate. Implementarea
numerica a metodei propuse ofera posibilitatea de a elabora programe de calcul noi si de a rezolva
probleme practice, care nu pot fi solutionate prin metodele obisnuite sau prezinta dificultati (fisuri,

incluziuni, concentrari de tensiuni, domenii infinite etc.).
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CONCLUZII GENERALE

In rezultatul studiului efectuat au fost formulate urmatoarele concluzii:

1.

Solutiile discontinue in MEFr, obtinute de catre prof. Gh. Moraru cu ajutorul
Transformarii Fourier, au fost aplicate cu succes de catre autor la calculul placilor plane
cu diferite moduri de rezemare, incarcari, defecte etc., atat in interpretarea clasica cat
si tinand seama de deformatiile rezultate din forfecare;

Au fost rezolvate un sir de integrale de frontierd. Majoritatea din acestea fiind singulare,
hipersingulare sau divergente, si au fost tratate cu ajutorul metodelor de regularizare.
Pentru metoda elementelor de frontiera bazata pe solutii discontinue a fost efectuata
implementarea numerica;

In baza metodei propuse a fost elaborat de citre autor un program de calcul in limbajul
Matlab;

Cu ajutorul programului de calcul realizat au fost testate solutiile obtinute prin MEFr
bazata pe solutii discontinue pentru placi de diferite configuratii, moduri de rezemare,
incarcari, defecte etc. Rezultatele obtinute au fost comparate cu cele analitice si MEF
demonstrand o convergenta bund, devierile fiind mai mici de 3%. De mentionat, in
calculul numeric prin MEFr s-au utilizat elemente de frontiera constante si intr-un

numar cu mult mai redus fata de MEF.

RECOMANDARI

Solutiile discontinue, descrise in aceasta lucrare, s-au dovedit a fi eficiente in rezolvareca

diferitor probleme ale placilor plane, prezentand o exactitate sporitd si un sir de avantaje in

comparatie cu alte metode numerice.

includ:

Astfel, acestea pot fi recomandate inginerilor la rezolvarea problemelor practice, care

Calculul placilor: cu diferite moduri de rezemare a conturului, conditii la limitd mixte,
diverse tipuri de Incarcari;
Calculul placilor ce prezinta defecte si concentratori de tensiuni etc.;

Elaborarea noilor softuri pentru calculele ingineresti.
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ANEXE

Anexa 1. Transformarea Fourier generalizata

Transformarea Fourier pentru functia f{x) definitd pe intervalul (—00,00) reprezinta

integrala:

o0

f(a)= [ f(x)edx (A.1.1)

—00

unde a este un numar real arbitrar.
Integrala (A.1.1.) existd dacd functia f(x) este continud pe intervale arbitrare finite si

satisface conditiile Dirichlet. In puncte continue formula de inversare capita forma:

f(a)=i [ 7(a)"da. (A.12)

In punctele in care functia f{x) are salt, partea din stdngi a relatiei (A.1.2.) capati forma:

L (x=0)+ £ (x+0)]

Corelatia dintre transformarea Fourier si derivatele functiei f{x) are forma:

<8kf(0)>_ 6kf| _ﬁk_f (A.1.3)

ot | axt | ox*

x=—0

x=+0

Integrand pe parti obtinem:

[ i (2L Tl At

dx" ) dx

In particular:

T%mda =<dfd—i0)>—iaj7(a). (A.1.5)

Formula (A.1.5) reprezinta solutia pentru un caz particular cu o singura variabild. De
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exemplu, in caz bidimensional functia f(x, y) care are discontinuitate pe linia L poate fi calculata

cu formulele:

o (x.y) {afw)} ond,[1]:

0 0
) ) (A.1.6.)
oy ox . L

unde nx §i ny reprezintd cosinusurile directorii ale normalei # la linia L, &, reprezintd functia
bidimensionala Dirac (v. Anexa 3.) definita pe linia L.

Transformarea Fourier pentru cazul bidimensional:

(ar+,8y)

(a,B)= ]c'f dxdy, (A.1.7.)

8'—.8

unde « §i f reprezintd parametrii transformarii Fourier.

Transformarea Fourier a derivatelor conform relatiei (A.1.6.) capata forma:

(A.1.8)
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Anexa 2. Solutii discontinue pentru ecuatia Laplace

Se studiaza ecuatia Laplace in doua dimensiuni. Salturile functiei si derivatei vor fi notate

in felul urmator;

(w(2))=w(=0,5)=w(+0,7);
<8w(y)>= 8w(x,y)| _6w(x,y)| (A2.1)

Ox ox ox

x=—0 x=+0

Pentru a obtine solutia ecuatiei Laplace cu salturile <w( y)> si <8w( )/ 8x> pe linia x=0 se

va folosi schema generalizata a transformarii Fourier (v. Anexa 1.).

Multiplicand ecuatia lui Laplace:

o'w  O*w

+ =
ox> oy’

0, (A2.2)

cu ¢, unde a este parametrul transformarii, integrand pe parti in raport cu x si pastrand salturile

<w(y)> si <6w(y)/@x> obtinem:

(—ia)2 W(a,y)+%:ia<w(y)>—<awa—gy)> (A.2.3)

Se mentioneaza ca in partea dreaptd au aparut salturile functiei w si derivatei ow/0Ox,
pentru x = 0.
Se va considera un caz particular, cand functia w(x, y) are salt concentrat in punctul y = 0,

iar derivata ei este continua:

(w(»)=8(»); <8w(y)>=0 (A2.4)

relatia (A.2.3.) capata forma:

%?’y)—azw(a,y):iad(y) (A2.5.)
Y

Ultima ecuatie are coeficientii constanti de o singura variabila y. Pentru a rezolva aceasta

ecuatie se va folosi transformarea Fourier in raport cu variabila y si parametrul . Multiplicand
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ecuatia (A.2.5.) cu e si integrand in intervalul (-o0, +o0) obtinem:
- +(-ip) (e, p)=ia (A.2:6)

Din relaia (A.2.6.) se determind w . Folosind formula de restabilire a functiei w cunoscand

transformata w(a, 8)se obtine:

i ffae™Pdadp 1 «x
- 2 _[ 5 2)\2 T2, .2
(27) =% (a ny; ) 2r X +y

(A2.7.)

Daca in intervalul |y| < a au loc salturile functiei si derivatei prin superpozitie se obtine:

w(x,y)z—ij,‘M ! jln[xz+(y—77)2}<aw—(77)>d77+const. (A.2.8))

210 +(y-n) 4T, ox

Solutia (A.2.8.) ofera posibilitatea pentru a rezolva probleme cand pe linia x=0 functia sau
derivata ei are salt. In acelasi timp, ea poate fi folosita pentru a rezolva si probleme de limita pentru
regiuni finite. In aceste cazuri frontiera se va considera ca defect. La apropierea de frontiera din
interiorul regiunii saltul functiei sau derivatei se va considera egal cu valorile functiei sau derivatei
respective. La apropierea de frontiera din interiorul regiunii studiate functia sau derivata ei se vor
considera nule.

Se va considera o regiune arbitrard G marginita de conturul L = L; U L,

yA't) 2(n)

Z

Fig. A.2.1. Regiune de contur arbitrar amplasata intr-un plan infinit.
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Regiunea G se va amplasa intr-un plan infinit. Pe conturul L se va introduce un sistem local
de coordonate (x, yr). In acest caz solutia provenita din saltul functiei w si derivatei ow/ 8)61 se va

determina cu ajutorul expresiei A.2.8. in care coordonatele (x, y) se vor inlocui cu (xz, y1):

w(xl,yl) T <W(n—)>dS2—iJ.ln [xf +(y1 —n)2J<aW—(77)>dS+const. (A.2.9))

27[Lx12+(y1_77) L o,
2x
—In|x} +y] 1
X [ o ] X+
1 0 1 ow
Daca x; coincide cu normala # atunci:
00 glaw\_ <@_W>
ox, On ox, on/’
iar formularea devine clasica in coordonate globale:
1 ¢0 1 ow
w(x,y)=——|—Inr{w)dS ——|Inr{—)dS. A2.11.
( y) 47[!611 < > 472"[ <8n> ( )
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Anexa 3. Program la calculator

In baza solutiilor prezentate in capitolele anterioare, a fost elaborat un program de calcul
in limbajul Matlab pentru placa simplu rezemata 1incarcatd cu o fortd concentratd. Pentru
aproximarea integralelor curbilinii s-au folosit elemente constante.

Structura programului este prezentata in Fig. A.3.1. El este alcatuit din programul principal
DISSOL care contine datele de intrare si de iesire, formeaza matricea 4 si vectorul B, rezolva
sistemul de ecuatii liniare 3.1.25., calculeazd deplasarea si eforturile in nodurile interioare ale
placii cu relatiile 3.1.26. - 3.1.29., si face chemare la urmatoarele subprograme:

COSDIR - calculeaza cosinusurile directoare ale elementelor si efectueaza trecerea de la
coordonatele globale la cele locale in baza relatiilor din punctul 3.1.5;
ALJ, BLJ, ..., KIJ — calculeaza termenii matricei globale in baza relatiilor 3.1.22.
WNIF, TETANIF, MNIF si VNIF — calculeaza termenii vectorului B in baza relatiilor 3.1.20.
I1,12, ..., 129 — efectueaza calculul integralelor pe lungimea elementului.
Variabilele si masivele folosite In program sunt prezentate mai jos:
NN — numarul de noduri pe frontiera;
NI — numarul de noduri interioare;
NE — numarul de elemente pe frontiera;
ELR — numerele de ordine a elementelor incastrate;
ELS — numerele de ordine a elementelor simplu rezemate;
ELL — numerele de ordine a elementelor libere;
X, Y — vectorul ce contine coordonatele globale ale nodurilor elementelor de pe frontiera;
XIN, YIN — vectorul ce contine coordonatele globale ale nodurilor interioare;
XM, YM - vectorul ce contine coordonatele globale in centrul elementelor de pe frontiera;
XL, YL — coordonatele nodului in centrul elementului i in sistemul de coordonate local legat cu
centrul elementului j;
XINL, YINL — coordonatele nodului interior in sistemul de coordonate local legat cu centrul
elementului de pe frontiera ;
GNU - coeficientul lui Poisson;
D — rigiditatea cilindrica a placii;
E — modulul de elasticitate a materialului;
AL — lungimea elementului;
ANX, ANY - cosinusurile directoare, respectiv sinusurile directoare ale elementelor de pe

frontiera calculate in baza relatiilor 3.1.41;
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C, S — cosinusurile, respectiv sinusurile unghiului y dintre normale #; si n; (3.1.42.);
A — matricea sistemului de dimensiune 2NE x 2NE ce contine coeficientii ay;, bij, ¢ij $1 dij;
B — vectorul din partea dreapta a sistemului;

XX — vectorul ce contine necunoscutele (salturile);

sQ — vectorul ce contine salturile fortei tranversale <Vn >;

sTETA — vectorul ce contine salturile unghiului de rotire <t9n>

Start

Citirea si imprimarea datelor initiale

Discretizarea frontierei placii

Calculul integralelor pe suprafata placii

Calculul elementelor matricei sistemului

Calculul vectorului din partea
dreapta a sistemului

Formarea sistemului de ecuatii liniare

Rezolvarea sistemului de ecuatii liniare

Calculul deplasarilor verticale si a
eforturilor in punctele interioare

Imprimarea rezultatelor

Fig. A.3.1. Schema-bloc a programului.
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In continuare este prezentat textul programului in limbajul de programare Matlab:

DISSOL

clear all
format long
NN=input('Numarul de noduri. NN=');
NE=input ('Numarul de elemente. NE=');
GNU=input ('Coeficientul lui Poisson. GNU=');
E=input('Modulul de elasticitate a materialului placii [Pa]. E=");
h=input('Grosimea placii [m]. h=");
F=input('Forta concentrata in originea sistemului de coordonate [N]. F=');
CSI=input('Dist. pe X de la orig. sist. gl. de coord. pina 1a forta [m]. CSI=")
ETA=input('Dist. pe Y de Ta orig. sist. gl. de coord. pina la forta [m]. ETA=")
%Calculul rigiditatii cilindrice a placii 'D'
D=E*hA3/12/(1-GNUA2);
%Introducerea coordonatelor nodurilor de pe frontiera.
disp('Coordonatele nodurilor de pe frontiera')
for I=1:NN
X(D)=input(' X=");
Y(D)=input(' Y=");
disp(sprintf('i=%g Xx=%f vy=%f',I1,X(1),Y(T1)))
end
% Determinarea coordonatelor in centrul elementelor
for I=(1:NE);
XM(I)=(X(D)+X(I+1))/2;
YM(D)=CY(D)+Y(TI+1))/2;
end
% Introducerea conditiilor de frontiera
ELS=input('Indicele elementului simplu rezemat [se introduce in paranteza patrata]. EIS='");
ELR=input('Indicele elementului incastrat [se introduce in paranteza patrata]. EIR='");
ELL=input('Indicele elementului Tiber [se introduce in paranteza patrata]. ElL='");
for I=(1:NE);
for J=(1:NE);
% Determinam cosinusurile directoare ale elementelor
[AL,C,S,XL,YL,r1]=cosdir(I,J,X,Y,XM,YM);
%Determinarea functiilor de integrare Il...I29
AI1=11(3,r1,AL,XL,YL);
AI2=12(3,r1,AL,XL,YL);
AI3=I3(3,rl1,AL,XL,YL);
AI4=I4(3,r1,AL,XL,YL);
AI5=I5(3,r1,AL,XL,YL);
AI6=I6(3,r1,AL,XL,YL);
AI7=I7(3,r1,AL,XL,YL);
AI8=I8(3,rl1,AL,XL,YL);
AI9=I9(3,r1,AL,XL,YL);
AI10=110(3,r1,AL,XL,YL);
AI11=111(3,r1,AL,XL,YL);
AI12=112(3,r1,AL,XL,YL);
AI13=113(3,r1,AL,XL,YL);
AI14=114(3,r1,AL,XL,YL);
AI15=115(3,r1,AL,XL,YL);
AI16=116(3,AL,YL);
AI17=117(3,r1,AL,XL,YL);
AI18=118(3,r1,AL,XL,YL);
AI19=119(3,r1,AL,XL,YL);
AI20=120(3,r1,AL,XL,YL);
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AI21=121(3,r1,AL,XL,YL);
AI22=122(3,r1,AL,XL,YL);
AI23=123(3,r1,AL,XL,YL);
AI24=124(3,r1,AL,XL,YL);
AI25=125(3,r1,AL,XL,YL);
AI26=126(3,r1,AL,XL,YL);
AI27=127(3,r1,AL,XL,YL);
AI28=128(3,r1,AL,XL,YL);
AI29=129(3,r1,AL,XL,YL);

% CALCULUL ELEMENTELOR MATRICEI GLOBALE "A"
ss(I,3)=SI13(I,J,GNU,XL,AI11,ATI13);
cc(I,1)=C13(I,I,GNU,XL,AL,AI1l,AI2);
GG(I,1)=GI13(I,],D,XL,AIl);
pD(I,3)=DI3(I,],D,AL,AIld);

W (I,3)=VII(GNU,XL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AIS);
T7(I,3)=TI13(I,J,GNU,XL,C,S,AT11,AT12,AI13,A110);
EE(I,J])=EIJ(I,J,D,XL,AL,C,S,AIl,AI2,AI3);
FF(I,3)=F13(I,J,D,XL,AL,C,S,AIl,AI15,AI16);
mMm(I,3)=mMI13(I,J,GNU,D,XL,C,S,AT17,AT18,AT19,A120,AI21,A122);
AA(I,1)=AI3(I,J,GNU,D,XL,AL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8);
RR(I,J)=RI13(I,],D,GNU,XL,C,S,AI11,AT12,AI13,AT10);
BB(I,J)=BIJ(I,J,D,GNU,XL,AL,C,S,AI1l,AI2,AI9,AI3);
00(I,3)=013(D,GNU,XL,C,S,AI23,AI24,AI25,A126,A127 ,A128,A129);
PP(I,3)=PI3(D,GNU,XL,C,S,AI1l7,AT18,AT19,AT20,AI21,A122);
uu(I,3)=u13(D,GNU,XL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8);
KK(I,3)=KI3(D,GNU,XL,C,S,AI10,AT11,AT12,AT13);

end

end

% FORMAREA MATRICEI GLOBALE "A"

SSS=SS([ELS ELR],ELL);

CCC=CC([ELS ELR],[ELS ELL]);

GGG=GG([ELS ELR],ELR);

DDD=DD([ELS ELR], [ELS ELR]);

VWW=WV(ELR, ELL);
TTT=TT(ELR, [ELS ELL]);

EEE=EE(ELR,ELR);

FFF=FF(ELR, [ELS ELR]);

MMM=MM( [ELS ELL],ELL);

AAA=AA([ELS ELL],[ELS ELL]);
RRR=RR([ELS ELL],ELR);
BBB=BB([ELS ELL],[ELS ELR]);
000=00(ELL, ELL);

PPP=PP(ELL, [ELS ELL]);

UUU=UU(ELL, ELR);

KKK=KK(ELL, [ELS ELR]);

Msist=[SSS CCC GGG DDD; VVV TTT EEE FFF; MMM AAA RRR BBB; 000 PPP UUU KKK];

% CALCULUL ELEM. VECTORULUI DIN PARTEA DREAPTA A SISTEMULUI "B"

for I=(1:NE)
L(I)=-wnif(I,XM,YM,F,D,CSI,ETA);
M(I)=-TETAnif(I,X,Y,XM,YM,D,F,CSI,ETA);
N(I)=-Mnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F,CSI,ETA);
Q(I)=-vnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F,CSI,ETA);

end

% FORMAREA VECTORULUI DIN PARTEA DREAPTA A SISTEMULUI "B"

LL=L([ELS ELR]);

MM=M(ELR) ;

NN=N([ELS ELL]);

QQ=Q(ELL);
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Vsist=[LL MM NN QQJ;
% REZOLVAREA SISTEMULUI DE ECUATII
XX=inv(Msist)*Vsist';

NI=input('Numarul de noduri interioare. NI=');
% Introducerea coordonatelor nodurilor interioare
disp('Coordonatele nodurilor interioare')
for K=1:NI
XIN(K)=input(' XIN=');
YINC(K)=input(' YIN=');
disp(sprintf('i=%g XIN=%f YIN=%f',I,XINCK),YIN(K)))
end
for K=(1:NI)
for J=(1:NE)
% calculul cosinusurilor directoare ale elementului "j"
AX(3)=X(I+1)-X(3);
AY(3)=Y(I+1)-Y(D);
AL(3)=sqrt(AX(I)A2+AY(I)A2);
ANX(3)=AY(3)/AL(D);
ANY (3)=-AX(3)/AL(D);
XL=(XINCK) -XM(3)) *ANX(I)+(YINCK) -YM(I)) *ANY (D) ;
YL=-(XIN(K)-XM(3)) *ANY (I)+(YINCK) -YM(I)) *ANX(I) ;
rl=sqrt(XLA2+YLA2);
%Determinarea functiilor de integrare Il...I29
AI1=11(3,r1,AL,XL,YL);
AI2=12(3,r1,AL,XL,YL);
AI3=13(3,r1,AL,XL,YL);
AI4=14(3,r1,AL,XL,YL);
AI5=I5(3,r1,AL,XL,YL);
AI6=I6(3,r1,AL,XL,YL);
AI7=17(3,r1,AL,XL,YL);
AI8=18(J3,r1,AL,XL,YL);
AI9=19(3,r1,AL,XL,YL);
AI10=I110(3,r1,AL,XL,YL);
AI11=111(3,r1,AL,XL,YL);
AI12=112(3,r1,AL,XL,YL);
AI13=113(3,r1,AL,XL,YL);
AI14=114(3,r1,AL,XL,YL);
AI15=I15(3,r1,AL,XL,YL);
AI16=I16(J,AL,YL);
AI17=117(3,r1,AL,XL,YL);
AI18=118(3,r1,AL,XL,YL);
AI19=119(3,r1,AL,XL,YL);
AI20=120(3,r1,AL,XL,YL);
AI21=121(3,r1,AL,XL,YL);
AI22=122(3,r1,AL,XL,YL);
AI23=123(3,r1,AL,XL,YL);
AI24=124(3,r1,AL,XL,YL);
AI25=I25(3,r1,AL,XL,YL);
AI26=126(3,r1,AL,XL,YL);
AI27=127(3,r1,AL,XL,YL);
AI28=128(3,r1,AL,XL,YL);
AI29=I129(3,r1,AL,XL,YL);
% CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENIITE DIN SALTUL "w"
G11(K,3)=-((3-GNU) *XLA3*AT11+(1+GNU) *AT13*XL) /(4*pi);
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dx2g11(K, 3)=C(GNU-3) *XLA5*AT17+(9*GNU-3) *XL*AT19+(18-14*GNU) *XLA3*AT18) /(2*pi);

dxygl1l(K,3)=C(9*GNU-15) *XLA4*AT20+(GNU+1) *AT22+(10-14*GNU) *XLA2*AT121) /(2*pi);

dy2g11(K, 3)=-((3*GNU-5) *XLA5*AT17+(3*GNU+3) *XL*AT19+(22-18%*GNU) *XLA3*AT118) /(2*pi);

Mxgl1l(K,3)=-D*(dx2g11(K,I)+GNU*dy2g1l1(K,]));

Mygll(K,3)=-D*(dy2911(K,I)+GNU*dx2g11(K,]));

Mxygll(K,J)=-D*(1-GNU)*dxygll(K,]);

MnxswW(K, 3)=(Mxgll(K, J)*ANX(I)A2+Mygll(K,I)*ANY(I)A2+2*Mxygll (K, I)*ANX(I)*ANY(I));

Mnysw(K, 3)=(Mxgll(K, I)*ANY (I)A2+Mygll (K, I) *ANX(I)A2+2*Mxygll (K, I)*ANX(I)*ANY(I));

MnxysW(K,3)=(Mygll(K,3)-Mxgll(K,3))*ANX(I)*ANY(I)+Mxygll(K,I)* CANX(I)A2-ANY(I)A2);

dx3g11(K, 3)=-3* (XLA6* (GNU-3) *AT29+(1-3*GNU) *AT28+XLA2*AT27* (35*GNU-25) +XLA4*AT26% (35~

25%GNU)) /(2*%pi);
dx2ygl1(K,3)=-6%(XLA5*AI23*(3*GNU-5)+XL*AT24*(3*GNU-1)+10*XLA3*ATI25%* (1-GNU)) /p1i;
dxy2g11(K,3)=-3*(AI28% (GNU+1)+XLA6* (5-3*GNU) *AT29+XLA2*AT27* (15-25%GNU) +XLA4*AT26* (35*GNU-
45))/(2*pi);

dy3g11(K, 3)=6%(XLA5*AT23% (5%GNU-7)+XL*AI24* (GNU+1) +10*XLA3*ATI25%(1-GNU)) /pi;

Qnxsw(K,3)=-D*((dx3911(K,])+dxy2g11(K,I))*ANX(I)+(dy3gll(K,I)+dx2ygll(K,I))*ANY(I));

Qnysw(K,3)=-D*((dx3911(K,J)+dxy2g11(K,I))*ANY(I)+(dy3gll(K,I)+dx2ygll(K,I))*ANX(I));
% CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENIITE DIN SALTUL "TetaX"

G12(K, 3)=C(1+GNU) *AI1+(1-GNU) *XLA2*AI2) /4/pi;

dx2g12 (K, 3)=- (XLA4* (GNU+1) *AT4+AI6* (GNU-3) +6*XLA2*AI5%* (1-GNU)) / (4*pi) ;

dxyg12 (K, 3)=- (XLA3*AI7* (3*GNU-1)+XL*AI8* (3-GNU))/(2*pi);

dy2g12 (K, 3)=- (AI6* (GNU+1) +XLA4*AT4* (1-3*GNU) +6*XLA2*AT5* (GNU-1)) /(4*pi);

Mxg12 (K, 3)=-D*(dx2912(K,I)+GNU*dy2g12(K,]));

Mygl2 (K, 3)=-D*(dy2912(K,I)+GNU*dx2g12(K,]));

Mxygl2 (K, 3)=-D*(1-GNU) *dxygl2(K,]);

MnxsTeta(K,J)=(Mxgl2 (K, I)*ANX(I)A2+Mygl2 (K, I) *ANY (I)A2+2*Mxygl2 (K, I) *ANX(I) *ANY(J));

MnysTeta(K,J)=(Mxgl2(K,I)*ANY(I)A2+Mygl2 (K, J) *ANX(I)A2+2*Mxygl2 (K, I) *ANX(I) *ANY(I));

MnxysTeta (K, J)=(Mygl2(K,3)-Mxgl2(K,I))*ANX(I)*ANY (I)+Mxygl2 (K, I)* CANX(IDA2-ANY(I)A2);

dx3g12 (K, 3)=(XLA5*AT17* (GNU+1) +XL*ATI19% (9*GNU-15) +XLA3*AT18* (10-14*GNU)) /(2%pi);

dx2yg12 (K, 3)=(XLA4*AT20%* (9*GNU-3)+ATI22* (GNU-3) +XLA2*AT21* (18-14*GNU))/(2%pi);

dxy2912 (K, 3)=-(XLAS*AT17%(3*GNU-1) +XL*AT19* (3*GNU-9) +XLA3*AT18* (14-18*GNU)) /(2*pi);

dy3g12 (K, 3)=(A122* (GNU+1)+XLA4*AT20%* (9-15%GNU) +XLA2*AT21* (10*GNU-14)) /(2%pi);

QnxsTeta(K, J)=-D*((dx3g12 (K, I)+dxy2912 (K, ) ) *ANX(I)+(dy3gl2 (K, I)+dx2ygl2(K,I))*ANY(I));

QnysTeta(K, J)=-D*((dx3g12 (K, I)+dxy2912 (K, 3))*ANY(I)+(dy3gl2 (K, I)+dx2ygl2 (K, I)) *ANX(I));
% CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENIITE DIN SALTUL "Mx"

G13(K, 3)=XL*AIl/(4*pi*D);

dx2g13 (K, 3)=(XLA3*AT11+3*XL*AI13) /(4*pi*D);

dxygl3(K,J)=-(XLA2*AI12-A110)/(4*pi*D);

dy2g13 (K, 3)=(XLA3*AT11-XL*AI13)/(4*pi*D);

Mxg13 (K, 3)=-D*(dx2913(K,I)+GNU*dy2g13(K,]));

Mygl3(K,3)=-D*(dy2913(K,I)+GNU*dx2g13(K,]));

Mxygl3(K,J)=-D*(1-GNU) *dxygl3(K,]);

MnxsMx (K, 3)=(Mxg13 (K, I) *ANX(I)A2+Myg1l3 (K, I) *ANY (I)A2+2*Mxygl3 (K, I) *ANX(I) *ANY(I));

MnysMx (K, 3)=(Mxg13 (K, J)*ANY (I)A2+Myg13 (K, I) *ANX(I)A2+2*Mxygl3 (K, I) *ANX(I) *ANY(I));

MnxysMx (K, 3)=(Mygl3 (K, 3)-Mxgl3(K,]))*ANX(I) *ANY(I)+Mxygl3 (K, I)* (ANX(I)A2-ANY (I)A2);

dx3g13 (K, 3)=- (XLA4*AT4+6*XLA2*ATI5-3%AI6)/(4*pi*D);

dx2yg13(K,3)=(XLA3*AI7-3*XL*AI8)/(2%*pi*D);

dxy2g13(K,3)=- (XLA4*AT4-6*XLA2*AI5+AI6) /(4*pi*D);

dy3g13 (K, 3)=-(3*XLA3*AI7-XL*AI8) /(2%pi*D);

QnxsMx (K, 3)=-D* ((dx3g13(K, ) +dxy2g13(K,I))*ANX(I)+(dy3913(K, I)+dx2ygl3(K,I))*ANY(I));

QnysMx (K, 3)=-D*((dx39g13(K, J)+dxy2g13(K,I))*ANY(I)+(dy3g13(K,I)+dx2ygl3(K,I))*ANX(I));
% CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENITE DIN SALTUL "vx"

G14(K,1)=A114/(8*pi*D);

dx2914 (K, 3)=(2*AT1+2*XLA2*AI2+AL(3))/(8*pi*D);

dxygl4 (K, J)=XL*AI3/(4*pi*D);

dy2914(K,3)=2*AI1+2*AI9+AL(3))/(8*pi*D);

Mxgl4 (K, 3)=-D*(dx2914 (K, I)+GNU*dy2g14(K,]));

Mygl4 (K, 3)=-D*(dy2914(K,I)+GNU*dx2g14(K,]));
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Mxygl4 (K, 3)=-D*(1-GNU) *dxygl4(K,]);
MnxsV (K, 3)=(Mxgl4 (K, J) *ANX(I)A2+Mygl4 (K, I) *ANY (I)A2+2*Mxygl4 (K, I) *ANX(I) *ANY(I));
MnysV (K, 3)=(Mxgl4 (K, ) *ANY (I)A2+Mygl4 (K, I) *ANX(I)A2+2*Mxygl4 (K, I) *ANX(I) *ANY(I));
MnxysV (K, 3)=(Mygl4 (K, J)-Mxgl4 (K, I))*ANX(I) *ANY (I)+Mxygl4d (K, I) * (ANX(I)A2-ANY (I)A2);
dx3g14 (K, 3)=(XLA3*AT11+3*XL*AI13) /(4*pi*D);
dx2ygl4 (K, I)=- (XLA2*A112-AT110)/(4*pi*D);
dxy2914(K,3)=(XLA3*AT11-XL*AI13) /(4*pi*D);
dy3914 (K, 3)=(3*XLA2*A112+AI10) /(4*pi*D);
QnxsV (K, 1)=-D*((dx3914 (K, ])+dxy2g14(K,I))*ANX(I)+(dy3gl4 (K, I)+dx2ygld (K, I))*ANY(I));
QnysV (K, 3)=-D*((dx3914 (K, ])+dxy2g14(K,I))*ANY(I)+(dy3gl4 (K, I)+dx2ygld (K, I))*ANX(I));
end
end
%FORMAREA MATRICEI DEPLASARII VERTICALE "W" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA
GG11=G11(:,ELL);
GG12=G12(:, [ELS ELL]);
GG13=G13(:,ELR);
GG14=G14(:, [ELS ELR]);
GGKJI=[GG1ll GG12 GG1l3 GG1l4];
%FORMAREA MATRICEI MOMENTULUI "Mx" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA
MMNXsW=MnxswW(:,ELL);
MMnxsTeta=MnxsTeta(:, [ELS ELL]);
MMNXSMX=MnxsMx (: , ELR) ;
MMnxsV=MnxsV(:, [ELS ELR]);
MXTOT=[MMNnXxsW MMnxsTeta MMnxsMX MMnXsV];
%FORMAREA MATRICEI MOMENTULUI "My" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA
MMnysW=Mnysw(: ,ELL) ;
MMnysTeta=MnysTeta(:,[ELS ELL]);
MMnysMx=MnysMx (: ,ELR) ;
MMnysV=MnysV(:, [ELS ELR]);
MYTOT=[MMnysW MMnysTeta MMnysMx MMnysV];
%FORMAREA MATRICEI MOMENTULUI "Mxy" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA
MMnxysW=Mnxysw(: ,ELL) ;
MMnxysTeta=MnxysTeta(:,[ELS ELL]);
MMnXysMx=MnxysMx (: , ELR) ;
MMnxysV=MnxysV(:, [ELS ELR]);
MXYTOT=[MMnXxysW MMnxysTeta MMnxysMx MMnxysV];
%FORMAREA MATRICEI FORTEI TAIETOARE "Qx" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA
QQnxsw=Qnxsw(:,ELL);
QQnxsTeta=QnxsTeta(:, [ELS ELL]);
QQnxsMx=QnxsMx (:,ELR);
QQnxsv=QnxsV(:, [ELS ELR]);
QXTOT=[QQnxsW QQnxsTeta QQnxsMx QQnxsV];
%FORMAREA MATRICEI FORTEI TAIETOARE "Qy'" PROVENITA DIN SALTURI PE FRONTIERA
QQnysw=Qnysw(: ,ELL);
QQnysTeta=QnysTeta(:, [ELS ELL]);
QQnysMx=QnysMx(:,ELR);
QQnysv=QnysV(:,[ELS ELR]);
QYTOT=[QQnysW QQnysTeta QQnysMx QQnysV];
% CALCULUL SOLUTIILOR IN NODURILE INTERIOARE PROVENITE DIN SARCINA EXTERIOARA
for K=1:NI
r(K)=sqrt((XIN(K)-CSI)A2+(YIN(K)-ETA)A2);
%Calculul deplasarii provenita din forta concentrata
WintF(K)=F*r(K)A2*1og(r(K))/(8*pi*D);
%Calculul momentului Mx provenit din forta concentrata
MxintF(K)=(-(1+GNU) *Tog (r(K))-(1-GNU) * (XIN(K) -CSI)A2/r (K)A2-(3*GNU+1) /2)*F/(4*pi);
%Calculul momentului My provenit din forta concentrata
MyintF(K)=(-(1+GNU) *Tog (r(K))-(1-GNU) * (YIN(K) -ETA)A2/r (K)A2-(3*GNU+1) /2) *F/(4*pi);
%Calculul momentului Mxy provenit din forta concentrata
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MxyintF(K)=-(1-GNU)* (XIN(K)-CSI)*(YIN(K)-ETA)/(4*pi*r(K)A2);
%Calculul fortei Qx provenit din forta concentrata
dx3914 (K)=C(XIN(K)-CSI)A3+3*(XIN(K)-CSI)* (YIN(K)-ETA)A2)/(4*pi*D*r(K)A4);
dxy2914 (K)=((XIN(K)-CSI)A3-(XIN(K)-CSI) *(YIN(K) -ETA)A2) /(4*pi*D*r(K)A4);
QxintF(K)=-D*(dx3g14 (K)+dxy2914(K));
%Calculul fortei Qy provenit din forta concentrata
dy3g14 (K)=(3*(XIN(K)-CSI)A2*(YIN(K) -ETA)+(YIN(K)-ETA)A3) /(4*pi*D*r(K)A4);
dx2ygl4 (K)=- ((XIN(K)-CSI)A2*(YIN(K) -ETA) - (YIN(K)-ETA)A3) /(4*pi*D*r(K)A4);
QyintF(K)=-D*(dy3g14 (K)+dx2ygl4(K));
end
% CALCULUL SAGETII 'W' SI EFORTURILOR IN NODURILE INTERIOARE
% Calculul deplasarii verticale w
WINT=GGKI*XX+WintF';
for K=1:NI
disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g wint',K,XINCK),YINCK) ,WINT(K)))
end
% calculul momentuTui'mMx'
MXINT=MXTOT*XX+MxintF';
for K=1:NI
disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Mxint',K,XIN(K),YINCK),MXINT(K)))
end
% calculul momentului'My'
MYINT=MYTOT*XX+MyintF';
for K=1:NI
disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Myint',K,XIN(K),YINCK),MYINT(K)))
end
% Calculul momentului 'Mxy'
MXYINT=MXYTOT*XX+MxyintF';
for K=1:NI
disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Mxyint',K,XINCK),YINCK),MXYINT(K)))
end
% Calculul fortei 'Qx'
QXINT=QXTOT*XX+QXintF';
for K=1:NI
disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Qxint',K,XIN(K),YINCK),QXINT(K)))
end
% Calculul fortei 'Qy'
QYINT=QYTOT*XX+QyintF';
for K=1:NI
disp(sprintf('k=%g Xint=%g Yint=%g Qyint',K,XIN(K),YINCK),QYINT(K)))
end

COSDIR

function [AL,C,S,XL,YL,r1]=cosdir(I,J,X,Y,XM,YM)
% cosinusurile directoare ale elementului i
AX(I)=X(I+1)-X(1);
AY(I)=Y(I+1)-Y(I);
AL(I)=sqrt(AX(I)A2+AY(I)A2);
ANX(I)=AY(I)/AL(I);
ANY (I)=-AX(I)/AL(I);
% cosinusurile directoare ale elementului j
AX(3)=X(I+1)-X(3);
AY (D) =Y(I+1D)-Y(I);
AL(3)=sqrt(AX(I)A2+AY(I)A2);
ANX(3)=AY(3)/AL(I);
ANY (3)=-AX(3)/AL(3);
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%determinarea cos(gamma), sin(gamma)

C=ANX(TI) *ANX(I)+ANY (I) *ANY(I);

S=ANY (I) *ANX(3) -ANX(I) *ANY(J);

%determinarea coordonatelor nodului i: xil si yil in sistemul de
%coordonate locale ale elementului j
XL=(XM(I)-XM(3)) *ANX () +(YM(I) -YM(I) ) *ANY (I) ;
YL=-(XM(I)-XM(3)) *ANY (I)+(YM(I)-YM(I) ) *ANX(I) ;

rl=sqrt (XLA2+YLA2);

end

AlJ

%Ccalc. elem. AIJ (Momentul Mn in 'i' din saltul teta const. pe segm. 'j')
function [AIJ]=AIJ(I,J,GNU,D,XL,AL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8)
if I~=]
z1=((1+3*GNU) *XLA4*AT4+6% (1-GNU) *XLA2*AI5- (3+GNU) *AI6) * (1-GNU) *CA2/4/pi;
22=(XLA4*AT4-6*XLA2*AI5+AI6)* (1-GNU)A2*SA2/4/pi;
23=((1-3*GNU) *XLA3*AI7- (3-GNU) *XL*AI8) *2*C*S*(1-GNU)/2/pi;
AIJ=(z1+z2+23)*D;
else
AIJ=D*(1-GNU)*(3+GNU) /pi/AL(]);
end

v

%Calc. elem. VIJ (Unghiul TETAn 1in 'i' din saltul w const. pe segm. 'j')
function [VIJ]=VIJ(GNU,XL,C,S,AI4,AI5,AI6,AI7,AI8)

z1=-C* ((3-GNU) *XLA4*AI4-6* (1-GNU) *XLA2*AI5- (1+GNU) *AI6) /4/pi;

22=-5* ((14+GNU) *XL*AI8+(5-3%*GNU) *XLA3*AI7) /2/pi;

VIJ)=(z1l+z2);
end

Whif

% calculul sagetii wi din o forta concentrata in punctul i
function [wnif]=wnif(I,XM,YM,F,D)
Ri=sqrt(XM(I)A2+YM(I)A2);
wnif=F*RiA2%*Tog(Ri)/8/pi/D;
end

TETAnif

% calculul momenului Mn in directia normalei la segmentul i din o forta
% concentrata F in o placa infinita
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%aici C=ANX(I); S=ANY(I)
function [TETAnif]=TETANnif(I,X,Y,XM,YM,D,F)
% cosinusurile directoare ale elementului i
AX(I)=X(I+1)-X(I);
AY(I)=Y(I+1)-Y(I);
AL(I)=sqrt(AX(I)A2+AY(I)A2);
ANX(I)=AY(I)/AL(I);
ANY (I)=-AX(I)/AL(I);
Ri=sqrt(XM(I)A2+YM(I)A2);
TETAX1 f=- (F*XM(1)*(2*1og(Ri)+1))/8/pi/D;
TETAy1 f=-(F*YM(I)*(2*Tog(Ri)+1))/8/pi/D;
TETANi f=ANX(I) *TETAX1 f+ANY (I) *TETAy1if;
end

Mnif

% calculul momenului Mn in directia normalei Ta segmentul i din o forta
% concentrata F in o placa infinita
%aici C=ANX(I); S=ANY(I)
function [Mnif]=Mnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F)
% cosinusurile directoare ale elementului i
AX(I)=X(I+1)-X(1);
AY(I)=Y(I+1)-Y(I);
AL(I)=sqrt(AX(I)A2+AY(I)A2);
ANX(I)=AY(I)/AL(I);
ANY (I)=-AX(I)/AL(I);
Ri=sqrt(XM(I)A2+YM(I)A2);
Mx i f=- ((1+GNU) *Tog (R1)+(1-GNU) *XM(I) A2 /RiA2+(3*GNU+1) /2) *F/4/pi;
Myif=-((1+GNU) *10g (R1)+(1-GNU) *YM(I)A2/RiA2+(3*GNU+1) /2) *F/4/pi;
Mxyif=-F*(1-GNU) *XM(I) *YM(I)/RiA2/4/pi;
Mni F=ANX (I)A2*Mxi f+ANY (I)A2*Myi f+2*ANX(I) *ANY (I) *Mxyif;
end

Vhif

% calculul fortei generalizate vn in directia normalei la segmentul i din o forta
% concentrata F in o placa infinita
%aici C=ANX(I); S=ANY(I)
function [vnif]l=vnif(I,X,Y,XM,YM,GNU,F)
% cosinusurile directoare ale elementului i
AX(I)=X(T+1)-X(1);
AY(D)=Y(T+1)-Y(1);
AL(I)=sqrt(AX(IDA2+AY(I)A2);
ANX(I)=AY(I)/AL(I);
ANY (I)=-AX(I)/AL(I);
Ri=sqrt(XM(I)A2+YM(I)A2);
vnif=-F*ANX(I) *XM(I) * ((3-GNU) *XM(I) A2+ (1+GNU) *YM(I)A2) /4/pi/RiA4-F*ANY (I) *YM(I) *((3-
GNU) *YM(I) A2+ (1+GNU) *XM(I)A2) /4/pi/RiA4;
end
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Il

function [11]=11(3,r1,AL,XL,YL)
%pentru x=0; y=0
if r1==0
I1=(AL(3)*(Mog(AL(3)A2/4) - 2))/2;
%pentru x=0;
elseif XL==
if YL==AL(23)/2
I1=C(AL(3)/2 + YL)*(1og((AL(I)/2 + YLIA2) - 2))/2;
elseif YL==-AL(3)/2
I1=C(AL(3)/2 - YL)*(Tog((AL(3)/2 - YLIA2) - 2))/2;
elseif YL~=0
I1=CCAL(3)/2 + YL)*(Mog((AL(I)/2 + YLIA2) - 2))/2 + ((AL(3)/2 - YL)*(Tog((CAL(3)/2 -
YLIA2) - 2))/2;
end
%pentru x.ne.0; y.ne.O
else
TI1=Tog((CAL(I)/2 - YL)A2 + XLA2)A(1/2))*(AL(3)/2 - YL) - AL(I) + Tog((XLA2 + (AL(3)/2 +
YL)A2)A(1/2))*(AL(3) /2 + YL) + XL*atan((AL(3)/2 + YL)/XL) + XL*atan((AL(3)/2 - YL)/XL);
end

129

function [129]=129(3,r1,AL,XL,YL)
%pentru x=0; y=0
if rl1==0
I29=-1024/(9*AL(I)A9);
%pentru x=0;
elseif XL==
if YL==AL(3)/2
I29=- 512/(9*(AL(3) + 2*YL)A9);
elseif YL==-AL(3)/2
I29=- 512/(9*(AL(J) - 2*YL)A9);
elseif YL~=0
I29=- 512/(9*(AL(3) - 2*YL)A9) - 512/(9*(AL(I) + 2*YL)A9);
end
%pentru x.ne.0; y.ne.0
else
I29=C(511*(AL(3)/2 - YL)IA3)/(384*XLA4) + (385*(AL(3)/2 - YL)A5)/(384*XLA6) + (35*(AL(3)/2 -
YL)A7)/(128*XLA8) + ((93*AL(3))/2 - 93*YL)/(128*XLA2))/(CAL(3)/2 - YL)A8 + 4*XLA2*(AL(3)/2 -
YL)A6 + 6*XLA4*(AL(3)/2 - YL)A4 + 4*XLA6*(AL(I)/2 - YL)A2 + XLA8) + (35*atan((AL(3)/2 -
YL)/XL))/(128*XLA9) + ((C(93*AL(3))/2 + 93*YL)/(128*XLA2) + (511*(CAL(3)/2 + YL)A3)/(384*XLA4) +
(385*(AL(3)/2 + YL)A5)/(384*XLA6) + (35*(AL(I)/2 + YL)A7)/(128*XLA8))/(XLA8 + (AL(3I)/2 + YL)A8 +
4%5XLA2*(AL(3) /2 + YL)AG + 6*XLA4*(AL(I)/2 + YLIAL + 4*XLA6*(AL(I)/2 + YL)IA2) + (35*atan((AL(3)/2
+ YL)/XL))/(128*XLA9);
end
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