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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea si importanta problemei abordate

Placile sunt elemente importante ale diferitor structuri de rezistentd. Aceste
elemente se regasesc in constructiile civile, in constructiile navale, aeronautica etc.

Desi teoria de calcul are o istorie de peste 200 de ani, pand in prezent nu exista
metode care ar rezolva toate tipurile de probleme intalnite ale Incovoierii placilor. Unele
solutii pentru placi dreptunghiulare si circulare sunt prezentate in serii Fourier slab
convergente [21], insd acestea nu pot fi utilizate pentru toate modurile de rezemare si
cazurile de incdrcare. Odatd cu dezvoltarea tehnicii computationale au fost elaborate
metode numerice de calcul. Cele mai raspandite sunt: Metoda Diferentelor Finite (MDF),
Metoda Elementelor Finite (MEF) si Metoda Elementelor de Frontiera (MEFr).

In ultimul timp este larg raspanditi metoda elementelor finite. Cel mai mare
dezavantaj al calculului placilor prin MEF consta in utilizarea problematica a elementelor
finite cu un numar sporit de grade de libertate in noduri, care ar putea satisface toate
conditiile la limitd posibile. S-a constatat cd majoritatea programelor MEF nu contin
elemente finite de placd cu un numar mai mare de trei grade de libertate in nod. Daca sunt
utilizate elemente de placi curbe, numarul de grade de libertate se majoreaza péana la sase,
insd nu contin toti parametrii necesari pentru a satisface toate conditiile de frontiera. De
regula, MEF conduce la rezolvarea unui sistem masiv de ecuatii liniare, ce necesita mult
timp, memorie internd si spatiu de stocare a datelor in calculator pentru rezolvarea lor.
Totodatd, MEF este ineficientd: la calculul placilor cu conditii mixte la limita, a
problemelor ce prezintd concentrdri de tensiuni, defecte, probleme de contact etc.
Problemele sunt actuale si la moment nu au solutii satisfacatoare.

Solutiile propuse in aceastad lucrare exclud dezavantajele enuntate si ofera noi

Scopul tezei
Scopul studiului efectuat in aceasta lucrare consta in obtinerea si aplicarea solutiilor

discontinue in metoda elementelor de frontiera pentru calculul placilor plane.
Obiectivele cercetarii

Pentru atingerea scopului propus a fost necesar de a indeplini urmétoarele obiective:

—  obtinerea solutiilor discontinue la calculul placilor plane cu diferite moduri de
rezemare, incarcari, defecte etc., atdt in interpretarea clasica, cat si tinand
seama de deformatiile din forfecare (teoria Reissner);

—  rezolvarea integralelor de frontiera si tratarea singularitatilor acestora;

—  implementarea numerica a solutiilor discontinue;

—  elaborarea programelor de calcul pentru a rezolva problemele ce se regasesc in
practica de proiectare curenta;

—  validarea rezultatelor obtinute prin MEFT.
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Ipoteza de cercetare
Solutiile prezentate in aceastd lucrare au fost construite pornind de la ipotezele

teoriei clasice a placilor si teoria ce tine cont de deformatiile transversale de forfecare
(Teoria Reissner).
Sinteza metodologiei de cercetare si justificarea metodelor de cercetare alese

Problemele de incovoiere ale placilor plane, abordate in aceasta lucrare, au fost
analizate folosind metoda indirecta a elementelor de frontierd. Aceasta metodd numerica,
relativ noud, poate fi aplicatd la rezolvarea unui sir de probleme, pentru care metodele
numerice si analitice existente nu au solutii sau nu oferd o exactitate satisfacitoare. in
MEFr discretizarii este supus doar conturul placii, iar acest lucru conduce la reducerea
dimensiunii sistemului global de ecuatii fatd de celelalte metode numerice, totodatda MEFr
conferd o exactitate mai buna, solutiile fiind continue in interiorul domeniului si
numerice la conturul placii.

Aprobarea rezultatelor cercetarilor.

Rezultatele cercetarilor au fost aplicate in cadrul proiectului de cercetare stiintifica
cu titlul: ,,Calculul placilor prin metoda elementelor de frontierda bazatd pe solutii
discontinue”. Director de proiect: Moraru Gh. Perioada de realizare: 2011-2014.
Deasemenea, rezultatele au fost expuse 1n 10 lucrari stiintifice.

Sumarul compartimentelor tezei
Capitolul 1. ,,Ecuatiile de baza pentru placi utilizand teoria clasica i teoria lui
Reissner” prezintd evolutia teoriilor si metodelor de calcul de la aparitia primelor
formulari matematice si pand In prezent. Sunt enumerate cele mai importante publicatii
stiintifice de-a lungul timpului care au contribuit la dezvoltarea tehnicii de calcul. Tot in
acest capitol este descrisa teoria clasica a placilor si teoria, care tine cont de deformatiile
din forfecare.

Capitolul 2. ,,Metode numerice de calcul” include cele mai utilizate metode
numerice de calcul a placilor la momentul actual, si anume: Metoda elementelor finite
(MEF), Metoda elementelor de frontiera (MEFr) in formularea directd si cea indirecta.
Sunt prezentate principalele avantaje si dezavantaje ale metodelor numerice.

Capitolul 3. ,,Solutii discontinue pentru plici’. in acest capitol se propune
spre cercetare o noua directie in metoda indirectd a elementelor de frontiera bazata pe
solutii discontinue. Aceste solutii au fost aplicate la rezolvarea mai multor probleme de
incovoiere a placilor: contur arbitrar, diferite moduri de rezemare, diferite tipuri de
incarcari, defecte etc. Pentru a demonstra veridicitatea si corectitudinea metodei propuse,
a fost elaborat un program de calcul scris 1n limbajul Matlab, cu ajutorul caruia au fost
calculate deplasarile si eforturile in placi pentru problemele mentionate mai sus.
Rezultatele obtinute au fost comparate cu MEF si cu cele analitice.



CONTINUTUL TEZEI

Capitolul 1. Ecuatiile de baza pentru plici conform teoriei clasice si a teoriei
lui Reissner.

in teoria clasica a placilor, in afara ipotezelor fundamentale folosite in mecanica
solidului deformabil se introduc ipoteze suplimentare [13, 22] specifice placilor:

1. Planul median al placii nu suferd deformatii de intindere, compresiune sau
lunecare. Acesta se considerd neutru, analogic cu axa din teoria barelor. Din aceasta
ipoteza rezulta ca in punctele planului median al plécii, deplasarile in directia axelor OX si
OY sunt nule.

2. Segmentul rectiliniu normal la suprafata mediana inainte de deformare ramane
rectiliniu §i normal la suprafata deformata a planului median si nu-si schimba lungimea.

3. Ipoteza statica: tensiunile ce actioneazd in directia normalei la suprafata
mediand o, pot fi neglijate. Adica se neglijeaza interactiunile straturilor placii paralele cu
suprafata mediand. Aceasta corespunde unei stari plane de tensiuni.

Tensiuni in plicile subtiri la incovoiere in formularea clasicd

E E 02w 92w
Ox =152 (Ex + VEY) =Tt (axz +v ayz)
E E 22w 2%w
0y =17 (sy + vsx) =137 (_ayz + V_axZ) (1.1)
E E 22w
Tyy =G - =— = - z
xy Yay 2(14v) Yay 1+v) ~ axay }

Conform ipotezelor de calcul, tensiunile gy, T, si 7,,, sunt nule. In realitate, ele
nu pot fi nule, intrucit nu se va realiza echilibrul in placa. In scopul determinirii acestor
tensiuni se vor utiliza ecuatiile de echilibru ale unui element de placa, introducand inca o
ipoteza: intrucat grosimea placii este mica in raport cu dimensiunile ei din plan, se
considera cé fortele volumice pot fi neglijate. Astfel, relatia o, se scrie:

_ _E w2 _p&xy)
JZ—Z(l_vz)(4z 3)A(Aw) ), (12)

Eforturi in plicile subtiri la incovoiere in formularea clasicd

h
> 92w 92w

— 2 —_—— —_— _
M, = f_gaxzdz =_D (axz +v ayz)

)’

12
M, = [? oyzdz = =D (62W azw);
2

— ‘V —
ay? d0x2

h

— 62 (13)
My, = My, = [*Txyzdz = —=D(1 —v) 0x;;/'

2

_ch)2 _ N0
Qy = f-h/z Typdz = =D —Aw

_(h/2 _ 0
Q, = f-h/z 7y,dz = DayAW

6



Qy

Fig. 1.1. Directiile de actiune ale eforturilor

Ecuatia diferentiald a suprafetei mediane in formularea clasica
Daca se va considera relatia (1.2) si conditiile pe suprafata placii z = A/2, se
obtine:
A(dw) = P&, (1.4)
Relatia (1.4) este cunoscuta ca ecuatie diferentiald a suprafetei mediane a placii
plane subtiri, numita si ecuatia generala a incovoierii plicilor plane. in forma desfasurata

aceasta se va scrie:
a*w o*w *w _ p(xy)

Py + %2y T oyt > (1.5)

Aceasta ecuatie este considerata guvernanta, intrucat daca se poate preciza asa o
functie w(x,y) pentru suprafata mediana deformata, care satisface atat ecuatia diferentiala
de echilibru (1.5), cat si conditiile de pe conturul placii, atunci starea de tensiuni,
deformatii i deplasari in fiecare punct al placii este rezolvatd. Aceasta mai este numita
ecuatia lui Sophie Germain [8].

Introducerea celor trei ipoteze simplificatoare enuntate mai sus, permite
reducerea problemei spatiale, la determinarea unei singure functii de doua variabile
independente; altfel zis, problema tridimensionald a fost redusd la o problema
bidimensionala.

Teoria Reissner a incovoierii placilor

Ca si in cazul grinzilor, de reguld, la calculul placilor conform ipotezelor teoriei
clasice influenta fortelor transversale asupra sigetii este neglijata. Insi, pentru grinzi
scurte sau placi de grosime considerabild aceastd influentd devine mai pronuntatd, si
trebuie inclusa in calcul. Mai multi cercetatori sau ocupat de aceastd problema. Printre
acestia se numara: Reissner [17-19], Midlin [12], Love [10], Timoshenko si Woinowsky-
Krieger [21], Huber [9] etc.



Eforturi in Teoria Reissner

2w 2w n? o " v
PR (N W T S T
dx2 dy? 5 dx 10 1-v
2w 2w n? aQ oy
My = = (L2 4y T) 4 2wy
y ay? 9x2 5 dy 10 1-v
2w k% [(0Qy 6Qy)
— (11— 0 (fexy ToyY). 1.6
Mxy (1-w)D axdy 10(6y + ox /)’ (1.6)
n? a ¥ aq
Qx 10AQ’C_ DaxAW 10(1-v) dx’

"2 d 9
Qy—ﬁm%=—054w—wwwﬁ.
Egaland #=0 se obtin expresiile respective ale teoriei clasice. Conform teoriei exacte
rezultd ca expresiile si ecuatiile teoriei clasice sunt valabile doar pentru plécile subtiri.

Din a treia ecuatie de echilibru se obtine ecuatia diferentiala a suprafetei mediane
in teoria exacta.

2 (2-v)
T 1o(1-v) (1.7)

Ecuatia primita este de ordinul patru, deci pot fi prescrise cate doua conditii la
limita pentru fiecare latura a placii. Pentru obtinerea conditiei suplimentare, se introduce
in relatii o functie noud — functia de tensiune, care conduce la obtinerea ecuatiei
suplimentare diferentiale de ordinul doi.

Aw—% =0. (1.8)
Introducerea ecuatiei diferentiale suplimentare de ordinul doi face posibila
indeplinirea tuturor conditiilor la limita necesare, astfel pentru fiecare latura pot si trebuie

sa fie satisfacute trei conditii in loc de doud. Prin urmare, in colfurile placilor nu vor mai
aparea reactiuni concentrate.

DAAw = q

Capitolul 2. Metode numerice de calcul

Odata cu aparitia tehnicii moderne de calcul, metodele numerice [6] au cunoscut
si ele o dezvoltare intensd, in comparatie cu cele analitice. Metodele numerice pot fi
aplicate la rezolvarea unui spectru mai larg de probleme ale teoriei elasticitatii, deoarece
solutioneaza aproximativ ecuatiile fundamentale ale teoriei elasticitatii.

Cele mai utilizate metode de calcul pentru rezolvarea problemelor de
elasticitate, termoelasticitate, elastoplasticitate, mecanica ruperii materialelor sunt:

a) Metoda Diferentelor Finite — MDF;

b) Metoda Elementelor Finite — MEF;

¢) Metoda Elementelor de Frontiera — MEFr.
Metoda elementelor finite (MEF)

Metoda elementelor finite (MEF) actualmente este cea mai utilizatd metoda
numerica de calcul a placilor [16, 23]. MEF este foarte eficientd pentru studierea
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multiplelor probleme extrem de variate din diferite domenii de activitate ale inginerului.
MEF, de regula, determina rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice cu un numar mare
de necunoscute. Din acest motiv, ea este strans legata de utilizarea calculatoarelor. Un sir
de softuri au fost create pe baza MEF asa cum sunt: Ansis, AxisVM, Nastran, SCAD, Lira
etc.

Y Element finit Nodu! elem. de plocd
/ triunghimtar / tu 3 grode de libertate
Yy xr
\ e b
Medul elem de placd -

tu jgrode de libertote *

b

B : 2 ¢
z' 2’ Element fint

dreptunghiulor

Fig. 2.1. Tipuri de elemente finite

Problema de baza a MEF este de a determina matricea de rigiditate a elementului
finit. Pentru elementul finit triunghiular, matricea de rigiditate in coordonate locale are
forma:

0 0 0 o 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 0
0O O 0 0 0 0 0
kKia 0 kig ki; kig ki
[K*] = kss 0 0 ksg O @2.1)
kes ke7 kes Koo
simetric k7, kig kig
ks  Kgo
| kg

Sistemul global de ecuatii al structurii analizate are forma:

[K]°5¢{8} = {F}, (22)
unde: [K]*' — reprezintd matricea globald de rigiditate;
{}=[Wi Pxi Pyi Wj Pxj Pyj Wi Px Pyi] - vectorul parametrilor nodali;
{F} = [T]{F*} — vectorul fortelor nodale in sistemul global de coordonate;
{F*} — vectorul incarcarilor nodale in sistemul local de coordonate.

Pentru rezolvarea sistemului de ecuatii (2.2) sunt folosite diferite metode: Gauss,
Choleski s.a., care ofera posibilitatea de a obtine vectorul deplasarilor {6}, adica valorile
in noduri ale functiilor cautate. Cu ajutorul deplasarilor nodale obtinute pot fi calculate
tensiunile si eforturile in fiecare element finit.

9



Metoda elementelor de frontiera (MEFr).
Exista doud formulari distinctive ale metodei elementelor de frontiera: directd si indirecta.
La baza formularii directe se afla teorema reciprocitatii lucrului mecanic
(teorema Maxwell-Betti) si solutiile fundamentale reprezentate de functiile de influenta
Green [1, 11, 20] pentru un domeniu infinit. Prin functia Green se intelege solutia ecuatiei
diferentiale partiale, in care termenul neomogen a fost inlocuit cu produsul functiilor delta,
astfel, reprezentand efectul unei forte concentrate. in consecinti, solutia fundamentala
satisface ecuatia diferentiald In orice punct al domeniului infinit cu exceptia punctului
sursa. In acest punct solutia va prezenta singularitate si va tinde la infinit.
Solutia fundamentala a ecuatiei diferentiale partiale de ordinul patru (1.5) are
forma:

* TZ
w*(P,Q) = %ln(r), (2.3)
Prima ecuatie integrald generala a incovoierii placilor poate fi exprimatd de-a
lungul frontierei prin unghiul de rotire pe directia normalei 8,, momentul incovoietor M,,
forta transversala generalizata ¥, si reactiunile de colt R;. Aceasta are forma:
CW(P) — [,(M36, + Ve W) dL — S WiR; = [f, pw*dA (2.4)

A doua ecuatie se obtine prin diferentierea ecuatiei fundamentale (2.4) in raport

cu normala »:
ow(P) oM;, vy N R _ ow*
c 2D _ [ (22, + 25w dL - XN W, 2 = [], p 2 da, 2.5)

unde dw(P)/0dn este unghiul de rotire pe directia normalei in punctul P.

Ecuatiile (2.4) si (2.5) reprezintd formularea integrald pentru placa fara conditii de
frontiera. Pentru a rezolva aceste doud ecuatii integrale este necesar de a discretiza
frontiera placii in segmente.

O variantd a metodei indirecte a elementelor de frontierd, numitd si metoda
extinderii sistemului dat, a fost propusd de Lujin [24]. Aceastd formulare se numeste
indirecta” deoarece foloseste functii sau densitati fictive care nu au nici o semnificatie
fizica, dar pot fi aplicate la calculul unor marimi fizice cum sunt deplasarile si tensiunile
in cazul elasticitatii. In cadrul metodei indirecte, in prima etapi sunt rezolvate
singularitatile, astfel incat sa fie satisfacute conditiile pe frontierd, iar in a doua etapa se
calculeaza valorile necunoscutelor pe frontiera in functie de solutiile singulare.

Se va considera, ca in sistemul cartezian de coordonate este data o placa (Fig.
2.2.) actionati de o sarcina transversald ¢(x,y) si in care sunt date conditiile la limita. In
locul placii date se va examina o altd placa, de dimensiuni mari in plan, care ar include
regiunea corespunzitoare placii initiale. Forma acestei placi si conditiile la limitd trebuie
sa fie selectate in asa mod ca pentru aceasta sa fie cunoscute solutiile si, respectiv, sa
poata fi gasita functia lui Green G(x,y,¢&,), care determind sageata in orice punct al placii
extinse cu coordonatele x,y de la actiunea unei fortei concentrate aplicatd in punctul cu
coordonatele & .
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Placd anfintii

Fig. 2.2. Sarcini echivalente aplicate pe conturul plicii

Sistemul de ecuatii integrale in formularea indirecta:

fP(S)G(x y,s)ds +fmn( )M w(x,y,s)

ds +£mt(s)Tas+

+ ff & MW (v, & mdédn = 0;
A

ow(x,y,s) 0%w(x,y,s) 22w(x,y,s)
LP(S)T J- (S)—na +fLmt(s)Was+
ij(f m 2L ey — g
ow(x,y,s) 2w(x,y,s) 2*w(x,y,s)
.pr(s) —ag 65+J;mn(s) —ayan 6s+£mt(s)—agat ds +

a ) ) )
[ atem 22 dga = o
A

(2.6)
Inlocuind sistemul de ecuatii integrale primit cu un sistem de ecuatii algebrice, si

pe conturul L ludnd un numar i de puncte, si in fiecare punct se va aplica o fortd
concentratd P;/=pAs si momente concentrate M,;=m,As si M;=mAs, atunci:
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Yica(PiWij + MyjWnij + Mejwi) + wgie = 0;
Yo (PO + MyjOnij + MeiOp;) + 9gic = 0; 2.7

23'=1(13j¢kj + Myjuj + Mijherj) + Ygie = 0.
(k=12,...,1)

In ecuatiile (2.23) sunt utilizate urmatoarele notatii:
wy; — sageata In punctul & de la o forta unitara, aplicatad in punctul j;
Waij — sdgeata in punctul k& de la un moment unitar, aplicat in punctul j in directia normalei
la conturul L;
wyy — sageata in punctul £ de la un moment unitar, aplicat in punctul j in directia tangentei
la conturul Z;
wqk — sageata in punctul £ de la incarcare exterioara.

Acelas sens 1l au coeficientii, care intrd in ecuatia a doua si a treia, numai ca prin
Y au fost notate unghiurile de rotire a normalei la contur in raport cu tangenta, iar prin y —
unghiurile de rotire a tangentei in raport cu normala.

Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii (2.7) poate fi gasitd sdgeata 1n orice punct
cu coordonatele x,y de pe regiunea 4:

w(x,y) = Ejo1 Bwi; (%7, a5, by) + By Mojwi; (x, v, a5, by) +
+Z§'=1 Mthtkj(x,Y: aj; b]) +Wq(x’y) (28)
Prin diferentierea solutiei (2.8), pot fi determinate toate deplasarile si eforturile cautate.

Capitolul 3. Solutii discontinue pentru placi

In acest capitol este descrisd metodologia de obtinere a solutiilor discontinue in
mecanica corpului solid deformabil elaborata de catre prof. Gh. Moraru in lucrarile [14,
15, 25-28], aplicarea si implementarea numericd a acestora, de catre autorul tezei pentru
rezolvarea problemelor de Incovoiere a placilor. Pentru a demonstra corectitudinea si
eficacitatea solutiilor discontinue, au fost rezolvate un sir de probleme practice ale
placilor, rezultatele obtinute fiind comparate cu alte metode analitice si numerice.

Solutii provenite din salturi concentrate

Se va considera o placd infinitd avind pe axa y (x = 0) un defect (fisura,
articulatie plastica, gaura etc.) (Fig. 3.1.).

Solutia ecuatiei diferentiale a suprafetei mediane a placii (1.12.) este alcatuita din
suma a doud stari: prima provenitd din sarcina exterioard si a doua — din salturile
corespunzatoare defectului. Ultima se va obtine prin integrarea solutiilor obtinute din
salturile concentrate cu ajutorul transformarii generalizate Fourier.

Dacd se va efectua trecerea functiilor de la o parte a defectului la cealaltd, acestea
pot cdpata salt: sageata w, unghiul de rotire 6,., momentul de incovoiere M,, forta taictoare
generalizata V..

12



Placa infinita

Pl

/
defecty( x
/

@A

Fig. 3.1. Placa infinita cu defect.

Pentru toate salturile sus-mentionate va fi introdusa urmatoarea notatie:
w(=0,y) —w(+0,y) = (w());
6x(=0,y) — 6, (+0,y) = (6,(»));
M, (=0,y) — M, (+0,y) = (M, (y));
Ve(=0,y) = V2 (+0,y) = (K(»). 3.1)
Solutiile din salturile concentrate pot fi obtinute daca se va aplica la ecuatia placilor

(1.5) transformarea generalizatd Fourier [29] considerand g(x, y) = 0.
Relatiile dintre salturile concentrate si deplasari:

w
w(x,y) 911 912 913 YJua (<9 ((3}]/))))
O,(x,¥)t =921 922 923 Gza (Mx( N ( (3.2)
0, (x,y) 931 932 Y33 J3a (Vx(;))
X
unde elementele g; au forma [8]:
1 x 1 x?
g1 = _EF[B —Vx?+ A +v)y?*); g1, = _E[(l +v)inr+ (1 _V)r_z ;o
Relatiile dintre salturi si eforturi:
(M (o) [tu tiz U3 t14] w(®))
M, (x,y) tr1 lz2 ta3 Q4 6.(»)
My (6, y) p =|t31 t3z taz s <Mx N (" (3.3)
Q(x,y) tyr taz laz las t(Vx( ))J
Q,(x,y) ts1 ls2 Us3 Uss xY

unde elementele #;au forma [8]:
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3(1 -v)?D x
fin = 21 r8

1-v)D x
ty = %T—S[—(S —v)x* +2(11 = 7v)x*y? + 3(1 + 3v)y*]; -

(x* — 6x%y% + y*);

Relatiile dintre salturi si fortele taetoare generalizate [8]:

w(®))

{Vx(x, }’)} _[hr bz hs la l15] (0,(¥)) (3.4)
Vy(x! y) Loy Lo Lz Ls Lsl | (M)’ '
V()
unde elementele /;;au forma:
3(1—v)D
L, = % [(7 = 3v)x® — 5(11 — 7v)x*y? + 5(1 — 5v)x%y* + (3 + v)y°];

3(1 —v)?D «x
2T r8

lip =— (x* — 6x%y% + y*);
Solutii discontinue pentru placa de contur arbitrar

Solutiile obtinute din salturile concentrate pot fi folosite ca functii Green, astfel
prin superpozitie pot fi scrise solutiile discontinue pentru defectul amplasat pe un contur

arbitrar L (Fig. 3.2.).

Yy
o @

x

Fig. 3.3. Sisteme de coordonate locale amplasate pe defectul L.
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Daca se va trece de la un sistem local de coordonate (%, y) la alt sistem local (n,7)
amplasat in orice punct P se obtine:

W) = [ (P,Q)dsy
L
6;(P) = f[éx(P, Q) cosy + 0,(P,Q) siny|dsy;
L

M;(P) = J;[Mx(P, Q) cos?*y + M, (P, Q) sin*y
+ 2M,,, (P, Q) cosy siny| dsg;
M;,.(P) = fL{[My(P,Q) — M, (P, Q)] cosy siny
+ M, (P,Q)(cos?y — sin?y)} dsy;
Qn(P) = [,[0x(P,Q) cosy + @, (P, Q) siny]dsq;
nt

. . oM
Vi(P) = Qn+

(3.5)
undey =f —a.
Solutiile discontinue sunt destinate pentru rezolvarea diferitor probleme ale
placilor cu defecte. De asemenea, aceste solutii pot fi folosite la rezolvarea problemelor de
baza ale placilor. In aceste cazuri frontiera va fi considerata ca defect.

Implimentarea numericd a solutiilor discontinue [2-5, 7]

Se va studia o placa de contur arbitrar cu diferire conditii la limita (Fig. 3.4.),
avand un defect cu lungimea L,. Pe lungimea conturului L; placa va fi considerata simplu
rezemata, pe L,— incastrata si pe Lz — libera.

Drept exemplu, se va considera ca defectul (L) prezinta o articulatie plastica. in
acest caz, unghiul de rotire in directia normalei la marginea defectului va avea salt:
(0,) # 0.

Pentru a obtine ecuatiile integrale, starea de deformatie a placii este prezentata ca
suma a doud stdri. Prima (notatd cu cerculet) provine de la sarcina exterioara, a doua
(notata cu asterix) provine din salturile concentrate pe linia L a defectului:

Conditiile la limita sunt pentru:

— marginea simplu rezemata (L,):

w*+w° =0; My + Mg = 0; (O,) = 0; (V) = 0);
— marginea incastrata (L»):
w*+w° =0; 0;+62 =0, ((M,)=+0; (V,)=0)
—  margine libera (L3):
My + My = 0; i+ =0  (w)=0; (6,)#0).
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Solutiile: w°, 82, M3 si V;? depind de tipul sarcinii exterioare. De exemplu: daca
placa este actionata de o forta concentrata F aplicata in punctul cu coordonatele ay, by fata
de originea sistemul global, atunci solutia in nodul i situat pe frontiera L va fi:

Fig. 3.4. Placa de contur arbitrar avind diferite moduri de rezemare.

wi =F - g1 (xi" — ao, yi" — bo);
Oni = F(nxe,‘c’i + nyeﬁi) = F[nxg“(xim —agyi" —bo) + ny934(xlm —ayy" — bo)]i
My, = F(nasz:?i + nJZ/M;i + 2nxnyM§yi) = F[nazctm(xim —ay Y —by) +
Sty (x]" — ag, " — bo) + 2nynyta, (x]" — ag, yi* — bo)]i
Vai = F(nxVin + nyV;i) = F[nxlm(xim —ag,yi" —by) + nyl24(xim —ag,y" — bo)]
(3.6)
unde n,= cosa §i n,= sina.
Pentru alte cazuri de incarcare solutiile pot fo obtinute prin integrarea expresiilor (3.6).
Daca conturul L (L=L;+L;+L3) si defectul L; va fi discretizat intr-un set de
elemente constante, se va obtine urmatorul sistem de ecuatii:
2 jmnis W W) + Z e mpmua W{0ni) + Bjmny, Wi {Mag) + jeny iy, Wii (V) = —wi's
2]'=an Bilf(wf) + ijnlenLS»nLd 91'2]'(9711') + Zj=an 91'3]'(Mn]'> + Zj:nLl»an Hlflj(v‘ﬂ]') = —9_{‘:1-;
2=y MW)) + g imgmia M5 (Onf) + Zjmng, (M) + Ejmnyy g, iy (Vnj) = =M
Z:1'=71L3 Uilj<wf> + Zj:nLlrnLSrnLd vi2]'<6n1'> + Z}'=an viSj <Mnj> + 2f=nL1,an v%(an) = _Vrllji"

(3.7
unde: nz;, nro, nrz reprezintd numarul de ordine al elementelor pe conturul L;, L, si
respectiv L3, iar n;¢ — numarul de ordine al elementelor pe defectul L.

Rezolvand sistemul de ecuatii (3.7) vor fi cunoscute toate salturile ale conturului
exterior al placii si cele ale defectului, astfel pot fi calculate deplasarile si eforturile in
orice punct din interiorul placii, acestea fiind exprimate prin salturile obtinute.
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De exemplu, daca este necesar de calculat sdgeata intr-un punct & din interiorul

placii (Fig.3.5.), expresia va capata forma:
Wi = Yj=n,, gll<Wj) + Xj=niinisnia 912(971]') +2j=ns, 913(Mnj) +
+Xi=niin, 914<an) +wg  (3.8)

Prin analogie, pot fi obtinute expresiile pentru: unghiurile de rotire, momente si
fortele taietoare.

0] Lo X

Fig. 3.5. Pozitia punctului interior in raport cu elementele de frontiera
constante.

Pentru a verifica corectitudinea metodei propuse in aceastd lucrare, a fost elaborat
un program de calcul in limbajul de programare Matlab. Cu ajutorul acestui program au
fost calculate deplasarile si eforturile pentru mai multe modele de placi avand diferite
moduri de rezemare, diferite tipuri de incarcare, defecte etc. Rezultatele obtinute au fost
comparate cu cele analitice si cu metoda elementelor de frontiera (MEF).

Unul din cele mai generale modele cercetate In lucrare prezinta o placa de contur
arbitrar, avand diferite moduri de rezemare a conturului o parte a conturului incastrat, iar
cealaltd — simplu rezemata (Fig. 3.6.) [2].

Pentru modelul MEFr pentru a calcula sageata si eforturile in orice punct al placii
a fost utilizat programul mentionat anterior. in acest scop, conturul plicii a fost discretizat
in 50 de elemnte constante constante (Fig. 7, a).

Pentru calculul cu MEF au fost construite 3 modele: 1) 165 elemente si 182
noduri (Figure 7, b); ii) 321 elemente si 320 noduri (Fig. 7, c); iii) 641 elemente si 663
noduri (Fig. 7, d).
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201
201

a) b)
Fig. 3.6. Placa de contur arbitrar incircati cu: a) forta concentrata; b) sarcina
uniform distribuita.

a) b) c) d)

Fig. 3.7. Modele de pliaci: a) BEM — 50 elem.; b) FEM — 165 elem. (182 noduri);
¢) FEM - 321 elem. (320 noduri); d) FEM - 641 elem. (663 noduri).
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Caz I. Placa de contur arbitrar solicitata de o forta concentrata (Fig. 3.6., a). Cu ajutorul
programului Dissol pentru modelul MEFr a fost obtinut campul sagetii (Fig. 3.8., a).
Pentru cele 3 modele MEF, campul sagetii a fost obtinut cu ajutorul sftului SCAD Office
(Fig. 3.8., b, ¢, d).

Deplasarea verticala W

©) d)

Fig. 3.8. Campul sigetii provenit de la o forta concentrata: a) MEFr — 50 elem.;
b) MEF - 165 elem.; ¢c) MEF - 321 elem.; d) MEF — 641 elem.
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Rezultatele obtinute au fost introduse in Tabelul 1. Acesta contine valorile
maxime ale sagetii si devierile in modelele FEM fatd de modelul MEFr.

Tabelul 3.1. Valorile maxime ale siagetii W pentru o placa de contur arbitrar de la
actiunea unei forte concentrate.

Metoda Nr. de Dimensiunea Sageata Devieri fati

numerica elemente  matricei globale maxima de
Wmax MEFr [%]
[mm]

MEFr 50 100 0.4783 -

MEF (i) 165 840 0.4702 1.69

MEF (ii) 321 1668 0.4738 0.94

MEF (iii) 641 3476 0.4767 0.33

Caz II. Placa de contur arbitrar solicitata de o sarcina distributa uniform pe o suprafatd.
(Fig. 3.6., b). Campul deplasérilor obtinut prin ambele metode este prezentat in Fig. 3.9.

Deplasarea verticala W [mm]

a) b)
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Fig. 3.9. Campul sigetii de la actiunea unei sarcini uniform distribuite:
a) MEFr — 50 elem.; b) MEF — 165 elem.; ¢) MEF — 321 elem.; d) MEF — 641 elem.

Tabelul 3.2. Valorile maxime ale sigetii / pentru o placi de contur arbitrar de la
actiunea unei sarcini uniform distribuite pe o suprafata.

Metoda Nr. de Dimensiunea Sageata Devieri fati
numerica elemente  matricei globale maxima de
Wmax MEFr [%]
[mm]
MEFr 50 100 2.520 -
MEF (i) 165 840 2.258 10.0
MEF (ii) 321 1668 2.300 8.70
MEF (iii) 641 3476 2.375 5.75

Din Fig. 3.8 si Fig. 3.9, se observa ca pentru modelele MEF cu un numar relativ
redus de elemente, curbele sdgetii, in special in zonele de actiune a sarcinii, prezinta niste
forme poligonale, iar pentru modelele MEF cu retele mai dense, curbele devin mai
regularizate, iar rezultatele se apropie de cele obtinute cu modelele MEFr. In al doilea caz
de incarcare (Tabelul 3.2), pentru a obtine o precizie acceptabild, modelele MEF necesita
rezolvarea unui sistem masiv de ecuatii liniare (3476 ec.), de zeci de ori mai mare decat
modelele MEFr (100 ec.). De asemenea, in procesul de discretizare a conturului curbiliniu
apare problema aproximarii geometriei, care presupune utilizarea elementelor neregulate
(triunghiulare, patrulatere etc.), care pot afecta precizia rezultatelor in elementele
invecinate. in MEFr, datorita faptului ca solutiile la frontiera sunt descrise numeric, iar in
interior — analitic, aceastd influentd are un efect local prezent doar la conturul placii si nu
se raspandeste 1n interior.
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CONCLUZII GENERALE

In rezultatul studiului efectuat au fost formulate urmatoarele concluzii:

1. Solutiile discontinue in MEFr, obtinute de cétre prof. Gh. Moraru cu ajutorul
Transformarii Fourier, au fost aplicate cu succes de catre autor la calculul
placilor plane cu diferite moduri de rezemare, incarcari, defecte etc., atat in
interpretarea clasica cat si tindnd seama de deformatiile rezultate din forfecare;

2. Au fost rezolvate un sir de integrale de frontierd. Majoritatea din acestea fiind
singulare, hipersingulare sau divergente, si au fost tratate cu ajutorul metodelor
de regularizare.

3. Pentru metoda elementelor de frontiera bazatd pe solutii discontinue a fost
efectuatd implementarea numerica;

4. In baza metodei propuse a fost elaborat de citre autor un program de calcul in
limbajul Matlab;

5. Cu ajutorul programului de calcul realizat au fost testate solutiile obtinute prin
MEFr bazata pe solutii discontinue pentru placi de diferite configuratii, moduri
de rezemare, incarcari, defecte etc. Rezultatele obtinute au fost comparate cu
cele analitice si MEF demonstrand o convergentd buna, devierile fiind mai mici
de 3%. De mentionat, in calculul numeric prin MEFr s-au utilizat elemente de
frontiera constante si intr-un numar cu mult mai redus fata de MEF.

RECOMANDARI

Solutiile discontinue, descrise in aceasta lucrare, s-au dovedit a fi eficiente 1n
rezolvarea diferitor probleme ale placilor plane, prezentand o exactitate sporita si un sir de
avantaje in comparatie cu alte metode numerice.

Astfel, acestea pot fi recomandate inginerilor la rezolvarea diferitor probleme
practice, care includ:

1. Calculul placilor: cu diferite moduri de rezemare a conturului, conditii la

limitd mixte, diverse tipuri de Incarcari,

2. Calculul placilor ce prezinta defecte si concentratori de tensiuni etc.;

3. Elaborarea noilor softuri pentru calculele ingineresti.
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ADNOTARE

Galbinean Sergiu

Calculul placilor prin metoda elementelor de frontiera bazata pe solutii discontinue
Teza de doctor in stiinte tehnice
Chisinéu, 2024

Structura tezei: este compusd din introducere, trei capitole, concluzii generale,
recomandari, bibliografie din 158 de titluri, 3 anexe, 120 de pagini de text de baza, 128 de
figuri, 12 tabele. Rezultatele obtinute sunt publicate in 9 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: plici, metoda elementelor de frontierd, solutii discontinue, functii Green.
Scopul lucririi: constd in obtinerea si aplicarea solutiilor discontinue in metoda
elementelor de frontiera pentru calculul placilor plane.

Obiectivele cercetirii: obtinerea solutiilor discontinue la calculul placilor plane cu
diferite moduri de rezemare, incarcari defecte etc.; rezolvarea integralelor de frontierd;
implementarea numericd a solutiilor discontinue; elaborarea programelor de calcul;
validarea aplicativa a metodei propuse.

Noutatea si originalitatea stiintifici: MEFr bazata pe solutii discontinue reprezintd o
abordare noua in mecanica corpului solid. Utilizdnd solutiile discontinue pot fi rezolvate
probleme pentru care metodele existente nu au solutii sau o exactitate satisfacatoare, cum
ar fi: placi de contur arbitrar, prezenta defectelor, conditii mixte la frontiera, probleme de
contact, domenii infinite etc.

Rezultatele obtinute care contribuie la solutionarea unei probleme stiintifice: consta
in elaborarea si implementarea numericd a solutiilor discontinue in MEFr, fapt ce a
permis la rezolvarea unui spectru larg de probleme ale incovoierii placilor plane.
Semnificatia teoretici: MEFr bazata pe solutii discontinue permite de a rezolva nu doar
probleme ale placilor plane, dar poate fi aplicata si pentru alte tipuri de elemente, cum ar fi:
placi curbe, placi in stare de tensiune sau deformatie pland, membrane, corpuri
tridimensionale etc.

Valoarea aplicativa: Rezultatele obtinute cu ajutorul solutiilor discontinue au fost
validate prin compararea cu metodele analitice de calcul si cu MEF.

Implementarea rezultatelor stiintifice: Rezultatele cercetarilor au fost aplicate In cadrul
proiectului de cercetare stiintifica cu titlul: ,,Calculul placilor prin metoda elementelor de
frontiera bazatd pe solutii discontinue”. Director de proiect: Moraru Gh. Perioada de
realizare: 2011-2014.
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AHHOTAIMUA

Cepreii I'an0unsin

PacyeTr miIMT METOI0M rPAHMYHBIX 3JIEMEHTOB HA OCHOBE Pa3pbIBHBIX pelieHuii
JokTopckasi TuccepTalUs M0 TEXHUYECKHMM HAyKaM
Kumunes, 2024 r.

CTpykTypa JAmccepTallMU: COCTOMT U3 BBEICHHUS, TpeX TIJaB, OOIMMX BBIBOJIOB,
pekoMeHnaanuii, oudaunorpadun u3 158 HaumeHOBaHMiA, 3 npuiIokeHuit, 120 cTpaHwuIl
OCHOBHOTO TeKkcTa, 128 pucynkos, 12 tabmum. [loxydeHHBIE pe3yabTaThl OITyOIHKOBAHBI
B 9 Hay4YHBIX CTATHsIX.

KaoueBble cj0Ba: IUIMTHL, METOJ TPAaHWYHBIX 3JIEMEHTOB, Ppa3pbIBHBIC PpEIICHHUS,
¢ynkuuu ['puna.

Ilean padoThl: COCTONT B IONYyYCHWH W IIPUMEHEHHWH Pa3phIBHBIX PEIICHHI B METOAE
TPAaHUYHBIX JIEMEHTOB JUIS PAcueTa INIOCKUX IUTHT.

3agaum uMccIel0BaHMA: TIONyYeHHWE pa3pbIBHBIX pEIIeHHH A pacdera IUIOCKHX
IUTACTHH € Pa3INYHBIMHU CIIOCOOAMH OTMPAHMS, 3arpysKeHHUs, Je(eKTaMu u T. 1.; pelIeHne
TPaHUYHBIX WHTETPAJIOB; UHCIIEHHAs pealu3alysl pa3pbIBHBIX pEIICHUi; pa3paboTka
pacyeTHBIX IPOrpaMM; MPAKTUIECKOE TOATBEP)KICHUE MPEATI0KEHHOTO METOIA.
Hay4yHasi HOBOCTh M OPHUIHHAJBLHOCTH: MID Ha OCHOBE pa3pHIBHBIX pPEIICHUN
mpeacTaBiasieT coOOW HOBBIM IMOAXOA B MexaHuke TBEpmoro Ttena. C  MOMOIIBIO
Pa3pBIBHBIX PEIICHUH MOXKHO pelIaTh 3aJadd, JUIl KOTOPBIX CYIIECTBYIOIINE METOMIBI HE
MMEIOT PEUICHHUH WIN yIOBIETBOPUTEIHLHON TOYHOCTH, TAKUE KaK: IUTUTHI TPOM3BOIEHOTO
KOHTypa, Hajiu4yue JAe(eKTOB, CMEIIAHHbIE KpaeBble YCIOBHUS, KOHTAKTHBIE 33/1a4H,
OeCcKOHEYHbIE 00/IaCTH U T.]I.

ITonyyeHHbIe pe3yabTaThl KOTOpPbIe CHOCOOCTBYIOT pPelIeHUI0 HAYYHOH 3ajavu:
3aKJII0YAIOTCsl B pa3pabOTKe W YMCICHHOW pealli3alyy pa3phlBHBIX penienuit B MI'3, uto
TIO3BOJIMJIO PELINTh IIMPOKUH CIIEKTp 33/1a4 U3rnda MIOCKUX IJIaCTHH.

Teopernyeckasi 3 HaUMMOCTh: MI'D Ha OCHOBE pa3phIBHBIX PEIICHUH MO3BOJSIET PEIIaTh
HE TOJIBKO 33Ja4M IUIOCKUX TUIACTHH, HO TAKXKE MOKET ObITh NPUMEHEHO M AJSI JPYTHX
THIIOB BJIEMEHTOB, HAlpuUMep: OOOJIOUKHM, IUIACTHHBI B IUIOCKOW HANpSHDKEHWH WIIN
nedopmannm, MeMOpaHbl, TPEXMEPHBIE TENa | T.JI.

IIpukiaagHoe 3HaueHHe: Pe3ynbTaThl, MONYYEHHBIE C MOMOLIBIO Pa3pbIBHBIX PELICHUH,
TIOJTBEP>K/ACHBI CPABHEHNEM C aHATUTHIECKUMH MeToaMu pacdyera u MKD.

BHeapenne Hay4yHBIX pe3y/bTaToOB: Pe3ynbTaThl HCCIEIOBaHMNA OBUTH NPUMEHEHBI B
HAaY4HO- HCCIIEIOBATENILCKOM MpOEKTe: «PacueT INIUT METOJOM I'pDaHWYHBIX 3JIEMEHTOB
Ha OCHOBE pa3pbIBHBIX pelieHuit». PykoBogutens mnpoekta: Mopapy I. Cpok
peamuzanuu: 2011-2014 r.
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ANNOTATION

Sergiu Galbinean

Plate analysis with boundary element method based on discontinuous solutions
Doctoral thesis in technical sciences
Chisinau, 2024

Structure of the thesis: it is composed of introduction, three chapters, general
conclusions, recommendations, bibliography of 158 titles, 3 annexes, 120 pages of basic
text, 128 figures, 12 tables. The obtained results are published in 9 scientific papers.
Keywords: plate, boundary element method, discontinuous solutions, Green's functions.

The purpose of the work: consists in obtaining and applying discontinuous solutions in
the boundary element method for plate analysis.

Research objectives: to obtain discontinuous solutions for the analysis of plates with
different support modes; loads, deffects etc.; to solve boundary integrals; the numerical
implementation of discontinuous solutions; the development of calculation programs;
practical validation of the proposed method.

Scientific novelty and originality: BEM based on discontinuous solutions represents a
new approach in mechanics of solid body. Using the discontinuous solutions, we can
solve such problems for which the existing methods do not have solutions or a satisfactory
accuracy, such as: plates of arbitrary shape, presence of defects, mixed boundary
conditions, contact problems, infinite domains etc.

The obtained results that contribute to the solution of a scientific problem: consists
in the development and numerical implementation of discontinuous solutions in BEM,
that allowed to solve a large spectrum of plate bending problems.

Theoretical significance: BEM based on discontinuous solutions can solve not only plate
bending problems, but can also be applied to other types of elements, such as: curved
plates, plates in plane state of tension or deformation, membranes, three-dimensional
bodies etc.

Applicative value: The obtained result using discontinuous solutions were validated by
comparing with analytical methods and FEM.

Implementation of the scientific results: The research results were applied in the
scientific research project with the title: "Plate analysis with boundary element method
based on discontinuous solutions". Project manager: Moraru Gh. Implementation period:
2011-2014.
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