SUBBUCLE CARACTERISTICE SI SUBBUCLE DEPLIN INVARIANTE, I
A. Covalschi, V. Ursu

Abstrac: Minutios sunt cercetate subbuclele caracteristice si subbuclele deplin invariante ale unei buclei
date . Deasemenea sunt construite un Sir de exemple de astfel de subbucle.

Cuvinte chee: bucld, subbucld, centrul, automorfism, endoorfism, asociator, comutator, subbucld
caracteristicd, subbucld deplin invariantd

1. De la bine Inceput vom menfiona ca notiuni principale futilizate in lucrare pot fi gésite in [1-3] (vezi,
deasemenea [5]).
Fie L o bucla si Aut(L) multimea tuturor automorfismelor lui L.

Definitia 1.1 O submulfime H a buclei L vom numi-o caracteristicd, dacd H este invariantd fatd de
orice automorfism al lui L, adicd pentru orice @ € Aut(L) avem o(H) < H..

In contextual definitiei 1.1, o subbucla H a buclei L se numeste caracteristicd, daca submultimea H este
caracteristica (vezi [1]).
Observatia 1.1 Submultimea H a buclei L este caracteristicd dacad si numai daca ¢@(H)= H pentru

orice @ € Aut(L).

intr-adevar, din @(H)c H pentru orice ¢ e Aut(L). Rezultai H ¢ '(H) pentru orice
@ € Aut(L), deci si pentru @' € Aut(L) avem H < (¢ ') (H), adica
H c o(H). Prinurmare, o(H)=H .0

Observatia 1.2. Daca mulfimea /n#(L) a substitutiilor interne ale buclei L se contine in Auz(L), atunci

orice subbucld caracteristica a buclei L este normala in L. In particular, orice subbucla caracteristicd a A-
buclei este normala.

Existad bucle care au subbuclele caracteristice insd nu sunt normale ([ 4], [6]). Invers, nu orice subbucla
normala este caracteristica.

Exemplul 1.3.1 Fie F' =F(x,,...,x,) o bucla libera de rangul n>2 ai carei generatori liberi sunt
X,,-s X, , iar H =Ip" (x,) — subbucla normala generata in bucla F de un singur element — x,. Intrucat ¥
este libera, aplicatia @ : x;, = Xx,, @ :X, = X,,@: X, = X,, i =3,...,n defineste un automorfism al lui F' pe
F. Atunci avem @(H)=Ip" (¢(x,)) =Ip” (x,) # H . Conform observatiei 1,1 subbucla normala H nu este

caracteristica.
Observatia 1.3 Fie L o bucla si /4, < H, subbucle ale lui L. Daca H, este caracteristica in /1, si H, este

cracteristica in L, atunci /1, este caracteristica in L.
Aceasta afirmatie rezultd din faptul ca daca /, este cracteristica in L, atunci restrictia unui automorfism al
lui L 1a H, este un automorfism al Iui H, .
Observatia 1.4 Fie L o A-bucla si H, < H, subbucle ale lui L. Daca H, este caracteristicd in H, si H,
este subbucla normala in L, atunci /, este subbucld normala in L.

Intr-adevar, din H , <L rezultd ca restrictia unui automorfism intern al lui L in H, este un

automorfism (nu neaparat intern) al lui /1, si, deaceea, invariaza pe H,. Deci H, este subbucld normala in
L.o
In orice bucla L nucleul de stinga N, (L), nucleul de dreapta N ,(L), nucleul de mijloc N, (L) si

nucleul N(L) ale lui L sunt definite astfel:
N, (Ly={aelL|ax-y=a-xy pentu¥x,y e L},
N,(Ly={aeL|x-ya=xy-a pentuNx,y € L},
N, (Ly={aelL|x-ay=xa-y pentuVx,yelL},
N(L)=N,(L)YnN,(LYnN,(L).

130



In [2] este aritat ca N (L), N, (L) si N, (L) sunt subbucle ale buclei L, deci si intersectia lor N(L) de

asemenea este subbucla.
Evident ca centrul buclei L este multimea
Z(L)y={aelL|aeN(L), a-x=x-a pentruoricex € L}.
Are loc urmétoarea afirmatie:
Propozitia 1.1 Nucleele de stinga, de dreapta, de centru si centrul ale oricdrei bucle L sunt subbucle
caracteristice ale buclei L.

Folosind notiunea de centru vom construi inductiv un sir crescator Z (L), n=0,1,... de subbucle
caracteristice ale lui L. Prin definitie Z,(L) ={e}, Z,(L)=Z(L). Fie Z(L/Z,(L)) centrul buclei-factor
L/Z/(L)si @, :L—> L/Z (L)—omomorfismul natural. Definim Z, (L) = ¢, (Z(L/ Z,(L))),
adicaZ,(L)/ Z,(L)=Z(L/Z,(L)). Intrucat Z(L/Z(L)) este o subbucld normald in L/Z(L), urmeaza
ca proimaginea Z,(L) in raport cu omomorfismul ¢, este subbucla normala in L. Fie Z(L/Z,(L)) centrul
Wi L/Z,(L)si @,:L—>L/Z,(L)- omomorfismul natural. Definim Z,(L) = @;' (Z(L/Z,(L))), adica
Z,(L)/Z,(LYy=Z(L/Z,(L)). Presupunem ca Z (L)< L si ¢, :L—>L/Z (L) este omomorfismul
natural. Definim Z, (L)=¢, (Z(L/Z, (L)), adicai Z (L)/Z (Ly=Z(L/Z,L)). Rezultd ca
Z,,L)<LsiZ(L)cZ,,(L).

Sirul {e} =Z (L)c Z,(L)c...c Z,(L) ... de subbucle ale lui L se numeste sir central ascendent al

lui L, iar subbuclele Z (L), Z,(L), ...,Z,(L), ... se numesc termenii acestui sir (vezi, deasemenea [3]).

Propozitia 1.2 Termenii sirului central ascendent al buclei L sunt subbucle caracteristice.

2. Fie L o bucld si End(L) multimea endomorfismelor lui L.

Definitia 1.2 Subbucla H a buclei L se numeste deplin invariantd sau deplin caracteristicd (sau verbald),
daca pentru orice @ € End(L)avem o(H) < H .

Observatia 1.5 Din incluziunea Aut(L) < End(L) rezulta ca orice subbucla deplin invarianta in L este
caracteristicd in L.

Aceastd afirmatie rezultd din faptul ca dacda H, este deplin invariantd in L, atunci restrictia unui
endomorfism al lui L in A, este un endomorfism al lui /.

Pentru a da exemple de subbucle deplin invariante, vom scoate in evidenta definitiile unor notiuni foarte
importante.
Definitia 1.3 Fie L o bucld si x,y,z € L. Se numeste:

- asociatorul de dreapta al tripletului de elemente x,y,z elementul
[x, v,z =x\((xy - 2) ()2));
- asociatorul de stanga al tripletului de elemente x, y, z elementul
(x,y,2) = () \(x-)2))/ z.
- asociatorul de mijloc al tripletului de elemente x, y, z elementul
<x,p,z>=py\(x\((x-)2)/ 2),
- comutatorul al perechii de elemente x,y elementul
(x,y) =x\ (¥ \ ().
Conform definitiei 1.3, rezultd urmatoarea afirmatie:
Propozitia 1.3. Pentru orice elemente x,y,z € L au loc urmdtoarele relatii:
xR, . =x[x,y,z], zL,, =(x,y,2)z, xT, =x[x,y],
unde R _,L, T, suntsubitutiile interne ale buclei L (vezi [1]).
Pentru orice submultime A a buclei L vom nota cu [H,L] subbucla generatd in L de comutatorii si
asociatorii de dreapta si stanga de forma [A4,x, y],(x,y,h), (h,x), unde he H, x,y € L si il vom numi
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asociatorul-comutatorul mutual sau subbucla asociator- comutator mutuald a lui H si L. In particular,
[L,L] se numeste asociator-comutator, subbucld asociator-comutator, subbucla derivatd a lui L si se mai
noteazicu L'.
Propozitia 1.4 Subbucla H a buclei L este normald dacd si numai dacd
[H,L]lc H
Demonstratie. Dacda H < L, atunci, conform Propozitiei 1.3, pentru orice h € H si orice x,y e L
avem

hT, =h(h,x)e H, hR,_, =hlh,x,y]e H, hL, =(x,y,h)he H
de unde rezulta (h,x) € H, [h,x,y]l€ H, (x,y,h) € H, adica [H,L]c H .
Invers, presupunem ca [H,L]c H. Deci pentru orice heH i orice x,yel avem
(h,x)e H, [h,x,yle H, (x,y,h) € H, de unde rezultd hT e H, th,y e H, th)y € H . Prin urmare,

subbucla H este invarianta in raport si cu orice substitutie internd a buclei L. De unde rezultd ca H < L.

Corolar 1.1 Daca H este o subbucla normald a buclei L, atunci subbucla asociator-comutator mutuala
[H, L] este normald in L.

Conform definitiei 1.3, nucleele de stainga N (L), de dreapta N,(L) si de mijloc N, (L) ale unei
bucle L pot fi exprimate astfel:

N,(Ly={aeL|[a,x,y]=1 pentuNx,y e L},
N,(Ly={aeL|(x,y,a)=1 pentu~x,y e L},

N, (Ly={ael|<x,a,y>=1 pentu¥Vx,yeL}.

Pentru orice submultime M a buclei L vom nota cu (M,L), [M,L,L], (L,L,M), <L,M,L>
submultimile lui L definite prin formulele

(M,L)={(a,x)|ae M,xe L},

(L,L,M)={(x,y,a)|lae M, x,ye L},
[M,L,L]1={[a,x,y]|ae M, x,y € L},
<L,M,L>= {(x,a,y> lae M, x,yeL}.

Propozitia 1.5 Fie L o bucld, H o subbucla a lui L si N o subbucld normald a lui L. Dacd N c H,
atunci sunt adevdrate urmdtoarele afirmatii:

1) H/I NcZ(L/N)<[H,Llc N,

2 H/INcN/(L/N)<(H,LL)cN;
3) H/NcN,(L/H)<[LLH]cN;
4 H/NcN,(L/Ny<(LH,Lyc N.

Demonstratie. 1) Dacd H/N < Z(L/ N), atunci pentru orice # € H i orice x,y € L avem

AN -xN =xN -hN = hx-N =x-hN = hx e x-hN = h\ (x\ (hx)) =(h,x) € N,
(AN -xN)yN =hN - (xN - yN) = (h-xy)N =hN -xy => h-xy € hN - xy =
h\((h-xy)/xy) =[h,x,y]€ N,
XN -(yN -hN)=(xN - yN)-hN = (x- yh)N = (xy)-hN = x-yh e xy - hN = xy - Nh =
(xy\x-yh)/h=(x,y,h) e N.
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De unde rezultd [H,L] < N. Invers, fie [H,L] < N. Atunci pentru orice 7 € H si orice x,y € L avem
(h,x)e N, [h,x,y] € N, (x,y,h) € N.De unde rezulta

AN -xN =hx-N = (x-h[h,x])N = xN - (h[h,x])N = xN - hN,

(hx - y)N = (B[h,x, y]-xp)N = (h[h,x,y]- N)(xN - yN) = hN - (xN - yN),

XN -(yN -hN) = (x- yh)N = (xy - (x, y, ))h)(hN = (xN - yN) - ((x, y,h)h - N) =
(xN - yN)-(N - (x,y,h)h)=(xN - yN)- Nh = (xN - yN) - hN,

sideci H/ N < Z(L/N). In mod analog se demonstreazi 2), 3) si 4).
Corolar 1.2 Pentru termenii sirului central ascendent al buclei L sunt adevdrate incluziunile:

[Z.(L),L1=Z,(L),i=0,1,...

i+1

Propozitia 1.6 Pentru orice bucld L si orice subbucld a sa sunt adevdrate urmdtoarele afirmatii:
1) Daca (L,L)c H, (L,LLLH)c H si [H,L,L1c H, atunci H <L §i bucla-factor L/ H este
comutativd; invers, dacad H < L si bucla-factor L/ H este comutativd, atunci (L,L) < H ;
2) Daca [L,L,L1c H, (H,L)c Hsi (L,L,H)c H, atunci H <L si bucla-factor L/ H este
grup, invers, dacd H < L i bucla-factor L/ H este grup, atunci [L,L,L]c H ;
3) Daca (L,L,L)c H, (H,L)c H si [H,L,L]c H, atunci H <L si bucla-factor L/ H este
asociativd, invers, dacad H < L si bucla-factor L/ H este asociativd, atunci (L,L,L) < H .
Demonstratie. 1) Presupunem (L,LYc H, (LLLLH)c H i [H,L,L]c H. Atunci [H,L]c H,
conform Propozitiei 1.4 avem H < L.
Pentru orice x si orice y din L in bucla-factor L/ H avem

xH-yH =xy-H =(y-x(x,y))-H=y-(x(x,y) H) =

yv-xH =yx-H =yH -xH,

deoarece (x,y) € H . Deci bucla-factor L/ H este comutativa.

Invers, presupunem ca H < L si bucla-factor L/ H este comutativa. Rezultd cd pentru orice x € L si
orice y € L avem xH - yH = yH - xH , de unde

xyeyH -xH=Hy-xH=H-(y-xH)=(y-xH)H =y-xH
si, deci, x \ (y \(xy)) = (x,y) € H. Prin urmare, (L,L) < H.
2) Presupunem [L,L,L]c H, (H,L)c Hsi (L,L,H)< H. Atunci evident ca [H,L]c H si,
conform Propozitiei 1.4, H < L. Pentru orice x € L, orice y € L si orice z € L avem

(xH -yH)-zH = (xy - 2)H = (x(x, ,2) - yz)H =

x[x,y,z]H - (yz2)H =xH - yzH = xH - (yH - zH)
deoarece [x, y,z] € H. Deci bucla-factor L/ H este asociativa, adica L/ H este grup.

Invers, presupunem cd H < L si bucla-factor L/ H este asociativa. Rezulta ¢ pentru orice x € L, orice
yel siorice ze L avem (xH - yH)-zH = xH - (yH - zH) ,de unde
(x-y)zeHx-(yH -zH)=H(x-yz) = Hx- yz,

((x-y)z)/ yz € Hx=xH,

X\((x-y)2)/ yz) =[x,y,z] € H.
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Prin urmare, [L,L,L]c H .
3) Presupunem (L,L,LYc H, (H,L)c H si [H,L,L]c H. Atunci [H,L]c H si, conform
Propozitiei 1.4, H < L . Pentru orice x € L, orice y € L siorice z € L avem
xH -(vH -zH) = (x- y2)H = (- (x, 7, 2)2)H = xp-(x, y,2)z - H) =

xy-(H-(x,y,z)z)=xy-Hz=xy-zH =(xy-z)H = (xH - yH) - zH
deoarece (x,y,z) € H . Deci bucla-factor L/ H este asociativa, adicd L/ H este grup.
Invers, presupunem H < Lsi L/ H este grup. Rezultd ca pentru orice x € L, orice y € L si orice
zeL avem xH - (yH - zH) = (xH - yH)zH de unde

x-yze(xH-yH)-zH =(xy-z)H =xy - zH,
xy\(x-yz)ezH = Hz,

oy \(x-yz))/z=(x,y,z) e H.

Prin urmare, (L,L,L)c H .

Corolar 1.3 Daca L' H, atunci H < Lsi bucla-factor L/ H este grup abelian. Invers, dacd
H < L i bucla-factor L/ H este grup abelian, atunci L' — H .

Propozitia 1.7 a) Dacd L si H sunt doud bucle si ¢:L — H este un omomorfism surjectiv, atunci

(p(L(k)) =H®, o(L,)=H, pentru k=0,1,2,...;

Corolar 1.4 Dacd L este o bucld si H o subbucld normald a sa, atunci pentru sirul derivat si sirul
central descendent al buclei factor L/ H avem

(L/ KO =(LYH)/H, (L/H), =(L,H)/H pentru k=0,1,2, ...
Aceastd  afirmatie rezultd aplicind teorema de mai sus omomorfismului  natural
o:L—>L/H, p(x)=xH (xeL).
Corolar 1.5 Pentru orice bucld L, termenii  sirului derivat L™,k =0,1,...si termenii sirului

descendent L, ,k = 0,,... sunt subbucle deplin invariante.
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