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SUBBUCLE CARACTERISTICE ŞI SUBBUCLE DEPLIN INVARIANTE, I  
A. Covalschi, V. Ursu 

 
Abstrac: Minuţios sunt cercetate subbuclele caracteristice şi subbuclele deplin invariante ale unei buclei 
date . Deasemenea sunt construite un şir de exemple de astfel de subbucle. 
Cuvinte chee: buclă, subbuclă, centrul, automorfism, endoorfism, asociator, comutator, subbuclă 
caracteristică, subbuclă deplin invariantă 

 
 1. De la bine început vom menţiona  că  noţiuni principale  îutilizate în lucrare pot fi găsite în [1-3] (vezi, 
deasemenea [5]). 
 Fie L o buclă şi )(LAut mulţimea tuturor automorfismelor lui L. 
 Definiţia 1.1 O submulţime H a buclei L vom numi-o  caracteristică, dacă H este invariantă faţă de 
orice automorfism al lui L, adică pentru orice )(LAut
�  avem .)( HH �� . 
 În contextual definiţiei 1.1, o subbuclă H a buclei L se numeşte caracteristică, dacă submulţimea H  este 
caracteristică (vezi [1]).   
 Observaţia 1.1 Submulţimea H a buclei L este caracteristică dacă şi numai dacă  HH �)(�  pentru 
orice )(LAut
� . 
 Într-adevăr, din HH �)(�  pentru orice )(LAut
� . Rezultă )(1 HH ���  pentru orice 

)(LAut
� , deci şi pentru )(1 LAut
��  avem ),()( 11 HH ��� �  adică   
).(HH ��     Prin urmare, HH �)(� .□ 

 Observaţia 1.2. Dacă mulţimea )(LInt  a substituţiilor interne ale buclei L se conţine în )(LAut , atunci 
orice subbuclă caracteristică a buclei L este normală în L. În particular, orice subbuclă caracteristică a A-
buclei  este normală. 
 Există bucle care au subbuclele caracteristice însă nu sunt normale ([ 4],  [6]). Invers, nu orice subbuclă 
normală este caracteristică. 
Exemplul  1.3.1 Fie ),...,( 1 nxxFF �  o buclă liberă de rangul 2�n  ai cărei generatori liberi sunt 

nxx ,...,1 , iar )( 1xlpH F�  – subbucla normală generată în bucla F de un singur element – 1x . Întrucât F 
este liberă, aplicaţia nixxxxxx ii ,...,3,:,:,: 1221 ���� ���  defineşte un automorfism al lui F pe 

F. Atunci avem HxlpxlpH FF ��� )())(()( 21�� . Conform observaţiei 1,1 subbucla normală H nu este 
caracteristică. 
Observaţia 1.3 Fie L o buclă şi 21 HH �  subbucle ale lui L. Dacă 1H  este caracteristică în 2H  şi 2H  este 
cracteristică în L, atunci 1H  este caracteristică în L. 
Această afirmaţie rezultă din faptul că dacă 2H  este cracteristică în L, atunci restricţia unui automorfism al 
lui L la 1H  este un automorfism al lui 1H . 
Observaţia 1.4 Fie L o A-buclă şi 21 HH �  subbucle ale lui L. Dacă 1H  este caracteristică în 2H  şi 2H  
este subbuclă normală în L, atunci 1H  este subbuclă normală în L. 
 Într-adevăr, din LH �2  rezultă că restricţia unui automorfism intern al lui L în 2H  este un 
automorfism (nu neapărat intern) al lui 2H şi, deaceea, invariază pe 1H . Deci 1H  este subbuclă normală în 
L.□  
 În orice buclă L nucleul de stânga )(LNs , nucleul de dreapta )(LNd , nucleul de mijloc )(LNm  şi 
nucleul )(LN  ale lui L sunt definite astfel: 
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În [2] este arătat că )(LNs , )(LNd  şi )(LNm  sunt subbucle ale buclei L, deci şi intersecţia lor )(LN  de 
asemenea este subbuclă.  
Evident că centrul buclei L este mulţimea 

}),(|{)( LxoricepentruaxxaLNaLaLZ 
���

� . 
 Are loc următoarea afirmaţie: 
 Propoziţţia 1.1 Nucleele de stânga, de dreapta, de centru şi centrul ale oricărei bucle L sunt subbucle 
caracteristice ale buclei L. 
  
 Folosind noţiunea de centru vom construi inductiv un şir crescător ...,1,0),( �nLZn  de subbucle 

caracteristice ale lui L. Prin definiţie )()(},{)( 10 LZLZeLZ �� . Fie ))(/( 1 LZLZ  centrul buclei-factor 

)(/ 1 LZL  şi )(/: 11 LZLL�� – omomorfismul natural. Definim )))(/(()( 1
1

12 LZLZLZ ��� , 
adică ))(/()(/)( 112 LZLZLZLZ � . Întrucât ))(/( LZLZ  este o subbuclă normală în )(/ LZL , urmează 
că proimaginea )(2 LZ  în raport cu omomorfismul 1�  este subbuclă normală în L. Fie ))(/( 2 LZLZ  centrul 
lui )(/ 2 LZL  şi )(/: 22 LZLL�� – omomorfismul natural. Definim )))(/(()( 2

1
23 LZLZLZ ��� , adică 

))(/()(/)( 223 LZLZLZLZ � . Presupunem că LLZn �)(  şi )(/: LZLL nn ��  este omomorfismul 

natural. Definim )))(/(()( 1
1 LZLZLZ nnn

�
� �� , adică ))(/()(/)(1 LZLZLZLZ nnn �� . Rezultă că 

LLZn �)(1�  şi )()( 1 LZLZ nn �� . 
 Şirul ...)(...)()(}{ 10 ����� LZLZLZe n  de subbucle ale lui L se numeşte şir central ascendent al 
lui L, iar subbuclele ...),(,...),(),( 10 LZLZLZ n  se numesc termenii acestui şir (vezi, deasemenea [3]). 
 Propoziţia 1.2 Termenii şirului central ascendent al buclei L sunt subbucle caracteristice. 
  
 
 2. Fie L o buclă şi )(LEnd  mulţimea endomorfismelor lui L. 
 Definiţia 1.2 Subbucla H a buclei L se numeşte deplin invariantă sau deplin caracteristică (sau verbală), 
dacă pentru orice )(LEnd
� avem HH �)(� . 
 Observaţia 1.5 Din incluziunea )()( LEndLAut �  rezultă că orice subbuclă deplin invariantă în L este 
caracteristică în L. 
 Această afirmaţie rezultă din faptul că dacă 2H  este deplin invariantă în L, atunci restricţia unui 
endomorfism al lui L în  2H  este un endomorfism al lui 2H .  
 Pentru a da exemple de subbucle deplin invariante, vom scoate în evidenţă definiţiile unor noţiuni foarte 
importante. 
 Definiţia 1.3 Fie L o buclă şi Lzyx 
,, . Se numeşte: 

- asociatorul de dreapta al tripletului de elemente zyx ,, elementul 
));/()((\],,[ yzzxyxzyx ��  

- asociatorul de stânga al tripletului de elemente zyx ,, elementul 
zyzxxyzyx /))(\)((),,( �� . 

- asociatorul de mijloc al tripletului de elemente zyx ,, elementul 
),/)((\(\,, zyzxxyzyx ����  

- comutatorul al perechii de elemente yx,  elementul 
)).(\(\),( xyyxyx �  

 Conform definiţiei 1.3, rezultă următoarea afirmaţie:  
 Propoziţia 1.3. Pentru orice elemente Lzyx 
,,  au loc următoarele relaţii: 

   ],,[, zyxxxR zy � ,   zzyxzL xy ),,(, � ,  ],[ yxxxTy � , 

unde yxyzy TLR ,, ,,  sunt subituţiile interne ale buclei L (vezi [1]). 
 Pentru orice submulţime H a buclei L vom nota cu ],[ LH  subbucla generată în L de comutatorii şi 
asociatorii de dreapta şi stânga de forma ],,[ yxh , ),,( hyx , ),( xh ,   unde LyxHh 

 ,,  şi îl vom numi 
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asociatorul-comutatorul mutual sau subbucla asociator- comutator mutuală a lui H şi L. În particular, 
],[ LL  se numeşte asociator-comutator, subbuclă asociator-comutator, subbucla derivată  a lui L şi se mai 

notează cu L� . 
 Propoziţţia 1.4 Subbucla H a buclei L este normală dacă şi numai dacă 

HLH �],[  
 Demonstraţie. Dacă LH � , atunci, conform Propoziţiei 1.3,  pentru orice Hh
  şi orice Lyx 
,  
avem 

HhhyxhLHyxhhhRHxhhhT yxyxx 
�
�
� ),,(,],,[,),( ,,  
de unde rezultă HhyxHyxhHxh 


 ),,(,],,[,),( , adică HLH �],[ . 
 Invers, presupunem că HLH �],[ . Deci pentru orice Hh
  şi orice Lyx 
,  avem 

HhyxHyxhHxh 


 ),,(,],,[,),( ,  de unde rezultă HhLHhRHhT yxyxx 


 ,, ,, . Prin urmare,  
subbucla H este invariantă în raport şi cu orice substituţie internă a  buclei L.  De unde rezultă că LH � .  
 Corolar 1.1 Dacă H este o subbuclă normală a buclei L, atunci subbucla asociator-comutator mutuală 

],[ LH  este normală în L. 
 Conform definiţiei  1.3, nucleele de stânga )(LNs , de dreapta )(LNd  şi  de mijloc )(LNm  ale  unei 
bucle  L pot fi exprimate astfel: 
 

}.,1,,|{)(
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 Pentru orice submulţime M a buclei L vom nota cu ),( LM , ],,[ LLM , ),,( MLL , LML ,,  
submulţimile lui L definite prin formulele 
 

}.,,|,,{,,
},,,|],,{[],,[
},,,|),,{(),,(

},,|),{(),(

LyxMayaxLML
LyxMayxaLLM
LyxMaayxMLL

LxMaxaLM
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 Propoziţia 1.5 Fie L o buclă, H o subbuclă a lui L şi N o subbuclă normală a lui L. Dacă HN � , 
atunci sunt adevărate următoarele afirmaţii: 
 
1)  ;],[)/(/ NLHNLZNH ���  
2) ;),,()/(/ NLLHNLNNH s ���   
3) ;],,[)/(/ NHLLHLNNH d ���  

4) .,,)/(/ NLHLNLNNH m ���  
 
 Demonstraţie. 1) Dacă )/(/ NLZNH � , atunci pentru orice Hh
  şi orice Lyx 
,  avem 
 

,),())(\(\ NxhhxxhhNxhxhNxNhxhNxNxNhN 
���
��������  

,],,[)/)((\
)()()(

Nyxhxyxyhh
xyhNxyhxyhNNxyhyNxNhNyNxNhN
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De unde rezultă .],[ NLH �  Invers, fie .],[ NLH �  Atunci pentru orice Hh
  şi orice Lyx 
,  avem  

.),,(,],,[,),( NhyxNyxhNxh 


 De unde rezultă 
 

,)()()),,(()(
)),,(()()(),,(()()(

),())(],,[()],,[()(
,]),[(]),[(

hNyNxNNhyNxNhhyxNyNxN
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şi deci )./(/ NLZNH �  În mod analog  se demonstrează 2), 3) şi 4).  
Corolar 1.2 Pentru termenii şirului central ascendent al buclei L sunt adevărate incluziunile: 

...,1,0),(]),([ 1 ��� iLZLLZ ii  
 
 Propoziţţia 1.6 Pentru orice buclă L şi orice subbuclă a sa sunt adevărate următoarele afirmaţii: 

1) Dacă HLL �),( , HHLL �),,(  şi HLLH �],,[ , atunci LH �  şi bucla-factor HL / este 
comutativă; invers, dacă LH �  şi bucla-factor HL / este comutativă, atunci HLL �),( ; 

2) Dacă HLLL �],,[ , HLH �),( şi HHLL �),,( , atunci LH �  şi bucla-factor HL /  este 
grup; invers, dacă LH �  şi bucla-factor HL /  este grup, atunci HLLL �],,[ ; 

3) Dacă HLLL �),,( , HLH �),(  şi HLLH �],,[ , atunci LH �  şi bucla-factor HL / este 
asociativă; invers, dacă LH �  şi bucla-factor HL / este asociativă, atunci HLLL �),,( . 

Demonstraţie. 1) Presupunem HLL �),( , HHLL �),,(  şi HLLH �],,[ . Atunci HLH �],[ , 
conform  Propoziţiei 1.4 avem LH � . 
Pentru orice x şi orice y din L în bucla-factor HL /  avem 

,

)),(()),((

xHyHHyxxHy

HyxxyHyxxyHxyyHxH

�����

����������
 

 
deoarece Hyx 
),( . Deci bucla-factor HL /  este comutativă. 
 Invers, presupunem că LH �  şi bucla-factor HL / este comutativă. Rezultă că pentru orice Lx
  şi 
orice Ly
  avem xHyHyHxH ��� , de unde 

xHyHxHyxHyHxHHyxHyHxy ����������
 )()(  
şi, deci, .),())(\(\ Hyxxyyx 
�  Prin urmare, .),( HLL �  
 2) Presupunem HLLL �],,[ , HLH �),( şi HHLL �),,( . Atunci evident că HLH �],[  şi, 
conform Propoziţiei 1.4, LH � . Pentru orice Lx
 , orice Ly
  şi orice Lz
  avem 

)()(],,[

)),,(()()(

zHyHxHyzHxHHyzHzyxx

HyzzyxxHzxyzHyHxH

������

�������
 

deoarece .],,[ Hzyx 
  Deci bucla-factor HL /  este asociativă, adică HL /  este grup. 
 Invers, presupunem că LH �  şi bucla-factor HL / este asociativă. Rezultă că pentru orice Lx
 , orice 

Ly
  şi orice Lz
  avem )()( zHyHxHzHyHxH ����� ,de unde  

.],,[)/))(((\

,/))((

,)()()(

Hzyxyzzyxx

xHHxyzzyx

yzHxyzxHzHyHHxzyx
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Prin urmare, HLLL �],,[ . 
 3) Presupunem HLLL �),,( , HLH �),(  şi HLLH �],,[ . Atunci HLH �],[  şi, conform  
Propoziţiei 1.4, LH � . Pentru orice Lx
 , orice Ly
  şi orice Lz
  avem 

zHyHxHHzxyzHxyHzxyzzyxHxy

HzzyxxyHzzyxxyHyzxzHyHxH

�����������

����������

)()()),,((

)),,(()),,(()()(
 

deoarece Hzyx 
),,( . Deci bucla-factor HL / este asociativă, adică HL /  este grup. 
 Invers, presupunem LH � şi HL /  este grup. Rezultă că pentru orice Lx
 , orice Ly
  şi orice 

Lz
  avem zHyHxHzHyHxH )()( ����  de unde 
 

.),,(/))(\(

,)(\

,)()(

Hzyxzyzxxy

HzzHyzxxy

zHxyHzxyzHyHxHyzx
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Prin urmare, HLLL �),,( .  
 Corolar 1.3 Dacă HL �� , atunci LH � şi bucla-factor HL /  este grup abelian. Invers, dacă 

LH � şi bucla-factor HL /  este grup abelian, atunci HL �� . 
 Propoziţţia 1.7 a) Dacă L şi H sunt două bucle şi HL�:� este un omomorfism surjectiv, atunci 

kk
kk HLHL �� )(,)( )()( �� pentru ...;,2,1,0�k  

 
 Corolar 1.4 Dacă L este o buclă şi H o subbuclă normală a sa, atunci pentru şirul derivat şi şirul  
central descendent al buclei factor   HL /  avem  

HHLHLHHLKL kk
kk /)()/(,/)()/( )(

)()( ��  pentru ...,2,1,0�k  
 Această afirmaţie rezultă aplicând teorema de mai sus omomorfismului natural 

).()(,/: LxxHxHLL 
�� ��  
 Corolar 1.5 Pentru orice buclă L,  termenii  şirului derivat ,...1,0,)( �kL k şi termenii şirului  
descendent ,...1,0, �kLk sunt subbucle deplin invariante. 
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