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Rezumat. Lucrarea descrie modalitdti de definire a unei linii. Intr-un plan, linia poate fi definitd ca
graficul unei functii sau graficul unei ecuatii. Aceasta poate fi reprezentatd ca traiectoria miscarii
unui punct sau, mai general, intr-un mod parametric. In spatiu, linia poate fi definitd ca intersectia
a doua suprafete sau intr-un mod parametric. Aspectul unei linii poate fi modificat prin modificarea
anumitor parametri ai acesteia. Acest lucru este aratat prin exemplul unui astroid.

Cuvinte cheie: Coordonate polare, graficul unei functii, graficul unei ecuatii, ecuatii parametrice.

Introducere

Elaborat in sec. 17 (mai exact, publicat in 1638) de citre Rene Descartes, sistemul ortogonal
de coordonate a constituit un punct de cotitura in dezvoltarea matematicii. Studiul multor obiecte
geometrice (linii, suprafete, figuri) a fost redus la studiul obiectelor algebrice (ecuatii, inecuatii) sau
la cel al analizei matematice (de exemplu, la studiul functiilor cu ajutorul derivatelor). Linia este
primul dintre aceste obiecte geometrice. Intr-un sistem de coordonate (cartezian sau polar) linia plana
poate fi determinata diferit: explicit (ca graficul unei functii), implicit (ca graficul unei ecuatii),
parametric. in fiecare caz linia va fi determinati intr-un careva sistem de coordonate, existent sau
introdus.

Linia ca loc geometric de puncta

Prin loc geometric de puncte se intelege o multime de puncte care posedd o anumita
proprietate bine determinata. De exemplu, elipsa se defineste ca locul geometric de puncte, suma
distantelor carora pana la doud puncte fixe din plan, numite focare, este 0 marime constantd, mai mare
ca distanta dintre focare. Introducand in mod firesc un sistem cartezian de coordonate, se deduce
ecuatia ca-nonicd a elipsei, reiesind din care se determina proprietatile elipsei si, in final,
reprezentarea ei grafica. Analog se definesc si celelalte linii de ordinul doi — cercul, hiperbola si
parabola.

Linia ca traiectoria miscarii unui punct

Asemenea linii se intdlnesc in astronomie, fizicd, navigatie etc. In calitate de exemplu, vom
examina urmatoarea problema. O scard, pe care este vopsita o treaptd, este lipitd vertical de un perete.
Scara aluneca cu un capat pe podea, iar cu celalalt pe perete. Ce linie va descrie treapta vopsita?

Problema se reformuleaza astfel. Pe un segment se ia un punct M, care imparte segmentul in
doua parti cu lungi mile a si b. Initial, segmental apartine axei OY cu capatul de jos in origine.
Segmentul aluneca cu capetele pe fiecare din axe. Ce linie va descrie punctul M ?

Chisinau, Republic of Moldova, April 5-7, 2023, Vol. 1l
-419 -



Conferinta Tehnico-Stiintifica a Studentilor, Masteranzilor si Doctoranzilor, Universitatea Tehnica a Moldovei

@, I X
Notand cu t unghiul format de segmental AB cu axa OX, se afla coordonatele punctului M:
x=acost, y=bsint,
care reprezintd ecuatiile parametrice ale unei elipse. Astfel, punctul M va descrie o elipsa.

Linia ca graficul unei functii. Este cel mai des utilizat mod de a reprezenta o linie in sistemul
carte-zian de coordonate. De cele mai multe ori, pentru studiul functiei, deci si pentru constructia
graficului se aplica calculul diferential. Si in sistemul polar de coordonate linia poate prezenta graficul
unei anumite func-tii p = f(6). Argumentul acestei functii este unghiul polar @, iar functia este
raza polara p . Graficul functiei este multimea de puncte M (p,8), unde p= f(6).

In sistemul polar de coordonate, o linie de asemenea este o multime de puncte M (p, ). Sub
forma explicitd, o linie poate fe reprezentati de functia p= f(6). In acest sistem, multe functii
reprezintd linii exotice, care in sistemul cartezian nici nu-si au locul. De exemplu, in sistemul XOY
cercul nu este graficul unei functii. In cel polar el este determinat de functia simpld p=R (R —
const.). Alte exemple: functiile p=asin30 (a>0) si p=a|sin28| reprezinta rozele cu 3 si
respectiv, cu 4 petale.

p=a-sin3f p =a-|sin26)|
Dintre alte linii pot fi remarcate spirala lui Arhimede, cardioida, lemniscata lui Bernoulli etc.

Linia, definita parametric

Considerente cinematice sugereaza inca o forma de determinare a liniei plana. Privind linia
ca traiectoria unui punct material M, coordonatele acestuia se prezinta ca functii de timpul t: X = X(t),
y=Y(t) . Aceste ecuatii reprezintd ecuatiile parametrice ale liniei L. Variabila t se nu-meste
parametru; ea poate avea si alt sens (de exemplu, unghi), dar poate fi lipsita de vre-un sens fizic sau
geometric. In calitate de exemple, vom examina doua linii: cicloida si astroida.

Cicloida reprezinta traiectoria miscarii unui punct de pe un cerc de raza a, cand acest punct
se rostogo-leste, fara alunecare, pe un plan orizontal.
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Daca t este unghiul, cu care s-a rostogolit cercul, atunci coordonatele punctului se obtin
astfel:

x=a(t-sint), y=b(l-cost).
Aceste ecuatii reprezinta ecuatiile parametrice ale cicloidei. Din ele nu se poate elimina
parametrul real t. Desi y este functie de X, ea nu poate fi exprimata prin functii elementare.
Astroida. Aceasti linie este determinati de ecuatiile parametrice X =acos’t, y=asin’t,
a>0 si
b)

b [ ] h
a) y

e reprezentatd in fig. a). Ea are 4 axe de simetrie (axele de coordonate si bisectoarele
cadranelor) si un centru de simetrie — originea de coordonate.

Daci ecuatia a doua se inlocuieste cu Y = bsin’t, astroida devine alungiti de-a lungul unei
axe cum este in fig. b) (pentru b>a). In acest caz linia are doar 2 axe de simetrie (axele de
coordonate) si centrul de simetrie O. Luand cate o gumatate din astroidele cazurilor a) si b), se poate

obtine linia din cazul c), care are doar o axa de simetrie ( axa OY ). Acest lucru ar prinde bine
dizainerilor.

Linia ca graficul unei ecuatii
F(x,y)=0. Prin graficul unei ecuatii se intelege multimea tuturor punctelor M(X,Y),

coordonatele cdrora satisfac aceastd ecuatie. Toate liniile de ordinul doi se construiiesc ca graficele
unor ecuatii. In calitate de exemplu vom examina Foliul lui Descartes, determinat de ecuatia
x®+y®—3axy =0, a>0. Aceasti linie, deci si ecuatia respectivi a fost examinati pentru prima oara
de Tnsusi Rene Descartes in 1638 — la doar un an dupd publicarea lucrarii despre sistemul de
coordonate. Initial, el credea ca graficul este asemenea rozei cu 4 petale si consta din 4 bucle, identice
celei din cadranul 1. Abia In 1692 matematicianul si fizicianul olandez Christian Huygens respinge
aceasta presupunere, stabilind asimptota y =—x—a a acestei linii.

O alta problema, pe care a propus-0 Descartes, se referea la trasarea tangentei prin oricare
punct al foliu-lui. Rezolvarea a dat-o Pierre de Fermat (1607 — 1665), cunoscut matematician francez.
VVom examina un caz particular al acestei tangente — cazul tangentei verticale, considerand parametrul
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a=1, ceea ce nu influen-teaza asupra formei graficului. Panta unei tangente la grafic coincide cu
derivata functiei in punctul de tan-genta. Pentru tangenta verticald derivata nu existd. Din ecuatia

x*+y*=3xy=0 ()
vom afla derivata functiei implicite y. Derivam ambele parti ale ecuatiei in raport cu variabila

x, conside-rand pe y ca functie de argumentul x:
2

3% +3y?y' =3y —3xy'=0=> X2 —y+(y —X)y'=0=>y'= y2—x .
y =X
Derivata obtinuti nu are sens pentru y* = X. Substituind in (1) x prin y?, se obtine

y=0,
Y +y -3y’ =0=y(y’-2)=0=
y=R2.
Solutia Y =0 este solutie tripla. Pentru foliu, originea este un punct de autointersectie. Al

doilea punct, in care tangenta este verticald, este punctul A(%/Z 2 )

Daca in ecuatia foliului se schimba cu locurile necunoscutele X si y, ecuatia nu se schimba.
Dreapta y=x este axd de simetrie pentru aceastd linie. Punand in (1) y=X, se obtin punctele

0(0,0) si c(i §).
2'2
y
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2® 4+ — Baay =0
Ecuatia foliului lui Descartes poate fi inlocuitd prin ecuatii parametrice sau in coordonate

polare, respectiv,
3t

r—=—-=.
14137

3t2 pP=— —.
y=1 sin® f + cos3 #

3sinf cosd

Acestea s1 alte considerente permit construirea mai exacta a Folilui lui Descartes.

Referinte
1. KLETENIK, D.V. Culegere de probleme de geometrie analitica. M., Nauka, 1967.

Chisindau, Republica Moldova, 5-7 aprilie 2023, Vol. I11
-422 -



