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Abstract: The work has a synthesis character and is dedicated to the study of a remarkable line - the
Descartes folium. This line is the first graph of an equation and was stated in 1638 by R. Descartes.
In the paper, the loop in quadrant 1 is examined, the equation of the asymptote is deduced, the vertical
tangent to the graph and local extreme points are found. The parametric equations and the equation
of this line are obtained in polar coordinates. Finally, the drawing of Descartes' folium is sketched.

Cuvinte cheie: Graficul unei ecuatii, ecuatii parametrice, coordonate polare.

La doar un an dupa elaborarea sistemului rectangular de coordonate, in 1638 Descartes isi
propune si examineze graficul unei ecuatii: x> +y® —3axy =0.

Acest grafic este primul grafic al unei ecuatii si a fost numit Foliul lui Descartes, in latinad
foliu insemnand frunza (de planta, de copac). Este forma partii de grafic, situat in cadranul 1. Initial,
Descartes considera ca intregul foliu consta din 4 asemenea parti — cate una in fiecare cadran. Abia
in 1692 savantul olandez Cristian Huygens stabileste existenta asimptotei acestei linii.

In cele ce urmeazi, vom studia forma foliului. Fari a restrange generalitatea, vom considera
a=1, ceea ce nu influenteaza esential asupra formei acestei linii. Ecuatia ia forma

x*+y° —3xy =0. (1)

In primul rind, ecuatia este simetrici in raport cu X si y; schimband cu locurile aceste
necunoscute, ecuatia nu se schimba. Astfel, foliul are o axa de simetrie — bisectoarea cadranelor 1-3
, dreapta y =X.

Pentru a afla punctele de intersectie ale foliului cu aceasta dreapta, in (1) se pune Yy=X:

X3 +x°—3x2 =0; Xx*(2x—3)=0. Ecuatia are doua solutii: Xx=0 (solutie dubla) si X :g . Astfel,

foliul intersecteaza aceasta dreapta in doua puncte: O(0,0) si C (g, gj . Originea de coordonate este

punct de autointersectie al foliului. In continuare, se stabileste usor, ci x=0<> y=0. Astfel, foliul
intersecteaza axele de coordonate doar in origine.

Pornind de la afirmatia lui Huygens despre existenta asimptotei, vom alcatui ecuatia ei. In
cazul dat, asimptota poate fi doar oblici, deci si aiba ecuatia y =kx+b. In cazul functiei explicite

f(x)

y=f(x), constantele k si b se afla din egalitatile k=lim—=", b=Ilim(f(x)—kx). In cazul
X—0 X X—0
foliului,  k=limY.  Prin  impartrea la  x* , din (1) se  obtine
X—>0 X

X3 X X—>00 X3 X—0 ¥ X—0 X X X X—00 3

3 3 3
1+y—=3lzz>|im(1+y j=3|im12=3|im¥-|im1=3k-0=o. Cum Iim(1+y ]=1+k3,
X
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rezulti k=-1 . In continuare, b=Ilim(f(x)—kx)=lim(y+x). Din (1) rezulta

(X+Y)(X* =xy +y*) =3xy, de unde, fari dificultate se afld b=—1.
Astfel, k =b=—1 si asimptota este determinati de ecuatia y=—x—1. In coordonate polare
ecuatia foliului capata forma

sin 26
sin@+cos* 9

_ 3sindcosd sau _3 2)
sin®@+cos* @ P75

Examinam functia p in cadranul 1. Pentru derivata ei, din (2) se obtine

2c0s 20 (sin® 8+ cos® ) —3sin 26sin @cos & (sin & —cos H)
(sin® @+ cos’ 6)2

3.
2

. T .. . . . -
DacaOSQSZ, atunci sin@—cos@ <0. Prin urmare, p'>0 si functia p este crescatoare.

o 32 : o
Valorile ei cresc de la p=p(0)=0 pandla p= p(%j = T\/_ Cum foliul este simetric in raport cu

bisectoarea cadranului 1, pentru — <6 <— functia p descreste de la ¥ pana la 0. Astfel, in

32

cadranul 1 foliul este situat intr-un sector de cerc cu raza — si marginit de axele de coordonate.

NG
Ny

In cadranul 3 foliul nu are puncte. In cadranele 2 si 4 foliul e cuprins intre asimptota y =—x—1 si
bisectoarea cadranelor 2—4, y =-X.

Pentru un studiu mai aprofundat al ecuatiei, este necesara aplicatia derivatei. Aceasta se refera
la punctele de extrem, la trasarea tangentelor. R. Descartes I-a rugat pe Pierre de Fermat sa alcatuiasca
ecuatiile tangentelor verticale la foliu. Marele savant francez, unul dintre fondatorii calculului
diferential, a facut cu usurintd acest lucru. Vom aplica derivarea functiei implicite pentru a afla
tangentele verticale. Derivand, parte cu parte, ecuatia (1) si tindnd cont ca y este functie de X, se
obtine
y—X

y:—x

3X*+3y? Yy -3L-y+Xx-y)=0= (Y = X)y'=y-xX*=y'=

Pentru tangenta verticald panta nu exista, prin urmare, nici y' nu este definit. Aceasta are loc
pentru y? —x =0, adicd pentru X = y?. Substituind x cu y?, din (1) se obtine y=07si y=3/2 .

Pentru y =0 se obtine X=0; pentru y = Y2 se afld x=34. Astfel, tangenta la grafic va fi
verticala, daca ea este trasatd prin punctul O(0, 0) sau A(Q/Z 32 ) In baza simetriei graficului in

raport cu dreapta Yy =X, punctul B (3/5 . ) de asemenea se afla pe grafic, iar tangenta, trasatd prin
acest punct, este orizontald. Astfel, punctul B este punct critic, chiar punct de maxim local.
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1+t%

. : . . .. . 3t
Foliul lui Descartes poate fi determinat si de ecuatiile parametrice X = 7, Y= cu

1+t
conditia evidenta t # —1. Aceste ecuatii de asemenea se pot aplica la studiul foliului.
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