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Abstract: In lucrarea datd se studiazd aplicatiile calculului integral la determinarea fortei de atractie
a unui punct material de catre o curba materiala plana. Materialul teoretic expus este ilustrat de
exemple de calcul ale fortei de atractie pentru urmdtoarele curbe: cercul, o bara liniara infinita. Se
deduc, aplicand legea lui Newton, formulele de calcul a fortei de atractie a unui punct material de
un sistem de puncte sau de o curba materiala plana.

Cuvinte-cheie: curba plana , densitate, integrala curbilinie, legea lui Newton, masa, sistem de
puncte materiale.

Introducere

Atractia unui punct material dat de catre alt punct sau de catre un sistem de puncte materiale
poate fi determinata aplicand legea corespunzatoare a lui Isaac Newton, adunand vectorial fortele de
atractie a punctului material dat de catre celelate puncte. In cazul, cand punctele sunt repartizate in
mod continuu pe o curbd de densitatea datd calculul fortei de atractie se efectuaza cu ajutorul
integralei curbilinii de speta 1 .

1. Deducerea formulelor de calcul (aplicind legea lui Newton) a atractiei unui punct
material de ciatre un sistem de puncta date
Conform Legii lui Newton, avand un punct material M) cu masa egald cu m; unitati, acesta

va fi atras de punctul M de masa m (m > m), cu o fortd egala cu k mn;l , indreptata de la M spre

"
M. Aici k este un coefficient de proportionalitate ce depinde de unititile de masura alese, iar r este

distanta dintre aceste puncte.

Fie dat acum un sistem de puncte materiale notate M; , M>,...,M, cu masele respectiv egale
cu mi, ma,...,mn. Si aceste puncte au pozitii fixe, bine determinate. In figura 1 este reprezentat punctul
M , care este atras de sistemul de puncte materiale M, Ma,..., My. Daca vom suma geometric fortele
de atractie a punctului M de catre aceste puncte, vom primi forta rezultanta.

Notam prin 7, = MM, , vectorii ce pornesc din punctul M/ de masa m spre punctele M; de

masa mj, prin rj— lungimile acestor vectori, iar prin a;— unghiurile formate de acesti vectori cu axa
0OX,j=1,2,...n (figura 1).
Fie Fx si Fy - proiectiile fortei rezultante pe axele de coordinate. Atunci obtinem, ca

mm; .
r?’ sin (D).
J

_yn My _\n
Fx—ijlr—zcosaj, Fy =374
J

Cu ajutorul formulelor (1) se calculeaza forta de atractie a unui punct material de catre un
sistem de puncte date.

Daca punctele sunt repartizate in mod continuu pe o curba de densitatea data, atunci calculul
fortei de atractie a unui punct material dat de catre aceste puncte se efectuaza cu ajutorul integralei
curbilinii de speta 1.
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Avand o curbad L, densitatea careia este p(x,y), reusim sd determindm forta de atractie a unui
punct material de masa m de aceastd curba, daca aplicdm acelasi procedeu ca si la definitia integralei
curbilinii.

Pentru aceasta impartim curba L in portiuni mici, alegem in mod arbitrar pe fiecare
portiune cate un punct M; considerand, cd masa acestei portiuni este egala cu valoarea functiei
p(x,y) in acest punct.

y N
| -
T Mt
T X
>
0 _
Figura 1.
Drept urmare, aplicand formulele (1), obtinem, ca :
_ mij _ mp j o
Fx = = Cos @; Fy=}; . sin a;,

unde o; este lungimea portiunii corespunzatoare ;.
Trecand la limitd in aceste sume integrale cu toti g; — 0, obtinem formulele de calcul ale
componentelor fortei de atractie exprimate prin integrala curbilinie de speta 1:

Fx=m/[ P2 ds Fy=m/, pSTads (2)

T T
Nota. Daca arcul este dat in mod parametric: x = x(¢), y = y(¢), atunci

ds =+ (x")?+ (y")2dt

2. Aplicatii. Exemple

Fie dat un arc de cerc omogen situat in primul cadran, avand densitatea constanta egala cu p.
Trebuie sa aflam atractia produsa de acest arc, asupra unitatii de masa care este situatd in centrul
cercului.

Figura 2.

Pentru aceasta stabilim originea coordonatelor in centrul cercului. Ecuatiile parametrice ale
acestui arc de cerc sunt: x = Rcosa, y = Rsina, o € [0; 7/2].
Se deduce usor, ca ds = Rda si ca distanta » = R. Astfel, din formulele (2) obtinem:
A

F _1F wda e P z_P
y—R ) psina da = R( cos(a))l; =2

T

1 > p
Fx==|2pcosada = =.
RfOp R
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Concluzie: Observam, ca proiectiile fortei Fx si Fy pe axele de coordinate, In acest caz, sunt
egale. Astfel, daca marim raza, atunci forta de atractie se micsoreaza, iar dacd marim densitatea, forta
se mareste.

Fie acum, ca arcul de cerc din exemplul 2.1 are in fiecare punct densitatea egald cu suma
coordonatelor punctului dat, adica p =x +y. Din exemplul 2.1 avem cd ds = Rda si ca distanta » =

R. Aplicand formulele (2), obtinem: Fy = %fon/z R(cosa + sina)sinada = fon/z(cos asina +

sin? a)da = fon/z(cos asina +- ~(1—cos2a))da = %(sinz a+a-—
—Sana) Tz —(1+——0)—”+2
/2 /2
Fx = Ef R(cosa + sina)cosada = f (cos asina + cos? a)da
0 0
/2 _ 1 m+ 2
=f (cosasma+z(1+6052a))da=T
0

Fie, ca linia data reprezintd o bara liniara infinitd omogena cu densitatea constanta egala cu
p- Se cere sd determinam forta de atractie produsa de aceastd dreaptad asupra unui punct de masa
unitard, distanta de la acest punct pana la dreapta fiind egala cu 4.

Figura 3.

Consideram, ca dreapta data coincide cu axa OX; iar punctul dat e situat pe axa OY. In acest
caz, este nevoie sd privim atractia data ca fiind limita atractiei produse de un segment al axei reale [-
a, al,a = oo.

In acest caz ds = dx si obtinem urmatoarea integrald improprie:

t®psina h
Fy:j prz ds;[r=\/x2+h2,5ina=;(fig-3)id5=dx =

+00h +0oo 1
Py=cp| ek |

—00

Calculam aparte: f(x2+h2)3/2 dx = |x = h-tgt],dx =

cos?t’
h2
x% + h? = —
cost 2 2 2 2
1 1 1 . , 1 tg“t x“/h x
i = costdt = —sint;sin®t = = = = ,
Atunci f(x2+h2)3/2 f h?2 ’ 1+ctg?t  tg2t+1  1+x2/h2  h24x>2
2 2p
—— _dx=———|t2=2 =22
Astfel f 00 (x2+h2)3/2 h2 \/h2+x |Ze Y h
t®pcosa o x oo X
Fx = 3 ds=p r—3da—p ——dx =0,
— —co ~ (x? + h?)2
0 x +0oo x
Deoarece | sdx=— [ ———dx
(x2+h2)2 (x2+h2)z
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: C . 2 . A . :
Concluzie: Proiectiile fortei sunt Fx =0, Fy=-— Tp. Observam ca , cu cat densitatea p este mai

mare, cu atat este mai mare forta de atractie si cu cat este mai mare distanta 4, cu atit este mai mica
forta de atractie.

Multumiri
Aduc sincere multumiri si recunostinta coordonatorului Iurie Baltag, conf. univ., dr. pentru tema
propusa si ajutorul acordat in realizarea ei. iurie.baltag(@mate.utm.md

Referinte

Fihtenholt G. Curs de calcul diferential si integral, Editura tehnica, Bucuresti, 1965.
https://www.ucv.ro/pdf/departamente _academice/dma/suporturi_curs/Tema8 A.pdf
3. Legea atractiel universale | Math Wiki | Fandom

N —

Chisinau, Republica Moldova, 29-31 Martie 2022, Vol. I
- 632 -



