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KEPLER AND THE PROBLEM OF n BODIES

Summary. This year, 400 years have passed since the creation of the Kepler’s theory about the movement of celes-
tial bodies, which are of the great importance for the understanding the movement of the celestial bodies, and have
given rise to various vital problems that remain unresolved to the present. It reflects some moments in the history of
solving the problem of n bodies and studying of the problem of the stability of Solar System.

It is well known that the study of body movement in the Solar System and Celestial Mechanics is based on Kepler’s
laws and Newton’s law of universal gravitational attraction. The following questions, concerning the stability of the Solar
System, arise naturally:

1. Will the current configuration of the Solar System be maintained for its entire life?

2. Will there be no collisions between the planets of the Solar System?

3. Will any planet, for example Earth, leave the Solar System in the future?

There are various approaches to the problem of stability in mathematics and, in particular, to the Celestial Mechan-
ics. The instability of the Solar System was demonstrated by Spiru Haret in his Ph.D. thesis held in Paris in 1878. This result
denies the previous affirmations of Pierre Laplace (1773) and Joseph Louis Lagrange (of 1776), using the first-degree
approximation of perturbation forces, and of Siméon Denis Poisson (1808) with the second degree approximation of
perturbation forces. Since the analytical integration of the motion equations of several bodies, under the gravitational
interaction between pairs of bodies according to the Newton’s law, is impossible to realize under general initial condi-
tions, solving the problem is done using the Computational Algebra under the restricted initial conditions. In the paper
we explicitly formulate the restricted problem of the movement of n + 7 bodies. Profound results in the study of these
problems were obtained by Eugen Grebenicov and his disciples.

Key words: gravitational forces, problem of n bodies, bounded problem of n bodies.

Rezumat. Studiul pune in valoare rolul legilor lui Kepler. Avand o deosebita importanta pentru intelegerea misca-
rii corpurilor ceresti, ele au generat o serie de probleme vitale ce riman nerezolvate pana astazi. in 2018 s-au implinit
400 de ani de la lansarea teoriei lui Kepler despre miscarea corpurilor ceresti. Sunt reflectate aspecte din istoria rezolvarii
problemei a n corpuri in raport cu problema stabilitatii Sistemului Solar.

Este bine cunoscut ca studiul miscarii corpurilor din Sistemul Solar si Mecanica Cereasca au la baza legile lui Kepler
si legea lui Newton a atractiei gravitationale universale. Urméatoarele intrebari, referitoare la problema stabilitatii Siste-
mului Solar, apar in mod natural:

1. Se va pastra oare configuratia actuala a Sistemului Solar pentru toatd perioada lui de existenta?

2. Se vor produce sau nu ciocniri intre planetele Sistemului Solar?

3.Va parasi oare Sistemul Solar vreuna din planete, de exemplu, Pamantul?

Exista diverse abordari ale problemei stabilitatii in matematica si, in particular, in Mecanica Cereasca. Instabilitatea
Sistemului Solar a fost demonstrata de Spiru Haret in teza sa de doctorat sustinuta la Paris in anul 1878. Acest rezultat
infirma concluziile anterioare ale lui Pierre Laplace (din 1773) si Joseph Louis Lagrange (din 1776), folosind o aproximare
de gradul intai a fortelor perturbatoare, si ale lui Siméon Denis Poisson (din 1808) cu o aproximare de gradul doi a forte-
lor perturbatoare. Intrucat integrarea analitici a ecuatiilor miscarii mai multor corpuri, sub interactiunea gravitationala
dintre perechile de corpuri, ce se supune legii lui Newton, este imposibil de efectuat in conditii initiale generale, pro-
blema este rezolvata cu ajutorul Algebrei Computationale in conditii initiale restranse. In lucrare se formuleaza explicit
problema marginita a miscarii a n+1 corpuri. Rezultate profunde in studiul acestor probleme au fost obtinute de acad.
Eugen Grebenicov si discipolii sai.

Cuvinte-cheie: forte gravitationale, problema a n corpuri, problema marginita a n corpuri.
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INTRODUCERE: PREDECESORII

Au trecut 400 de ani de la lansarea Legilor lui
Kepler si aproape 400 de ani de la publicarea lor. Ele
au o deosebitd importantd pentru intelegerea miscarii
corpurilor ceresti si au dat nastere la un sir de proble-
me vitale care riméan nerezolvate pana in prezent.

Astronomia ca stiintd a aparut in cele mai vechi
timpuri. Studiul cerului instelat a fost conditionat de
nevoile practice ale omului: necesitatea de a masura
timpul si de a crea un sistem de calendar, precum si
de a se orienta pe suprafata Pamantului. Cercetarile
efectuate pe parcurs s-au soldat cu elaborarea diferi-
tor sisteme ce descriu Universul.

Timp de secole s-a considerat ca Pimantul sta ne-
miscat in centrul Universului, iar toate celelalte cor-
puri ceresti — Luna, Soarele, planetele, stelele —, se
misca pe traiectorii perfect circulare in jurul corpului
central. Acesta este sistemul lumii propus de Ptolemeu
in secolul al IT-lea 1. Hr. [11].

Astronomia a fost dominatd de ideile lui Ptole-
meu timp de 1 300 de ani. Invataturile lui Ptolemeu
despre Univers cuprindeau in forma cea mai comple-
ta teoria astronomica antica. Studiul sdu Almagesta a
stat la temelia astronomiei in Evul Mediu si cuprin-
dea, pe langa catalogul stelelor cunoscute, o expunere
amdnuntitd a reprezentdrii geocentrice a Universului.
Ptolemeu respingea ideea unui Univers heliocentric,
expusd in lucrarile lui Aristarchus din Samos si Seleu-
kos din Seleukia (anul 288 1. Hr.).

Stiintele naturii au cunoscut un avant puternic
in epoca Renagterii. Din aceastd epoca dateazd
inceputurile stiintelor moderne ale naturii, intemeiate
pe experiment si pe aplicarea matematicii. Totusi,
sistemul geocentric a fost adanc implantat in tradi-
tiile europene. S-au ficut multe victime in randul
celor care doreau si exprime idei noi, arzandu-i pe
rug ca vrajitori. In acest sens, ca un martir liber-cu-
getdtor a ramas in istorie Giordanno Bruno (1548 -
17.02. 1600), care a indraznit sa afirme ca fiecare stea
are un sistem planetar.

Totusi, in anul 1543 Nicolaus Copernic (1473-
1543), marele astronom al tuturor timpurilor, a publi-
cat lucrarea De revolutionibus orbium coelestium (Des-
pre revolutiile sferelor ceresti) in care expunea teoria
sa heliocentricd cum ca Paméntul si celelalte planete
se rotesc in jurul Soarelui. Copernic a explicat con-
tradictia ce apdrea intre reprezentarea Universului de
catre Ptolemeu si datele matematice, pledand pentru o
reprezentare heliocentricd, potrivit careia planetele se
rotesc in jurul Soarelui, dar tot pe orbite circulare.

Cercetdrile lui Nicolaus Copernic au produs o
schimbare radicald in astronomie. El a ardtat cd mis-
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carea planetara poate fi explicatd prin pozitia centra-
14 a Soarelui, si nu a Paméntului. Dupa o munca de
40 de ani, a dovedit inconsistenta teoriei geocentrice a
lui Ptolemeu si astfel a exercitat un puternic impact in
mentalitatea Evului Mediu. Nicolaus Copernic i-a re-
tras planetei noastre titlul de centru al Universului si a
plasat-o pe o orbitd solard obisnuita. Astfel, s-a demon-
strat cd Pamantul este o planetd ca toate celelalte, dand
o loviturd decisivéd teoriilor mistice despre existenta
unei lumi ceresti deosebite de lumea paménteana.

Doctrina heliocentrica a lui Copernic a fost com-
pletatd si dezvoltatd de Galileo Galilei (1564-1642),
Tycho Brahe (1546-1601), Johannes Kepler (1571-
1630) si ulterior de Isaac Newton (1642 - 1727), care
i-a dat forma definitiva si explicatia fizicd. Copernic
a fost initiatorul uneia dintre cele mai mari revolutii
stiintifice si filosofice din istoria spirituald a omenirii
[2,5,9].

REVOLUTIA STIINTIFICA A LUI KEPLER

In 1588, astronomul danez Tycho Brahe a emis o
teorie de compromis, potrivit cireia Pimantul riméne
nemiscat in timp ce planetele se miscd in jurul Soa-
relui care, la randul sau, inconjoara Pamantul. Tycho
Brahe a mésurat, fira telescop, de-a lungul a 20 de ani,
pozitiile planetelor si stelelor cu o precizie de 2 minute
de arc.

In 1609, Galileo Galilei a construit un mic
telescop de refractie si a descoperit cd Venus, la fel ca
si Luna, are faze, semn cd se roteste in jurul Soarelui.
El a descoperit de asemenea patru sateliti naturali ai
lui Jupiter si inelele lui Saturn. Galileo Galilei a fost
unul dintre remarcabilii fizicieni si astronomi din epo-
ca Renasterii. El a descoperit legea inertiei, legea cade-
rii corpurilor, legea compunerii miscérilor. A avansat
principiul de baza al relativitatii, potrivit caruia legile
fizicii sunt aceleasi in orice sistem in miscare rectilinie
uniforma, indiferent de viteza sau directia sa. Prin ur-
mare, nu exista miscare absoluta si nici repaus absolut.
Acest principiu a furnizat contextul de baza al legilor
miscdrii ale lui Newton si joacd un rol primordial in
teoria relativititii restranse a lui Einstein. In calitatea
sa de astronom a mai descoperit natura stelara a Cii
Lactee, petele de pe Soare si rotatia acestuia in jurul
axei sale, confirmand astfel conceptia heliocentricd a
lui Copernic [8, 7].

Meritul de a declansa o noua revolutie stiintifica ii
revine pana la urma astronomului si matematicianului
german Johannes Kepler. El a activat in aceeasi perioa-
da cu genialul savant italian Galileo Galilei. Discipol si
ginere al lui Tycho Brahe, Johannes Kepler a avut ac-
ces la cele mai vaste si precise surse stiintifice ale vre-



MATEMATICA

mii, completand calititile de observator ale dascélului
sdu cu cunostintele matematice exceptionale pe care
le acumulase. El a dezvoltat doctrina heliocentricd a
lui Copernic, a formulat si confirmat legile miscarii
planetelor (Legile lui Kepler), care descriu miscarile
planetelor in jurul Soarelui (sau a stelei sistemului so-
lar respectiv) si in general comportamentul oricarui
sistem de doud corpuri intre care actioneazi o forta
invers proportionala cu pétratul distantei.

Astfel, dupa calcule indelungi, Kepler renunta la
orbitele circulare. In baza cercetdrilor sale, Kepler a
formulat legile miscarii planetelor:

K1. Planeta se miscd in jurul stelei pe o orbitd elip-
ticd, in care steaua reprezintd unul dintre focare.

K2. Linia dreaptd care uneste planeta cu steaua
(raza vectoare a planetei) maturd arii egale in perioade
de timp egale.

K3. Patratul timpului de revolutie a planetei este
proportional cu puterea a treia a distantei medii dintre
o planetd si Soare: T? = CR.

Din legea K2 rezultd cd o planetd se deplaseaza cu
atat mai repede, cu cét este mai aproape de stea. Legea
K3, a armoniei, cum mai este numita, stabileste lega-
tura dintre distantele a doua planete fata de Soare si
timpul in care planetele realizeazd un parcurs complet.

Primele doud legi au fost tipérite in 1609 in As-
tronomia nova, iar cea de-a treia, desi enuntatd la
8 martie 1618, a fost publicatd in lucrarea Harmonices
mundi in 1619.

Teoria lui Kepler n-a fost acceptata imediat. Mul-
te personalitati importante, precum Galileo Galilei si
René Descartes, au respins categoric Astronomia nova
a lui Kepler. Au aparut obiectii si asupra introduce-
rii fizicii in astronomia sa. Invititurile lui Kepler si-
au castigat valoarea odatd cu trecerea anilor. Lucrarea
Tabulae Rudolfinae (1627), editata in timpul vietii sale,
contine tabele ce descriu miscirile planetelor. Studiul
a constituit baza tuturor calculelor astronomice pen-
tru urmatorii 200 de ani.

Legile lui Kepler au o deosebita importanta pentru
intelegerea miscdrii corpurilor ceresti, de exemplu, a
Pamantului si a celorlalte planete in jurul Soarelui sau
a Lunii, precum si a satelitilor artificiali in jurul Pa-
mantului. Valabile doar in cadrul mecanicii newtoni-
ene, ele descriu comportamentul unui sistem de doud
corpuri intre care actioneaza o forta invers propor-
tionala cu patratul distantei. Cu alte cuvinte, putem
spune ca legile lui Kepler infatisaza miscarea planeta-
rd. Aceste legi descriu miscarile planetelor cu o apro-
ximatie suficientd in unele calcule. Aproximatia este
relativ bund cand masa planetei este neglijabild fatd de
masa stelei. Adesea sunt necesare modificari care sd
tind seama de alte efecte. Unele abateri sunt cauzate

de efectele reciproce ale gravitatiei dintre planete, de
miscarea stelei in functie de atragerea planetelor si de
efectele relativiste. Tindnd cont de acestea, au fost des-
coperite alte corpuri ceresti.

In pofida unor carente, legile lui Kepler fac parte
din fondul de aur al astronomiei, mecanicii si fizicii.
Desi au trecut patru secole de cand au fost formulate,
chiar si in prezent, astronomii si specialistii in meca-
nica cereasca pornesc cercetarile sale in multe cazuri
nu de la legea lui Newton, ci de la forma data anterior
acestei legi de citre Kepler. In teoriile lui Kepler Soa-
rele si planetele sunt privite ca niste puncte materiale,
avand in vedere ca dimensiunile lor sunt neglijabile in
comparatie cu distantele ce le separd. Astfel, putem afir-
ma cd problema Newtoniana a n corpuri isi are originile
tot in lucrarile lui Kepler.

Sd ne amintim ca Isaac Newton, intr-o zi a anului
1666, privind de pe un pod marul care ii scapase din
mana, a ajuns sa descopere fenomenul si legea gravi-
tatiei universale. Intimplarea aceasta a avut ecou in
lume si a dat viata expresiei ,,méarul lui Newton”. To-
tusi, anume legile lui Kepler au constituit baza pentru
formularea legilor gravitatiei de catre Isaac Newton.
Aceste legi, din datele experimentele, au fost deduse
empiric de Kepler.

O jumatate de secol mai tarziu, Newton se intreba
ce forma trebuie sa aiba forta de atractie gravitatio-
nald intre planete si Soare pentru a genera o orbita ce
respecta legile lui Kepler. Newton a dezvoltat aparatul
matematic prin intermediul caruia a ajuns la concluzia
ca miscarea eliptica a planetei in jurul Soarelui dupa
legile lui Kepler are loc doar in cazul cand planeta este
atrasd de Soare cu o fortd de o marime invers pro-
portionala distantei ,,Planeta-Soare” si intotdeauna
indreptata spre Soare. Newton a obfinut acest rezul-
tat, publicat in 1687, datorita metodelor de calcul di-
ferential si integral fondate de el si de Leibniz. Cu alte
cuvinte, Newton a stabilit cd legile miscarii planete-
lor, descoperite cu mult mai inainte de Kepler, sunt de
facto consecinte ale legii gravitatiei universale [2, 5, 9].

PROBLEMA A n CORPURI

Notam prin (C, m) corpul C cu masa m. Corpul
C se identificd cu un punct P care coincide cu centrul
masei. Problema miscérii punctului material (B m),
in campul gravitational creat de corpul (S, M), se nu-
meste problema celor doua corpuri. Studiul miscarii a
n corpuri (n >3) sub actiunea atractiei gravitationale
mutuale dintre acestea, conform legii atractiei univer-
sale, se numeste problema a n corpuri. Problema a n
corpuri (n =3) este urmatoarea: In vacuum sunt date n
puncte materiale, ale cdror mase sunt cunoscute {mi}.
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Fie cd interactiunea gravitationald dintre perechile de
puncte se supune legii lui Newton, iar fortele gravitati-
onale sunt aditive. Fie cd sunt cunoscute la momentul
instant t = 0 pozitiile initiale si vitezele fiecdrui punct:
r|t=0=r,(0),v,|t=0=v(0).

Este necesar sd se gdseascd pozitia punctelor mate-
riale pentru toate momentele ulterioare in timp. Mo-
delul matematic al problemei a n corpuri, in sistemul
rectangular inertial OXYZ, este descris de un sistem
din 3#n ecuatii diferentiale de forma [16]:

2
m, % =grad U,
(ngkU:a—UZl+a—U;+a—U%,

o, Wy ’ 0z,

T :(xk,ykazk),k=1,2,...,n,

- o

5
e,,e,,e, — sunt vectorii unitari ai axelor de coordonate
Ox, Oy, Oz. Functia scalara U reprezintd potentialul
newtonian si se determina din relatia:

f N N 'mkms
U=y YA
2 2,

= s=1

Ay =5, =x ) +(r, =y ) +(2,— 2, )"

Semnul ,,' ” de la a doua suma arati ci indicii de
sumare k si s niciodata nu sunt egali: k# s, feste con-
stanta gravitationala.

Aceste ecuatii determina traiectoriile corpului din
sistem, in cazul in care sunt date conditiile initiale.

Problema celor doua corpuri a fost rezolvata de
Kepler in secolul al XVII-lea. Solutia obtinuta de Ke-
pler nu avea insd o demonstratie strict matematica.
Aceasta a fost datd mai tarziu de Newton, care a de-
terminat solutia generala a problemei a doud corpuri.
Nu exista insa nicio solutie simpld a problemei celor
trei corpuri.

Euler (1766) si Lagrange (1772) au gasit abia in se-
colul al XVIII-lea primele solutii specifice problemei a
trei corpuri [6, 9, 10]. Lagrange a demonstrat in pre-
mierd existenta solutiilor coliniare exacte ale ecuatiilor
diferentiale pentru problema a trei corpuri in cazul
cand masele exacte m, m, m,, ce se atrag reciproc,
pentru toti o <t <+ oo se afld imobil pe o dreapta ce se
roteste uniform in jurul centrului de greutate comun,
evident amplasat pe aceeasi dreapta. Lagrange a aratat
cd ecuatiile diferentiale pentru problema a trei corpuri
admit o asa solutie exacta pentru masele m, m, m,
(luate arbitrar) si care pentru toti co <t<+eo formeaza
un triunghi echilateral ce se roteste uniform in jurul
centrului comun de greutate dintr-un plan nevariabil.
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Viteza unghiulara de rotatie se determind univoc
de valorile maselor si dimensiunile liniare ale configu-
ratiei. In anii 1892-1899, Henri Poincaré a demonstrat
ca exista numeroase solutii in problema a trei corpuri.
Pentru problema a trei corpuri, in 1912, Zundman a
obtinut o solutie analitica generala sub forma de serie.
Desi aceste serii converg in orice moment in timp si
cu orice conditii initiale, ele converg extrem de incet.
Datorita convergentei extrem de lente, utilizarea prac-
ticd a seriei Zundman este imposibilé. De asemenea,
pentru problema cu trei corpuri, Bruns si Poincaré au
demonstrat ca solutia sa generala nu poate fi exprima-
ta prin functii algebrice sau functii transcendente.

Odatd cu cresterea lui n, problema se complica si
mai mult. Ecuatiile matematice corespunzatoare pre-
zintd dificultdti ce fac imposibild obtinerea directd a
unei solutii generale. Lipsa unor metode universale de
integrare a ecuatiilor diferentiale ce descriu miscarea a
n corpuri a stimulat dezvoltarea unor metode specifice
de rezolvare a lor. Fiecdrei solutii particulare a ecuati-
ilor problemei mai multor corpuri i se poate pune in
corespondenta structura geometricd, numitd configu-
ratie in spatiul Euclidian tridimensional. Printre aces-
tea din urma a fost evidentiata o clasd a asa-numitelor
configuratii centrale carora li s-au consacrat numeroa-
se cercetari. Laplace primul a propus definitia intuiti-
va a configuratiei centrale, folosita, ulterior, de multi
matematicieni pentru determinarea altor solutii exac-
te ale problemei a n>3 corpuri. Cele mai multe dintre
solutiile exacte cunoscute ale problemei Newtoniene a
n corpuri apartin asa-numitei clase de solutii omogra-
fice, a caror conditii suficiente pentru existenta au fost
obtinute de Wintner in prima jumdtate a secolului al
XX-lea, iar conditiile necesare au fost formulate ulte-
rior de E. A. Grebenicov [12, 16].

A. Fransen a aratat cd in problema a trei corpuri
existd solutii exacte spatiale si plane, geometric descri-
se prin triunghiuri isoscele in schimbare, care nu pas-
treaza proprietatea de asemanare, iar R. Leman-Filges
a aratat ca pentru n=4 nu exista decét o singurd con-
figuratie centrala tridimensionald spatiald - tetraedrul
regulat, dar numai atunci caind m =m,=m =m . Anali-
za fundamentald a proprietatilor configuratiilor cen-
trale in interpretarea lui Lagrange si Laplace apartine
lui O. Dziobek, care a cercetat amdnuntit chestiunea
cu privire la numarul configuratiilor centrale coliniare
in functie de parametrul » si a ardtat cd pentru orice
valoare a lui n printre configuratiile centrale necoli-
niare exista poligoane regulate (mai exact, poligoane
regulate cu n unghiuri) sau poligoane regulate cu
(n-1) unghiuri, in centrul cdrora se poate afla o anu-
mitd masa arbitrard, iar in varfurile lor - mase egale
intre ele.
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Relevante sunt rezultatele lui A. Albouy [1] si
N. Zemtsova [13, 15, 17] cu privire la existenta
unor noi configuratii centrale in problema a 4-cor-
puri, prima - sub forma unui triunghi isoscel cu cea
de-a patra masd localizatd pe bisectoare (toate cele
patru mase sunt egale) si cea de-a doua - sub for-
ma de romb cu doud cate doud mase egale intre ele.
In lucririle [15, 16] este dat un rezultat cu privire la
non-existenta unor configuratii centrale in forma de
dreptunghiuri, trapeze si deltoide. E. Grebenicov si
A. Procopenia au demonstrat existenta configuratii-
lor sub forma de poligoane ce schimba dimensiunile
si care se rotesc cu viteza variabild in jurul centrului
comun de greutate [16].

E firesc ca in procesul cunoasterii sa vrem sa aflim
ce configuratii sunt stabile. Prin stabilitatea sistemului
material se subintelege ca pentru fiecare corp C, cu
punctul initial N, existd un anumit timp T, doud nu-
mere pozitive a, b §i o traiectorie g pentru care:

"a<<b N e gsigesteo curba inchisé simpla;

=in momentul ¢ = 0 corpul C, este situat in punctul
N;

=in momentele t € [0, T] si t+nT, unde n este un
numar intreg, corpul C, este situat la distanta <a de
un anumit punct al curbei g, (care depinde numai de 7);

» in orice moment al miscarii, doud corpuri diferite
din sistem sunt situate unul de altul la o distantd mai
mare ca numarul b.

Perturbdrile corpului C, fatd de traiectoria g sunt
determinate de fortele gravitationale ale altor corpuri.
Tinand cont de acestea, au fost descoperite noi cor-
puri ceresti. Problema stabilitatii sistemelor materia-
le a aparut in legdtura cu studierea Sistemului Solar.
Problema stabilitaii acestuia a fost cercetata initial de
Pierre Laplace, in 1773, si Joseph Louis Lagrange, in
1776. Ei au ardtat cd axele majore ale orbitelor sunt
stabile, folosind o aproximare de gradul intai a fortelor
perturbatoare [6, 9]. In 1808, Siméon Denis Poisson a
demonstrat ci stabilitatea este valabila si atunci cdnd
se folosesc aproximari de gradul doi [10]. Spiru Haret,
in 1878, in teza sa de doctorat Sur linvariabilité des
grandes axes des orbites planétaires a demonstrat, folo-
sind aproximatiile de gradul al treilea, ca axele nu sunt
stabile asa cum se credea anterior, ci prezinta o vari-
abilitate de timp pe care el o numeste perturbatie se-
culara. Acest rezultat presupune ca miscarea planetard
nu este absolut stabild. Henri Poincaré a considerat re-
zultatul respectiv drept o mare surpriza si a continuat
cercetarea lui Haret, care 1-a dus in cele din urma la
crearea teoriei haosului. Félix Tisserand, in Traité de
mécanique céleste, a recomandat extinderea metodei
lui Haret asupra altor probleme astronomice §i, mult
mai tarziu, in 1955, Jean Meffroy a reluat cercetarea

lui Haret folosind noi tehnici. Rezultatele teoriei KAM
(Kolmogorov - Arnold - Moser) au ardtat ca Sistemul
Solar se afla intr-o stare de stabilitate relativd [18].

Creatorii teoriei stabilitatii, Lyapunov si Poincaré,
au accentuat in mod repetat cd studiul stabilitatii solu-
tiilor particulare ale problemei a trei corpuri nu poa-
te fi dus pand la sfarsit in limitele teoremelor clasice
enuntate de ei.

Remarcabile in dezvoltarea teoriei stabilitatii in
sens Lyapunov a sistemelor hamiltoniene, la care se
atribuie dinamica cosmicd, sunt rezultatele savantilor
A. N. Kolmogorov, V. I. Arnold si Iu. Moser, cunos-
cuti ca fondatori ai teoriei KAM [16,18]. Teoria KAM
a dat rdspuns la un sir de intrebari asupra studiului
stabilitétii solutiilor dinamicii hamiltoniene, insa pro-
blema stabilitatii in sens Lyapunov a sistemelor pla-
netare rimane nerezolvatd. In prezent, devin tot mai
eficiente metodele de cercetare calitative ale sistemelor
dinamice bazate pe determinarea solutiilor particulare
exacte ale ecuatiilor diferentiale si analiza ulterioard
a stabilitatii lor, folosind cele mai recente progrese in
algebra computationald.

PROBLEMA MARGINITA A n+1 CORPURI

Lipsa unor metode universale de integrare a ecu-
atiilor diferentiale ce descriu miscarea a 3 corpuri, l-a
determinat pe savantul german Jacobi sa formuleze
o problemd noua, simplificatd pentru modelul ma-
tematic al dinamicii cosmice, numitd de el problema
marginitd a trei corpuri. Jacobi a formulat-o in felul
urmdtor: Trebuie de studiat miscarea in spatiul tridi-
mensional a punctului material cu masa infinit micd,
atras de alte doud puncte materiale, cu mase de dimen-
siuni finite, in corespundere cu legea de atractie a lui
Newton. Singurd masa infinit micd nu actioneazd gra-
vitational miscarea celorlalte doud puncte materiale cu
mase nenule.

Matematicienii francezi Elmabsut B. si D. Bang
au obtinut o generalizare interesanta a rezultatelor re-
feritoare la existenta unor puncte stationare de tipul
punctelor de echilibru, care formeaza nu unul, ci mai
multe poligoane regulate ce se miscd in jurul centrului
comun de greutate cu una si aceeasi vitezd unghiulara
in unul si acelasi plan. Autorii au determinat sufici-
ente conditii care confirmd existenta solutiilor parti-
culare exacte ale ecuatiilor diferentiale ale problemei
mai multor corpuri si care reprezinta pozitii de echi-
libru ale sistemului in spatiul fazic Euclidian cu rota-
tie. Aceastd constructie dinamica poate fi generatorul
unui nou model dinamic - problema mdrginitd a mai
multor corpuri. Ea a fost numitd ,,problema marginita

%2

a mai multor corpuri cu simetrie incompleta”
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Prin analogie cu problema clasica a trei corpuri, for-
mulatd de Jacobi si Poincaré, E. A. Grebenicov a propus
un model nou in mecanica cereascd — problema margi-
nitd a mai multor corpuri (n>3), in care cimpul gravita-
tional este generat de corpurile ce formeaza figuri plane
(poligoane regulate si sisteme de astfel de poligoane) ro-
tindu-se in jurul corpului central, intr-un astfel de camp
fiind studiata miscarea masei ce graviteaza pasiv (Pro-
blema mirginitd a n+1I corpuri). In problemaa n corpuri
si, in particular, in problemele marginite a mai multor
corpuri, profesorul E. Grebenicov a introdus modelele
ce tin de problema existentei solutiilor omografice si, in
particular, a configuratiilor centrale cu simetrie partia-
la, aceste modele reprezentind o generalizare a modelu-
lui clasic Lagrange-Wintner. In revistele de specialitate
este utilizat pe larg termenul de ,,modele Grebenicov-
Elmabsout”.

In problemele mirginite a n+1 corpuri, unde al
n+1 corp are o masa neglijabila fatd de masa fiecarui
din primele #n corpuri, se cere:

= de fixat anumite configuratii plane pentru pri-
mele n corpuri;

= de rezolvat problema madrginita pentru primele
n corpuri;
ale cu solutii stabile pentru amplasari plane determi-
nate la solutionarea problemei marginite a n corpi.

Cautarea solutiilor particulare exacte (punctelor
stationare) ale sistemului de ecuatii diferentiale ale
problemei marginite se reduce la rezolvarea sistemelor
complexe de ecuatii algebrice. Problema de solvabili-
tate a unor astfel de ecuatii constituie o analiza ampla
si destul de sofisticata, care, practic, se poate face doar
cu ajutorul unor noi sisteme de programare. Rezultate
remarcabile in aceastd directie au fost obtinute de ci-
tre V. I. Arnold, A. D. Bruno, M. A. Vashkovyak, Yu. E
Gordeeva, S. A. Gutnik, V. E Edneral, G. B. Efimov,
A. P. Ivanov, A. M. Leontovich, M. J. Lidov, A. P. Mar-
keev, C. B. Mironov, Yu. A. Ryabov, V. A. Sarychev,
A. G. Sokolsky, E. A. Grebenicov, N. Zemtsova,
A. Procopenia, E. Thsanov, S. Mironov, D. Kozac-Scovo-
rodkina, D. Diarova, A. Silusic [3, 4, 14, 15, 16, 17, 19,
20, 21, 22] si altii.

E. Grebenicov, fiind preocupat de evolutia Uni-
versului, a contribuit prin cercetirile sale la dezvolta-
rea dinamicii cosmice si a reusit sd creeze o veritabild
scoald matematicd, fiind conducétorul stiintific a peste
40 de doctori in stiinte care activeaza astazi in dife-
rite tari ale lumii [14, 15, 16]. El este unul dintre cei
12 romani ale caror nume au fost conferite unor pla-
nete sau corpuri ceresti, fiind inclus, totodata, de pre-
stigiosul Centru Biografic Mondial din Cambridge
printre cei doud mii de savanti remarcabili ai lumii
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de la inceputul mileniului al treilea. Academicianul
Eugeniu Grebenicov, savantul despre care se spune cé
»a facut partii” satelitilor artificiali in Cosmos, a aplicat
si dezvoltat teoria referitoare la problema mai multor
corpuri. A demonstrat existenta de noi modele in di-
namica cosmicd — problema mdrginita a n+1 corpuri,
similare cu modelele problemei a trei corpuri propuse
de K. Jacobi si A. Poincaré. A rezolvat complet pentru
modelele respective problema stabilitétii in sensul lui
Lyapunov a solutiilor lor stationare. Aceste rezultate au
fost obtinute prin metode de calcul algebric, efectuate
prin aplicarea Sistemului de Calcul Simbolic Mathe-
matic bazate pe teoria KAM. A reusit sd gaseasca o
aplicatie practicd importanta a teoriei date in funda-
mentarea teoriei zborului satelitilor artificiali in jurul
Pamantului si, impreuna cu colegii sdi, sa gaseascd o
noud abordare pentru rezolvarea faimoasei probleme
a trei corpuri.

E. A. Grebenicov a propus sa se treacd la inregis-
trarea conditiilor de miscare a satelitului in variabilele
complexe. Aparatul matematic rezultat se bazeaza pe
functii speciale si oferd o solutie care garanteazd ro-
tatia stabila a satelitilor timp de mai multe decenii.
Aceasta abordare a marcat o adevarata revolutie in
metoda de calcul a miscirii satelitilor artificiali ai Pa-
mantului: inainte de Grebenicov, calculul orbitei unei
nave spatiale se efectua ani de zile, iar solutia propusa
de E. A. Grebenicov a redus esential timpul de calcul.
In lucririle [3, 4] a fost rezolvata una dintre probleme-
le lui Grebenicov referitor la miscarea a opt corpuri.

Dumitru Pésat, autorul cartii Omul i asteroidul
Grebenicov, 1-a numit pe buna dreptate ,,un magician
al formulelor matematice, un Copernic al romanilor”.

Practic fiecare secol ne-a déruit savanti care au
adus contributii importante la rezolvarea problemei
newtoniene a n corpuri. Speram ca dezvoltarea teh-
nicii i stiintei ne va putea ajuta sa intelegem mai bine
cine suntem, de unde venim si ce ne asteapta in viitor.
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