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Abstract: S-a calculat o grindă static nedeterminată cu o singură deschidere la acţiunea unei forţe 

exterioare concentrate  şi a unei acţiuni termice (diferenţă de temperatură)  folosind metoda funcţiilor 
Green.  

Modulul de elasticitate „E”şi momentul de inerţie axial „I” rămîn constante pe toată lungimea grinzii. 
 
Cuvinte cheie: metoda funcţiilor Green,  diferenţă de temperatură ( )TΔ , săgeata de încovoiere (y), 

unghiul de rotire ( )θ , momentul de încovoiere (M) şi forţa transversală (Q). 
 
 
1. Problemă de calcul: 

 
Momentul cheie în calculul grinzilor prin metoda funcţiilor Green (metoda funcţiilor de influenţă) este 

construirea funcţiilor respective Green. Pentru a construi aceste funcţii mai întîi de toate este necesar de scris 
soluţiile generale pentru forţa transversală - Q, momentul de încovoiere - M, unghiul de rotire - θ  şi  săgeata 
de încovoiere - y  ale ecuaţiei diferenţiale a încovoierii transversale directe a axei grinzii. Apoi, scriem 
condiţiile de conjugare şi condiţiile de limită, din care determinăm constantele arbitrare de integrare. La 
ultima etapă substituim expresiile obţinute pentru constantele arbitrare de integrare în soluţiile generale 
respective  şi obţinem expresiile finale ale funcţiilor Green pentru Q, M, θ  şi y . Calculul grinzilor prin 
metoda funcţiilor Green (dacă aceste funcţii sunt construite deja) se reduce în cazurile cele mai  complicate 
de solicitare, la calculul unor integrale definite simple. Această metodă ne permite uşor să determinăm toate 
eforturile (Q şi M) şi deplasările (θ  şi y ) indiferent de lungimea grinzii, de punctele de aplicare şi valorile 
forţelor, temperaturii şi deplasărilor  exterioare. 

În fig.1 este prezentată schema grinzii cu acţiunile exterioare. 
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Fig. 1                                                                                       Fig. 2 
 

În fig.2 este arătată secţiunea transversală a grinzii şi diagrama distribuirii temperaturii pe înălţimea h. 
 
Scopul final este de determinat expresiile analitice finale pentru Q, M, θ  şi y  ale grinzii solicitate cu 

forţa concentrată P şi diferenţa de temperatură TΔ . 
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2. Rezolvarea problemei: 
 
Mai întîi se construieşte funcţia Green de la o forţă P, aplicată în punctul arbitrar ξ . Pentru aceasta: 
1) Se scriu soluţiile ecuaţiilor diferenţiale: 
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1 ;III
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/ /
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/ / /
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2
I
s
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/ / / /
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x xEIy C C C x C= ⋅ + ⋅ + ⋅ +  
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2
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3 2
/ / / /

1 2 3 4 .
6 2d
x xEIy A A A x A= ⋅ + ⋅ + ⋅ +

2) Se scriu condiţiile de conjugare: 
( ) ( )0 0 ;III III

s dEIy x EIy x Pξ ξ= − − = + =  
( ) ( )0 0 ;II II

s dEIy x EIy xξ ξ= − = = +                                                                                                            (2)  

( ) ( )0 0 ;I I
s dEIy x EIy xξ ξ= − = = +                     

( ) ( )0 0 .s dEIy x EIy xξ ξ= − = = +  
Se folosesc soluţiile ecuaţiilor diferenţiale (1) şi condiţiile de conjugare (2), în final obţinem constantele 

de integrare: 
/ /

1 1 ;A C P= −  
/ /
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2
/ /
3 3 ;
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A C P ξ
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3
/ /
4 4 .

6
A C P ξ

= + ⋅
 

Se introduc  expresiile (3) în relaţia „ dEIy ” din (1) şi obţinem:
 

( ) ( )
3 2 2 3

/ / / /
1 2 3 46 2 2 6d

x xEIy C P C P C P x C Pξ ξξ
⎛ ⎞

= − ⋅ + + ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ + + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠                                                       

(4) 

Într-o formă mai compactă expresia (4) va fi prezentată sub forma: 
( )33 2

/ / / /
1 2 3 46 2 6d

xx xEIy C C C x C P
ξ−

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + −
                                                                                       

(5) 

3) Se notează / ; 1,2,3,4i iC C EI i= ⋅ = , se folosesc relaţiile „ sEIy ” din (1) şi „ dEIy ” din (5), se poate 
scrie expresia generală a săgeţii de încovoiere de la forţa concentrată, sub forma: 

( )

3 2

1 2 3 4
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;   0
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;                        .
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s

d s

x xy C C C x C x
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x
y y P x l

EI

ξ

ξ
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⎧
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−⎪ = − ≤ ≤⎪⎩                                                                                      

(6) 

Dacă în formula (6) P=1, se obţine funcţia Green pentru cazul aplicării unei forţe concentrate mobile. 
4) Se completează rezultatele obţinute, avînd în vedere că grinda este acţionată şi de diferenţa de 

temperatură 1 2T T TΔ = − , unde 1T  şi 2T - temperatura pe fibra de jos, respectiv pe fibra de sus a grinzii. 
Din fig. 2, se observă fibra de sus a secţiunii transversale pe care acţionează temperatura 2T  se va întinde 

conform relaţiei 2TTα , însă fibra de jos 1TTα , unde Tα - coeficientul dilatării liniare termice.  
Dacă se analizează secţiunea în ansamblu se obţine că diferenţa de temperatură într-un singur punct este 

echivalentă cu unghiul de rotire rigid concentrat ( )0θ . 

2 1T T TT T T
h h h

α α α θΔ
− = =

                                                                                                                            
(7) 
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În condiţiile problemei diferenţa de temperatură acţionează pe toată lungimea grinzii, ceea ce va fi egal cu 
unghiul de rotire uniform distribuit pe toată lungimea. 

Se analizează expresia săgeţii de încovoiere (6) şi se observă că unghiul de rotire este caracterizat prin 
constanta de integrare 3C  care este multiplicată cu x. Altfel spus săgeata de încovoiere va fi egală cu 
integrala de la unghiul de rotire concentrat, distribuit pe distanţa de acţiune a diferenţei de temperatură. 
Luînd în considerare că diferenţa de temperatură acţionează pe toată lungimea grinzii vom obţine săgeata sy : 

2

2
x

h
T

xdx
h

T
xdxy TT

s ∫∫
Δ

=
Δ

==
αα

θ
                                                                                                       

(8) 

Deci săgeata de încovoiere de la ambele acţiuni va fi: 
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                                                                (9) 

Unghiul de rotire:  /yθ =  

( )

2
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(10) 

Momentul de încovoiere în cazul acţiunii diferenţei de temperatură se calculează cu relaţia: 
( )2

/ /
2

T Td y xT TM EI y EI EI EI
h dx h

α α⋅ Δ ⋅ Δ
= ⋅ − = −

                                                                                
(11) 
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(12) 

 
Forţa transversală:

 
/ / /Q EI y= ⋅  

1 ;   0
;  .

s

d s

Q C EI x
Q

Q Q P x l
ξ

ξ
= ⋅ ≤ ≤⎧
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(13) 

 
5) Conform condiţiilor de limită se poate scrie: 

( )0 0sy = ;                     ( )0 0sθ = ;                        ( ) 0dy l = ;                   ( ) 0d lθ = ;                               (14) 
Se foloseşte condiţia de limită ( )0 0sy = şi se obţine 4 0C = , iar din condiţia ( )0 0sθ = rezultă 3 0C = .    

1C  şi 2C  se determină din celelalte condiţii de limită rămase: 
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Din (16) obţinem:
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1 3
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( )2

2 2
T P lTC

h l EI
ξ ξα⎛ ⎞−⋅ Δ

⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠                                                                                                                 

(18) 

6) Se înlocuiesc constantele de integrare 1C (17) şi 2C (18) în relaţiile (9), (10), (12), (13) şi se obţin 
următoarele expresii analitice pentru  y, θ, M, Q:  

- pentru săgeata de încovoiere y: 
( ) ( ) ( )
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- expresia finală pentru y va fi: 
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(20) 

- pentru unghiul de rotire θ: 
( ) ( ) ( )
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- expresia finală pentru θ va fi: 
( ) ( ) ( )
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(22) 

- pentru momentul de încovoiere M: 

( ) ( ) ( )

( )

2 2
0

3 2

2
;   0

;                                                                                                     

TT T
s

d s

P l l P l TT TM x EI EI x
l EI h l EI h hM

M M P x x l

ξ ξ ξ ξ αα α ξ

ξ ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞− + − ⋅ Δ⋅ Δ ⋅ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ − + + − ≤ ≤
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅= ⎝ ⎠⎝ ⎠

= − − ≤ ≤ .

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩    

(23) 

- expresia finală pentru M va fi: 
( ) ( ) ( )
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(24) 

- în fine expresia finală pentru forţa transversală Q va fi: 
( ) ( )2

3

2
;   0

;                     .

s

d s

P l l
Q xQ l
Q Q P x l

ξ ξ
ξ

ξ
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(25) 

7) S-a analizat factorii y, θ, M, Q  pentru următoarea problemă (vezi fig.1): o grindă static 
nedeterminată cu o singură deschidere din beton armat de lungimea l=5m, secţiunea transversală de formă 
dreptunghiulară b=0,25m, h=0,40m, forţa concentrată cu valoarea P=30kN aplicată la distanţa ξ=2m, 

temperatura T1=18ºC şi T2=30ºC, ΔT=T1-T2 (vezi fig.2), coeficientul de dilatare termic
510 

C
α

−

=
°

, modulul de 

elasticitate 3 21 10E MPa= ⋅ , iar momentul de inerţie a secţiunii 4310333.1 mI z
−⋅= . 

8) S-au folosit expresiile finale (20), (22), (24), (25) şi programa Maple 15 pentru a construit 
diagramele  y, θ, M, Q, prezentate în următoarele figuri 3-6: 

Săgeata de încovoiere: 
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Fig.3 

 
Unghiul de rotire:  

 
Fig.4 

 
Momentul de încovoiere:  

 
Fig.5 

 
 

Forţa transversală: 

 
Fig.6 
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Concluzii:  
 
1. Din calcule se observa: în cazul acţiunii diferenţei de temperatură pentru grinda încastrată la ambele 

capete factorii cinematici sunt egali cu zero, însă apar eforturi interioare, dar de la acţiunea forţei 
concentrate atît eforturile interioare cît şi deplasările au valoare numerică diferite de zero. 

2. În cazul armării secţiunii transversale a grinzii din beton armat din punct de vedere a rezistenţei se va 
folosi valoarea momentului de încovoiere şi a forţei transversale calculate cu relaţiile (24) şi (25) pentru 
calculul din condiţiile de rigiditate se vor folosi relaţiile (20) şi (22). 

3. Avantajele calculului grinzilor prin metoda funcţiilor Green în comparaţie cu metodele cunoscute din 
mecanica structurilor sunt:  
- odată determinată funcţia de influenţă a săgeţii de încovoiere pentru grinda dată, pot fi calculate 

valorile y, θ, M,  Q  indiferent de lungimea grinzii, de la diferite tipuri de acţiuni, punct de aplicare şi 
valoarea sarcinii.  

- din diagramele (fig. 3-6) poate fi uşor observat punctul unde factorul cinematic sau efortul este 
maximal. Acest calcul e mult mai complicat folosind metodele mecanicii structurilor, dacă ne referim 
mai ales la factorii cinematici. În cazul în care nu este construit nici un grafic, punctul unde valoarea 
y, θ, M, Q este maximală se poate  determina prin derivarea şi egalarea cu zero a expresiei respective, 
apoi se calculează şi valoarea maximală.  
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