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Introducere 
Problemele transferului de masă şi căldură sunt cele mai actuale ale matematicii 

fizice. Aceasta se explică atît prin răspîndirea lor vastă cît şi prin influenţa determinată 
asupra eficacităţii aparatelor termice, de difuzie şi chimice. 

Realitatea lumii şi a proceselor reale este profundă şi nelimitată. La orice mic detaliu, 
în condiţiile date de cercetare, permanent se păstrează trăsături necunoscute a 
fenomenului. 

Pentru orice descriere a realităţii se construiesc modele particulare. Ele totdeauna 
sunt apropiate. Astfel şi modelele procesului transferului de masă şi căldură, transport de 
căldură şi difuzie sunt apropiate nu numai de analiza formelor simple a ecuaţiilor Furie şi 
Fic [25,29,68], dar şi de formele existente sau a celor ce se prelucrează pînă la cele mai 
compuse  [24,26,30,32,35,62,63,65,66,67]. 

Formularea descrierilor problemelor ştiinţifice şi inginereşti întotdeauna sunt modele. 
Ultimul deceniu se caracterizează prin crearea şi descrierea unor modele comune, 

universale. Indiferent de valoarea lor, modelele universale sunt deseori neeficiente. 
Cauzele neeficienţei lor şi perturbarea imaginaţiilor teoretice şi analogice între procese în 
multe cazuri sunt asemănătoare. 

Mai întîi de toate, substituirea unor fenomene reale cu modele generale comune nu 
iau în consideraţie particularităţile tuturor fenomenelor incluse în această schemă. În 
particular, aceasta este caracteristic pentru fenomenele şi procesele existente la hotarul 
divizării fazelor pentru mediile eterogene şi polifazice, inclusiv pentru materialele şi 
torentele cu structură complexă şi procesele cu intensitate sporită. 

Unele din aceste fenomene pot fi neclare, nestudiate sau necunoscute pînă în prezent. 
O altă cauză posibilă – neadecvarea fenomenelor: schimbarea direcţiei de influenţă a 

fenomenului în timpul procesului sau în alte condiţii concrete. 
În acest context, erorile comparabile schimbătoare a experienţelor şi măsurării 

proprietăţilor, îndeosebi cînd modelul necesită multiple caracteristici, cum ar fi: eroarea 
comisă în soluţionarea problemelor reciproce, eroarea de calcul a calculatorului, 
necesitatea multor literaţii şi relaţii recurente, prezenţa şirurilor alternative, hotarelor şi 
intervalelor, evidenţa unui mare număr de membri ai şiruluiu, erorile de rotungire, uneori 
hotarele nestabile. 

Pentru lumea naturii, complicarea proceselor este reală. „Greutăţi” pentru natură – nu 
există: orice proces complicat absoarbe toate componentele lui fără „piedici” în  „timpul 
său real” indiferent de „cantitate”, „probabilitate” sau „stohastică” egalînd nivelul de 
cercetare sau „scară ierarhică”. 

În ultimele lucrări [22,25,27,30,35,38,47,49,52,55], s-a demonstrat că principalele 
dificultăţi în descrierea şi modelarea proceselor reale de transfer de masă şi căldură sunt 
nu numai în formă matematică, dar şi analiza problemelor mecanismului şi cineticii 
proceselor fizico-chimice. 

Problemele semnificative la alcătuirea metodelor de calcul a proceselor de difuzie şi 
transfer de căldură rămîn a fi evidenţa interinfluenţei transferului de căldură, umiditate şi 
presiune. 
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În prezent, cel mai răspîndit pentru descrierea teoretică a astfel de procese o are 
cercetarea sistemelor de ecuaţii diferenţiale a lui A. V. Lîcov [62,63,64,65,66],  luînd în 
consideraţie  „efectele interferente” în baza proceselor termodinamice ireversibile. 

Este necesar de cercetat şi de descris procesele de transfer de masă şi căldură  prin 
ecuaţii simple de transfer de căldură şi difuzie, iar interconexiunile dintre procese de 
considerat suplimentare. 

 
1. Formularea problemelor transferului de masă şi căldură 

1.1 Ecuaţiile diferenţiale ale conductibilităţii termice (difuzie) 
Procesul schimb de căldură reprezintă transportul de energie (schimb) ce are loc 

între corpuri (medii) cu diferite temperaturi. Există trei metode de răspîndire a căldurii: 
conductibilitate termică, convecţie şi radiaţie termică. În practică, de obicei, schimbul de 
căldură are loc prin cîteva, uneori prin toate aceste metode. Atunci ca bază se ia schimbul 
de căldură „efectiv”, care include toate metodele. 

Procesul schimb de masă reprezintă trecerea a unei sau cîtorva substanţe dintr-o fază 
în alta prin suprafaţa de separare. Transferul de substanţe între faze cît şi cel interfazic se 
poate realiza atît pe calea difuziei moleculare, cît şi pe cea a convecţiei şi difuziei 
moleculare concomitent. 

Răspîndirea căldurii şi/sau a substanţei în interiorul unei faze se numeşte transfer 
de căldură,  transfer de masă sau transfer de masă şi căldură. La fel se numeşte şi 
totalitatea proceselor de transfer interfazic şi între faze. 

Vom soluţiona problema transfer de căldură prin conductibilitatea termică şi 
problema difuziei moleculare în mediul imobil, în particular, în corpul tare. Corpul tare 
poate fi neporos, neumflat, neporos umflat coloidalcapilaro-poros şi amestecat – coloidal 
capilaro-poros [22,37,45,46]. 

Problema conductibilităţii termice şi a difuziei au o vastă întrebuinţare. Soluţionarea 
unor astfel de probleme ne permite să obţinem informaţii importante despre proces. De 
exemplu: pentru procesul termic se poate calcula nu numai temperatura cîmpului staţionar, 
torentul de căldură şi valoarea medie a temperaturii elementelor constructive în parte a 
aparatului întreg, dar şi determina caracterul schimbării (profilul, căderile, gradienţii) 
temperaturilor în  puncte separate a elementelor constructive a aparatului, de prezis 
efectele  termodifuzice, de găsit parametrii optimali şi de propus schema de conducere a 
aparatului sau instalaţiei [ ]34 . 

Procesele de conductibilitate termică şi difuzie se descriu conform anumitor ecuaţii. 
Astfel e posibil, de soluţionat problema conductibilităţii termice, deoarece ea are un 
caracter formal mai vast. În particular, în problema  conductibilităţii termice se include şi 
coeficientul λ, coeficientul conductibilităţii de temperatură  ρλ ca /= , iar în problema 
difuziei – numai coeficientul de difuzie D, care este analogul lui a [62,66]. 

Trebuie de reţinut, însă, că analogia este numai formal matematică, deoarece fizica 
proceselor transferului de căldură şi substanţă este total diferită. 

 
1.1.2 Noţiunile de bază a transferului de masă şi căldură 

 
Conductibilitate termică – procesul de transfer de căldură pe calea schimbului de 

energie la mişcarea termică haotică a particulelor (în particular, moleculele de substanţă) 
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în mediu, determinat de o distribuire neomogenă de temperatură în acest mediu 
(conductibilitate termică moleculară). 

Cîmp de temperatură – totalitatea valorilor de temperatură pentru toate punctele 
spaţiului într-un moment dat de timp. Dacă temperatura este funcţie numai de 
coordonatele spaţiale T(x,y,z) atunci cîmpul de temperatură se numeşte stabil sau 
staţionar. Dacă, în caz comun, temperatura se schimbă în funcţie de timp, atunci cîmpul  
se numeşte instabil sau nestaţionar. 

Problema de bază a conductibilităţii termice este determinarea şi studierea în timp şi 
spaţiu a schimbărilor de temperatură a cîmpului în mediu (corp). 

Punctele cîmpului de temperatură ce au o valoare a temperaturilor egale, formează o 
suprafaţă ce se numeşte izotermică (fig.1.1). Evident, în cazul bidimensional, linia 
temperaturilor cu valoare identică – se numeşte izotermă. 

Căderea de temperatură în direcţia normalei către suprafaţa izotermică determină 
mărimea – gradient de temperatură. Mai exact, gradientul de temperatură este raportul 
creşterii temperaturii ΔT către (şi) distanţa dintre izotermă şi normală. Ca direcţie pozitivă 
a gradientului vector se ia direcţia spre direcţia creşterii temperaturii: 

grad T = 1n(dT/dn),              (1.1) 
unde 1n –vector unic, îndreptat după normală în direcţia creşterii temperaturii. 
 

 
 

Fig. Caracteristicile cîmpului de temperatură 

Analogic, se determină gradientul concentraţiei sau gradientele altor potenţiale de 
transfer de energie sau substanţă. 

Transferul de căldură prin conductibilitate termică se poate efectua numai în cazul 
dacă în diferite puncte ale corpului, cîmpul de temperatură este neomogen, adică, există un 
oarecare gradient de temperatură nenul. Valoarea densităţii torentului de căldură (sau 
torentului de căldură relativ) q în punctul arbitrar al corpului se determină analogic 
cantităţii de căldură dQ ce trece într-o unitate de timp dτ pintr-o unitate de suprafaţă dS a 
suprafeţei izotermice [26,33]: 

  q = λdQ/(dSdτ) (1.2) 
Conform propunerii lui Furie, torentul de căldură prin elementul suprafeţei izotermice 

este proporţional valorii gradientului de temperatură în punctul dat: 
q = -λ grad T     (1.3) 
unde λ – coeficientul conductibilităţii termice 
Expresia (1.3) este de bază pentru extragerea ecuaţiilor deferenţiale a cîmpului de 

temperatură – legea conductibilităţii termice a lui Furie. 
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Conductibilitatea termică λ caracterizează intensitatea transferului de căldură în corp. 
În cazul corpului izotrop omogen, valoarea coeficientului conductibilităţii termice λ se 
determină prin cantitatea de căldură ce trece într-o unitate de timp la scăderea temperaturii 
cu 1 grad la o unitate de lungime a normalei. În aşa mod, coeficientul conductibilităţii 
termice are mărimea W/(m2K). Valoarea coeficientului conductibilităţii termice depinde de 
temperatură, iar în corpurile anizotrope – de direcţia torentului de căldură, densitate, 
umiditate şi alte proprietăţi ale materialului (mediului). 

 
Teoria analitică a conductibilităţii termice este bazată pe ecuaţiile diferenţiale a 

conductibilităţii termice Furie, sensul fizic constînd în faptul că ecuaţia uneşte distribuirea 
spaţială a temperaturii şi schimbarea ei în timp. Extragerea ecuaţiilor diferenţiale a 
conductibilităţii termice se efectuează din bilanţul de căldură pentru o unitate de volum a 
corpului cu evidenţa tuturor componentelor şi a legii gradientului transfer de căldură 
Furie. 

În sistemul de coordonate dreptunghiulare ecuaţiile diferenţiale a conductibilităţii 
termice au forma [26,33]: 
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unde:  x, y, z – coordonate spaţiale 
qv – puterea surselor de volum interioare (stocuri de căldură) în corp, de 

exemplu, la transformările fizice sau chimice, la volumul de căldură eliminat (în particular 
– SHF încălzire), W, în lipsa lor qv=0; c – capacitatea termică, J/(kgK); ρ – densitatea 
kg/m3 

În ecuaţia  (1.4) mărimile c, λ, ρ, qv, sunt în funcţie de coordonatele x, y, z şi 
temperatura T, adică ecuaţia (1.4) este neliniară. 

Dacă presupunem stabilitatea  c, λ, ρ, qv , atunci ecuaţia (1.4) se reduce şi va primi 
forma ecuaţiei diferenţiale, în particular, derivata a doua de tip parabolic: 
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sau 

ρτ c
q

TaT v+∇=
∂
∂ 2                                                            (1.6) 

      

unde: 
T2∇ - operatorul lui  Laplacce 

a = λ/(cρ) – conductibilitatea de temperatură, m2/s. 
Ecuaţia (1.6) poate fi expusă în sistemul de coordonate sferic, cilindric, etc. 
Mai există şi alte metode de extragere, ce duc la exprimarea mult mai complicată a 

ecuaţiilor conductibilităţii termice cu includerea derivatei a doua şi a treia; cu calculul 
vitezei finale de răspîndire a căldurii în substanţă, ce conduce la ecuaţia diferenţială 
hiperbolică. 
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 Utilizarea lor raţională apare în timpul torentului intensiv de căldură în aşa numitele 
procese şi sisteme neliniare, etc. [42,60]. 

În practică, pentru soluţionarea problemei conductibilităţii termice, se selectează după 
posibilităţi corpuri modele şi forme geometrice mai mult răspîndite – aşa numitele forme 
canonice  [62]:   

- placă monodimensională infinită, adică placa mărginită geometric după o 
coordonată – grosimea şi, corespunzător, schimbarea temperaturii după o axă de 
coordonate, de obicei axa - x ; 

- cilindru infinit monodimensional; 
- sferă monodimensională; 
- plăci, cilindri, sfere bi-, pluristraturi; 
- plăci, cilindri, sfere bidimensionale, mono-, bi-, pluristratice; 
- plăci, cilindri, sfere tridimensionale. 
În corespundere cu geometria corpului model şi condiţiile transferului de căldură, 

ecuaţia (1.6) poate fi redusă. De exemplu: pentru placa monostrat infinită în lipsa surselor 
interne de căldură ea va avea forma: 

( ) ( )
2

2 ,,
x
xTaxT

∂
∂

=
∂

∂ τ
τ
τ                                                               (1.7) 

 
Difuzia moleculară (liberă) se descrie prin ecuaţia lui Fic: 
                     i = - D grad C                                                  (1.8) 
unde: 
D – coef. de difuzie, m2/s. 
c – concentraţia substanţei difuzibile,  kg/m3 
i – densitatea torentului de masă, kg/(m3s) 
Se observă că gradientul ecuaţiei lui Fic (1.8) şi ecuaţiei  Furie (1.7) după formă sunt 

analogice. Corespunzător, ecuaţiile diferenţiale a difuziei au forma: 
( )

vmCDzyxC
+∇=

∂
∂ 2,,,

τ
τ                                                         (1.9) 

Ecuaţia diferenţială a difuziei (1.9) este analogică ecuaţiei diferenţiale a 
conductibilităţii termice (1.6). 

 
       1.2 Formularea problemelor laterale a conductibilităţii termice 
 
Ecuaţiile diferenţiale a conductibilităţii termice la general au o mulţime de soluţii. 

Pentru a primi, însă, o soluţie unică, ce caracterizează procesul concret, este necesar de  
prezentat o descriere închisă a procesului concret. Pentru aceasta ecuaţiei diferenţiale în 
formă generală i se adaugă: ecuaţia de stare, ecuaţia continuităţii, condiţiile la începutul 
momentului de timp, condiţiile la hotarele corpului, datele despre geometrie, în patricular, 
condiţiile de simetrie, însuşirile termofizice ale materialului, etc. 

Totalitatea condiţiilor iniţiale şi de frontieră se numesc condiţii de frontieră. 
Condiţiile iniţiale (CI) constau în reprezentarea cîmpului de temperatură a corpului în 
momentul de timp primit ca iniţial. Condiţiile de frontieră (CF) au  un caracter  de 
interacţiune termică între mediul înconjurător şi suprafaţa corpului [64,66,67,70]. 
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Cele mai simple condiţii iniţiale sunt cele uniforme sau aşa numitele condiţii iniţiale 
fără gradient: 

                 T(x, y, z, 0) = T0 =const.                             (1.10) 
Se admit condiţii iniţiale arbitrare şi funcţionale reprezentate de o funcţie arbitrară 

sau concretă, 
                  T(x, y, z, 0) =f(x, y, z)                               (1.11) 
sau date ce reprezintă complexul de valori ale temperaturii în diferite puncte ale 

corpului (în formă de valori numerice a cîmpului de temperatură). 
                T(x, y, z, 0) = Ti(xi, yi, zi)                             (1.12) 
Condiţiile de frontieră deasemenea se pot prezenta prin cîteva metode. Cele mai 

simple şi răspîndite în practică sunt condiţiile de frontieră de ordinul 1, 2, 3 şi 4. 
Condiţiile de frontieră de ordinul 1(CF-1). 
Se dă distribuirea de temperatură la suprafaţa corpului în forma funcţiei de 

coordonate şi/sau timp (fig. 1.2) 
                 T(x, y, z, τ)|x, y, z = s = f(x, y, z, τ)                  (1.13) 
De exemplu: pentru placa monodimensională infinită de grosimea l. 
                  T(0,τ) = f1(0, τ)                                            (1.14) 
                  T(l,τ) = f2(l, τ)                                              (1.15) 
 

 
 
Fig.  Condiţiile de frontieră de ordinul 1 
1, 2, 3 – cîmpurile de temperatură în diferite momente de timp (pentru răcirea 

corpului); Г – hotarul corpului 
La problema cu (CF -1) se referă răcirea/încălzirea corpului la distribuirea artificială 

a temperaturii pe suprafaţă în timpul transferului intensiv de căldură la suprafaţă, cînd 
temperatura suprafeţei o putem considera echivalentă temperaturii mediului şi în şirul altor 
cazuri. 

Analogic se dau CF-1 pentru difuzie. 
              C(x, y, z, τ)|x, y, z = s = f(x, y, z, τ)                  (1.16) 
Condiţiile de frontieră de ordinul 2(CF-2). 
În acest caz, se prezintă distribuirea densităţii torentului de căldură la suprafaţa 

corpului ca funcţie de coordonate şi/sau timp 

              ( )
S

S
raf zyxf

n
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∂
∂

−= λ                             (1.17) 

CF-2 se realizează deseori, de exemplu, la încălzirea suprafeţelor, corpurilor cu surse 
de temperatură înaltă cînd transferul de căldură se determină cu radiaţia, etc. 

Analogic se dau CF-2 pentru difuzie. 
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Condiţiile de frontieră de ordinul 3(CF-3). 
Aici, la suprafaţa corpului se atribuie condiţii de cedare de căldură cu folosirea 

temperaturii mediului ambiant şi a coeficienţilor de cedare de căldură λ ; W/(m2K) ce 
caracterizează intensitatea interacţiunii termice a mediului înconjurător şi suprafaţa 
corpului. Corespunzător, suprafaţa corpului primeşte torentul de căldură conform 
ecuaţiilor lui Newton. Atunci CF-3 vor avea forma: 

                  ( ) ),,( mS
S

TzyxT
n
T

−=






∂
∂

− αλ                           (1.19) 

unde: 
Tm- temperatura în nucleul torentului din mediul ambiant 
CF-3 (fig 1.3) se realizează deseori în practică în cazul schimbului convectiv de 

căldură, deseori se folosesc ca universale fiindcă cu ele se pot iniţia şi alte CF. 
Pentru difuzie la suprafaţa corpului se atribuie condiţii analogice de cedare de masă 

cu folosirea concentraţiei substanţei difuzate în mediul exterior Cm şi β- coeficientul 
cedării de masă m/s 

  ( ) ),,( mS
S

CzyxC
n
CD −=






∂
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− β                                    (1.20) 

Aici Tm şi Cm pot fi constante sau modificate în timp. 
 

 
 
Fig. Condiţiile de frontieră de ordinul 3 
1, 2, 3 – cîmpurile de temperatură în diferite momente de timp (pentru răcirea 

corpului); H – hotarul corpului; Tm – temperatura mediului; λ- coeficientul 
conductibilităţii termice mediului 

 
Condiţiile de frontieră de ordinul 4(CF-4). 
CF-4 mai des corespund transferului de căldură dintre suprafaţa corpului cercetat cu 

suprafaţa altui corp. De aceea CF-4 se mai numesc condiţii de unire (ciocnire) sau condiţii 
de cuplare. În acest caz, schimbul de căldură la suprafaţă, se determină după legea Furie, 
la contactul ideal dintre două corpuri (corpul şi mediul), temperatura suprafeţelor se 
consideră constantă. 

CF-4 au forma: 
( ) ( ) 2,,,1,,,

,,2,,1 szyxTszyxT
zyxzyx
=== ττ                                         (1.21) 

21

2
2

1
1

SS n
T

n
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∂
∂

λλ                                                                    (1.22) 
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Aici indicele 1 se referă la suprafaţa primului corp  S1, indicele 2 - se referă la 
suprafaţa corpului 2, iar ecuaţia (1.22) – legea păstrării energiei la suprafaţa corpurilor în 
contact, cu condiţia unui contact termic ideal. 

Se întîlnesc, de asemenea, alte condiţii de frontieră mult mai complicate, de exemplu: 
- oscilatorii, la schimbări periodice ale temperaturii sau concentraţiei, 

inclusiv corpurile ce se află în mişcare liniară, de rotaţie sau surse; oscilaţii 
zilnice sau sezoniere, etc. 

- probleme cu hotarul mobil, de exemplu: în procesul de topire, întărire, aşa 
numitele probleme ale lui Stefan sau ale lui Verighina; 

- condiţii de frontieră combinate, pentru diferite părţi ale corpului sau 
schimbătoare în timp etc. 

 
1.2.2 Formularea comună a transferului 

 
În procese şi aparate pentru analiza şi descrierea fenomenelor neinterconectate 

deseori se utilizează reprezentările fizice, corespunzătoare înregistrărilor modelelor 
matematice comune de următorul tip: 

a) de natură gradientică (de exemplu: fenomenul frecărei viscoase la scurgerea 
lichidului şi modelului incluzînd gradientul vector viteză gradW sau componentele lui 
gradW; gradientul conductibilităţii termice moleculare gradT; difuzie moleculară gradC 
sau potenţialul chimic grad μ; în lucrările teoretice se cercetează gradienţii, vectorii şi 
tenzorii ca mărimi scalare); 

b) de natură exponenţială (de exemplu: în cinetica chimică în dependenţă de viteză 
a reacţiilor chimice, de concentraţia  cu exponentul Arseunic independent de temperatură); 

c) prezentarea integralo-relaxantă - ia în consideraţie dependenţa transferului 
caracteristic de la viteza de mişcare nemijlocită de timp; sfîrşitul vitezei de transfer. 

Pe această bază se construiesc ecuaţiile liniare şi neliniare, diferenţiale sau integral 
diferenţiale a cîmpurilor ce corespund caracteristicilor procesului şi/sau, de obicei, mult 
mai simple după formă decît ecuaţiile procesului cinetic. 

În procese şi aparate acestea sunt mai întîi de toate ecuaţiile caracteristicilor fizice 
calculate a mediului continuu, temperaturii, concentraţiei, vitezei, presiunii, tensiunii, etc. 

Dacă însuşirile mobile ale mediului (coeficientul conductibilităţii termice a mediului 
– λ, coeficientul difuziei D, viscozitatea μ) sunt schimbătoare, atunci în ecuaţiile 
diferenţiale cîmpurile corespunzătoare „transfer de potenţial”  P(x, y, z, τ) gradienţii 

WCT ∇∇∇ ,, - vor corespunde membrilor divergenţi div(λgradT), div(DgradC), 
div(μgradW). 

La transfer constant, coeficienţii se scot cu semnul derivatei şi în ecuaţia cîmpului în 
locul divergenţelor vor fi membri cu operatori Laplace WCT 222 ,, ∇∇∇ . 

Din partea dreaptă a ecuaţiei pot face parte atît sursele cît şi membrii adăugători. 
Bilanţul comun de creştere a cantităţii de căldură şi masă în medii imobile se exprimă 

ca o derivată particulară în timp. 
În rezultatul modelelor, cîmpurile de aşa ordin matematic par analogice necătînd la 

forma lor fizică diferită. 
Trecerea unică la analiza doar a acestei grupe de procese prin metode de analiză 

matematică a devenit ca bază în teoria matematică de transfer. 
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În unele cazuri conform teoriei transferului, de exemplu D.C. Slettery, se utilizează 
un aparat termomecanic neliniar şi de analiză senzorială. 

Radiaţia şi transformările chimice, de asemenea şi transformările mecanice, nu se 
includ în schema comună şi în multiplele cursuri „Fenomenul transferului” nu se 
cercetează. Cîmpurile fizice cercetate a caracteristicilor mediului continuu sunt legate cu 
cîmpurile fizice de bază ca o formă specială de existenţă a materiei, determinată în ultimul 
caz, împreună cu caracteristicile particulelor, toate interacţiunile şi proprietăţile materiei 
nefiind în realitate mediu continuu: cîmpul electromagnetic (inclusiv toate radiaţiile), 
cîmpurile gravitaţionale (ce determină convecţia „liberă”), cîmpurile oscilatorii a 
particulelor în fizica şi chimia cuantică. 

Cu toate acestea, cinetica chimică reprezintă o ştiinţă puternică sinestătătoare care 
foloseşte metodele proprii.  

La calculele inginereşti pe larg se utilizează legile gradiente de transfer integral 
„legile cineticii unice” (LCU) în formă de ecuaţii diferenţiale obişnuite pentru vitezele 
hidraulice, termice şi difuzice. Caracteristic este faptul că aceste LCU se utilizează în cele 
mai răspîndite РУ-3 pentru închiderea ecuaţiilor cîmpului. 

În stil asemănător se cercetează radiaţiile şi procesele mecanice. 
Pentru procesele tehnologice complexe, care includ fenomenele interdependente de 

transfer a impulsului corpului şi substanţei, modelele iniţiale se pot combina în ecuaţii 
liniare sau neliniare, precum şi în sisteme de ecuaţii (teoria transferului de căldură, 
termomecanică şo proceselor ireversibile liniare, neliniare). 

O răspîndire mai largă pentru procese şi aparate la descrierea acestor procese o are 
sistemul de ecuaţii a lui A.V. Lîcov, ce ia în consideraţie „efectele de intersecţie” şi 
procesele termodinamice ireversibile utilizate la transferul de energie şi substanţă în 
amestecuri gazoase, soluţii, sisteme dispersate şi corpuri poroase. 

În particular, pentru transferul de masă şi căldură, la uscarea corpurilor capilaro- 
poroase şi coloidale se obţine un sistem model de ecuaţii liniare, fiecare incluzînd cîte trei 
operatori a lui Laplace. 

                      
pKKTKp
pKKTK

pKKTKT

2
33

2
32

2
31

2
23

2
22

2
21

2
13

2
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2
11

/
/
/

∇+Θ∇+∇=∂∂

∇+Θ∇+∇=∂Θ∂

∇+Θ∇+∇=∂∂

τ

τ

τ

                 (1.23) 

În acest sistem comun se includ 9 coeficienţi termodinamici incluzînd 6 caracteristici 
de transfer de „volum” şi 6 „cinetici” (coeficienţi de transfer de căldură, de masă şi 
presiune λ, D, ap; coeficienţi a gradienţilor de căldură şi presiune δ, δp; „criteriile”  de 
tansformare fazică ε). 

Avînd în vedere că caracteristicile în timpul proceselor permanente se schimbă, 
urmează a fi calculate valorile medii a acestor coeficienţi în zonele de limită, de asemenea 
e necesar de determinat hotarele zonelor.   

La necesitate, se iau în consideraţie sursele şi stocurile. 
În soluţiile analitice, condiţiile iniţiale după zone trebuie să se determine funcţional 

ca limită de distribuire a zonelor precedente. 
În condiţiile de frontieră, suplimentare sunt dependenţa pentru schimbul de masă şi 

căldură exterior. 
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1.3 Formularea problemelor de transfer apropiat 
 

Multe probleme practice, la formularea lor după necesitate, le simplificăm, lăsînd în 
descriere numai esenţialul, adică aşa numiţii termeni „limitatori”. 

Simplificarea maximă este posibilă pentru procesele staţionare monodimensionale şi 
alte condiţii, atunci cînd ecuaţiile diferenţiale în derivate particulare se pot induce la 
ecuaţii diferenţiale obişnuite. 

Astfel, acest exemplu se consideră clasic, de studiere cu extragerea ecuaţiilor 
complicate a mişcării soluţiei viscoase necomprimate Havie-Stoxa către ecuaţii 
diferenţiale simple pentru cel mai răspîndit caz de curgere a lichidului în ţevi care 
uşor se integrează de două ori cu obţinerea în final a renumitului etalon de ecuaţii  
Gaghena – Puazeilea. 

În prezent primirea ecuaţiilor diferenţiale obişnuite deseori este privită ca 
soluţionarea problemelor, după care în majoritatea cazurilor, în continuare probleme de 
calcul nu vor apărea. 

Soluţiile obţinute sub forma ecuaţiilor nelimitate în condiţii determinate „se 
egalează” şi în rezolvare se poate calcula cu precizie exactă numai primul termen din şir. 

Deseori ele pot fi utilizate la aprecierea rezultatelor de prelucrare finală a 
materialelor. 

O simplificare bruscă a problemei se obţine la substituirea apropiată reală a 
geometriei corpului cu cea model, în special, a formelor canonice. 

Pentru problemele transferului de masă şi căldură importante sunt cazurile de 
simplificare cînd este posibilă aşa-numita formularea problemei fără gradienţi. 

Atunci problema încălzirii (răcirii) se reduce la ecuaţii diferenţiale obişnuite. 
Se consideră aproximativ că T(x,τ) ≈Tmed(τ) ≈T(R,τ); atunci în partea stîngă a ecuaţiei 

se va schimba cantitatea de căldură în corp, 
                        τdcdTMQ T /=                                            (1.24) 
iar partea dreaptă luînd în consideraţie transferul exterior în dependenţă de condiţiile 

de frontieră, de exemplu la aportul de căldură combinat ∑
=

=
n

i
iQQ

1
 unde: 

 ( )[ ]τα ,1 RTTFFqQQ cconvconv −===                            (1.25) 
( )[ ]{ }44

02 ,τϕε RTTFcFqQQ izlprizlizl −===                    (1.26) 
Pentru problema „difuziei” pure toate formulările fără gradienţi vor fi analogice cu 

evidenţa.  
 
 

1.4 Transfer de masă şi căldură în interconexiune 
 

În multe probleme, interconexiunea transferului de masă şi căldură este 
comensurabilă. Atunci apare posibilitatea soluţionării problemei transferului în 
interconexiune, utilizînd dependenţa adăugătoare de temperatură-concentrare T(C) care se 
oferă suplimentar, schimbînd coeficienţii transformărilor exterioare. 
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În problema uscării, în cazul în care dependenţa T(i) se prezintă ca mărime aparte, 
atunci termenii sursă pot fi consideraţi în condiţii de frontieră sau coeficienţi de transfer 
echivalenţi. 

În acest caz, interconexiunea prezentată mai sus a sistemului de ecuaţii a lui 
A.V.Lîcov se transformă în sistemul biclasic de ecuaţii de transfer de căldură şi difuzie cu 
un singur operator Laplace 

iii PAP 2/ ∇=∂∂ τ                                            (1.27) 
În acest caz: 

- conductibilitate termică P≡T; A≡λ/cρ; a≡cρ; k≡ λ 
- difuzie P≡C(sau u); A≡D; a≡1; k≡D 

La realizarea modelului obţinut se pot utiliza soluţii analitice sau metode numerice 
care nu sunt principiale. 

Soluţia ecuaţiilor liniare obţinute, se găseşte pentru cazuri concrete, de exemplu: 
pentru corpurile pluristratulare de formă canonică. Deseori sunt suficiente 4 straturi 
(soluţia pentru placă, cilindru şi sferă sunt aduse ca exemplu în continuare). După 
necesitate, numărul de straturi poate fi arbitrar. 

Este posibilă, de asemenea, primirea soluţiilor analitice pentru corpurile cu mărimi şi 
componenţă limitate, de exemplu: pentru cilindru limitat şi CF-3 neomogene şi condiţii 
iniţiale funcţionale date după zone. 

Pentru corpuri mai compuse cu condiţii de frontieră mult mai complicate se pot, de 
asemenea, de utilizat metode numerice. 

Este posibilă, de asemenea, şi „dezlegarea difuzică” propusă de S.P.Rudobaştoi 
[69], înlocuirea problemei în interconexiune cu problema transferului de masă (difuzie). 

Aşa substituire este raţională pentru materialele cu rezistenţă de difuzie înaltă, pentru 
produsele neporoase în cazul uscării profunde. 

Pentru materialele cu rezistenţe termice şi difuzie comparabile, în cazul în care ele 
sunt termice fine, este raţional de utilizat dependenţa dintre temperatura medie de masă şi 
conţinutul de umiditate a materialului. 

În cazurile simple, dependenţa de temperatură şi umiditate este identică pentru 
toate punctele corpului în secţiune şi poate fi descrisă după zone de raporturi liniare de 
forma: 

                         T(x,τ) = Tb + bTu(x,τ)                                    (1.28) 
unde:  
Tb – valoarea temperaturii 

−=
du
dTbT coeficientul de temperatură la uscare 

Această dependenţă de temperatură – umiditate poate fi privită ca o caracteristică 
integrală de combinare a proprietăţii materialului, în cazul transferului de masă şi căldură. 
Cu toate acestea, în locul sistemelor de ecuaţii a transferului de masă şi căldură ce se află 
în interconexiune – obţinem ecuaţii mult mai simple, analogice după  formă cu ecuaţiile 
obişnuite a transferului de căldură „pur” necomplicat de umiditate înlăturată. 

Pentru materialele fine nu este necesar de a ţine cont de variaţia temperaturii în 
secţiunea corpului şi de considerat temperatura suprafeţei corpului Tp =T(R, τ)  
aproximativ egală cu temperatura masică medie )(τTT = . 
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Atunci problema transferului în interconexiune se pune în forma ecuaţiei bilanţului 
termic: 

                                    )()()( τ
τ
τ

τ
τ Q

d
TdcM

d
udrM TT =+−                     (1.29) 

La aportul de căldură combinat ∑
=

=
n

i
iQQ

1
unde, de exemplu: 

                ( )[ ]τα ,1 RTTFFqQQ cconvconv −===                                      (1.30) 
               ( )[ ]{ }44

02 ,τϕε RTTFcFqQQ izlprizlizl −===                               (1.31) 
Substituirea în ecuaţiile (1.30), (1.31) Tp cu T  brusc reduce soluţionarea cecetărilor 

experimentale, fiindcă nu mai este necesar măsurarea temperaturilor cîmpurilor, se reduce 
de asemenea integrarea ecuaţiilor bilanţului termic. 

Eroarea în calculul torentului de căldură în acest caz nu depăşeşte valoarea admisibilă 
(≈10%) cu condiţia că Biechiv <0,3; 0,4; şi 0,5, respectiv, pentru placă, cilindru şi sferă. 

Aici  Biechiv = dechivR/λ, iar 

                 
1−

−
=

r
cb
r

cb

T

T

echiv

ε
αα                                                                 (1.32) 

unde : 
ε – criteriul de transformare fazică 
În multe cazuri, pentru soluţionarea ecuaţiilor bilanţului termic, reuşim să utilizăm 

aproximarea curbelor de viteză la uscare )(uN . Însă în cazurile practice deseori ele 
conduc la ciocniri dintre faze şi perioade „nefizice”. 

În rezultat, este posibil de a pune problema ce permite soluţionarea analitică pentru 
transferul în interconexiune, care permite de a calcula pentru tot procesul ambele curbe 
cinetice: concentraţie medie C(τ), conţinutul de umiditate )(τu  în timpul uscării şi 
temperatura )(τT . 

 
 
2. Metode de soluţionare a problemelor de transfer de masă şi căldură 

 
Există diferite clasificări a metodelor de soluţionare a transferului de masă şi căldură, 

conductibilitate termică şi difuzie, la fel şi a ecuaţiilor diferenţiale şi derivate particulare 
uneori reduse pînă la ecuaţii diferenţiale obişnuite. 

Toate acestea, în general, se completează una pe alta luînd în consideraţie unele sau 
alte particularităţi ale metodelor de obţinere a soluţiilor şi realizarea lor în urma 
calculelor inginereşti  [29,35,36,52]. 

Toate căile de soluţionare pot fi divizate în metode analitice şi metode numerice. 
Metodele analitice de soluţionare pot fi divizate în exacte şi aproximative. 
Soluţiile numerice sunt totdeauna aproximative. 
Metodele analitice şi numerice au atît avantaje cît şi dezavantaje. De regulă, avantajul 

unei metode este dezavantajul celei de-a doua. De exemplu: metodele numerice ne permit 
să soluţionăm problemele complicate de frontieră, rezolvarea cărora pe cale analitică este 
însoţită de mari probleme sau chiar este imposibilă. 
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Metodele analitice permit soluţionarea sub formă de funcţie şi analiza influenţei 
parametrilor iniţiali asupra rezultatului soluţionării, ceea ce este dificil de efectuat cu 
ajutorul metodelor numerice. 

Metodele analitice exacte prevăd obţinerea soluţiilor sub formă de funcţii algebrice 
elimentare sau speciale, de obicei care fac parte din şiruri. 

Deseori soluţiile analitice se pot considera imaginarea problemei sub formă de 
integrare determinată  „pătratică” uneori chiar şi sub formă de ecuaţie difernţială obişnuită 
fără diferenţieri complicate. 

Metodele analitice aproximative prevăd obţinerea soluţiilor aproximative în 
rezultatul transformărilor, divizarea sau simplificarea soluţiei iniţiale (de exemplu: 
metodele asimptotice, metodele de interval). 

Este important de menţionat  posibilitatea apropierii soluţiei problemei neliniare şi a 
problemelor transferului în interconexiune. Soluţionarea unor astfel de probleme practice 
în formă analitică exactă rareori pot fi obţinute. 

Realizarea tururor formelor de soluţii întotdeauna este exactă sau aproximativă. 
Pentru aceasta se utilizează calculele de mînă, dar deseori se utilizează calculelele la 
calculator. 

Programele la calculator instalate special pentru obţinerea soluţiilor sau utilizate ca 
programe pachet, programate de către formele în cauză. 

Pentru aprecierea calculelor inginereşti în multe cazuri se utilizează tabele, 
monograme, grafice. 

Pentru soluţionarea problemelor liniare de conductibilitate termică (difuzie) în 
corpurile  stratificate se utilizează metode clasice de bază: 

- metoda de divizare a variabilelor (metoda Furie); 
- metoda surselor (sau metoda funcţiei Grin); 
- metoda transformării lui Laplace şi alte metode de transformări integrale. 
Fiecare din ele au avantaje şi dezavantaje. Pentru aplicarea practică, de obicei, 

determinantă este simplitatea lor de însuşire şi utilizare, precum şi masivitatea soluţiilor 
primite.  
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3. Studiul experimental al procesului de uscare a produselor 
alimentare de formă cilindrică 

 
Structura complexă a ardeiului iute şi forma geometrică nestandard fac dificilă 

descrierea matematică a procedeului combinat pentru astfel de obiecte. În lucrare, cu 
unele admiteri, s-a încercat de a elabora un model matematic a procesului de uscare 
pentru sistemele eterogene complexe, cum este ardeiul iute [1]. 

 
3.1  Descrierea modelului matematic al procedeului de uscare a ardeiului iute 

Reieşind din forma celulei de lucru, care se aseamănă cu doi cilindri coaxiali, 
între pereţii cărora se află ardeiul iute supus uscării şi în urma analizei bibliografice, 
s-a constatat că transferul de căldură şi masă pentru procedeul de uscare combinat 
(prin convecţie şi în câmp UHF) a produselor alimentare în celule cu astfel de formă 
geometrică este studiat insuficient. Au fost efectuate cercetări separate pentru 
procedeul de uscare prin convecţie [62,63,66] şi pentru procesul de uscare în câmp 
electromagnetic U.H.F. [62].  

În lucrare s-a încercat de a crea un model matematic pentru cazul aplicării 
combinate a energiei termice la uscarea ardeiului iute între pereţii cilindrilor coaxiali. 

Transferul de căldură în produsul dintre pereţii cilindrilor se efectuează datorită 
forţei motore termice, transferului substanţei şi, de asemenea, acţiunii sursei interne 
de căldură. Transferul substanţei se datorează forţelor motore termice şi de masă. 
Reieşind din acestea, pentru cilindrii coaxiali nemărginiţi vor avea următoarele 
ecuaţii: 
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                                             (3.2) 

unde:  
aq, am sunt, respectiv, coeficienţii de difuzie de temperatură şi de potenţial, m2/s; 
ε    - criteriul transformării de fază; 
r’   - căldura latentă de vaporizare, kJ/kg; 
c’T, cq - capacitatea specifică masică, în kg/(K.oM) şi termică specifică, J/(kg.K); 
Q  - sursa internă de căldură, Wt/m3; 
ρ - densitatea părţii uscate a corpului umed, kg/m3; 
δ   - coeficientul Sore pentru corpul umed, K-1; 
θ  - potenţialul transferului de umiditate, oM. 
La încălzirea corpurilor capilaro-poroase, când schimbul de căldură a suprafeţei 

corpului cu mediul înconjurător se efectuează prin convecţie, condiţiile de frontieră 
ale transferului de căldură şi de masă vor fi: 
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( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) 0,1,
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unde: λq, λm sunt, respectiv, conductivitatea termică, în W/(m.K) şi conductivitatea 
masică, kg/(m.oM); 

α, β  - corespunzător, coeficienţii transferului de căldură, W/(m2.K) şi de masă, 
kg/(m2soM). 

Ele reprezintă ecuaţiile bilanţului termic si al bilanţului de masă aplicat 
suprafeţelor corpului.  

Condiţiile iniţiale sunt determinate folosind legea distribuirii temperaturii şi 
potenţialului transferului de masă în momentul iniţial. 

( ) 00, TtT =  (3.7) 
( ) 00, θθ =t  (3.8)  

Pentru soluţionarea acestei probleme folosim transformarea lui Laplace. Cu 
acest scop introducem următoarele notaţii distinctive [63]: 

( )[ ] ( ) ( )srtdtertrtL L
s ,,,

0

== −
∞

∫ τττ , (3.9) 

( )[ ] ( ) ( )srtdtertrtL L
s ,,,

0

== −
∞

∫ τττ . (3.10) 

Folosind transferurile (9) pentru ecuaţia (1) şi efectuând operaţia de împărţire la 
aq obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( )

.0

,,,1,

0
0 =++

′
−

−
′

+−′+′′

γ
θ

ερ

ερ

qqqqq

T

L
qq

T
L

q
LL

asc
Q

a
t

ac
c

srsu
ac
csrt

a
ssrt

r
srt

 (3.11) 

Folosind transferurile (3.10) pentru ecuaţia (3.2) şi efectuând operaţia de 
împărţire la aq obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .0,

,,,1,

0 =+′+

+′′+−′+′′

m
L

LL
m

LL

a
srt

r

srtsru
a
ssru

r
sru

θδ

δ
 (3.12) 

Din ecuaţia (11) îl determinăm pe ( )sruL ,′ : 

( ) [ ( ) ( ) ( )

.

,,1,,

0

scr
ac

asc
Q

a
t

ac
cr

srt
a
ssrt

r
srtsru

T

qq

qqqqq

T

L
q

LLL

′′




−−

′′
+

++′−′′−=

ερ
θε

 (3.13) 
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Determinăm prima şi a doua derivate ( )sruL ,′  si ( )sruL ,′ : 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
sc

ac
srt

a
s

srt
r

srt
r

srtsru

T

qq
L

q

LLLL

′




′+

+′+′′−′′′



=′

ερ
,

,1,1,, 2

 (3.14) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .,,2

,1,1,,

3

2

sc
ac

srt
a
ssrt

r

srt
r

srt
r

srtsru

T

qq
L

q
L

LL
IV
LL

′




′′+′−


 −′′+′′′−−=′

ερ

 (3.15) 

Substituind în (3.12) valorile din (3.13), (3.14) şi (3.15) şi efectuând unele 
transformări simple, obţinem forma finală a ecuaţiei: 

( ) ( ) ( )

( )

( ) .0,

,1

,1,2,

2

2

2

=









−−+

+′








 ′′
+++−

−′′








 ′′
+++−′′′+

ρ

ε

εδ

q

o
L

qm

L
qq

T

mq

L
qq

T

mq
L

IY
L

sc
Q

s
tsrt

aa
rs

srt
ac

scr
a
s

a
s

r

srt
ac

rrc
a
rs

a
rs

r
srtsrrt

 (3.16) 

Astfel, obţinem o ecuaţie diferenţială de gradul patru, care are coeficienţi 
variabili. Pentru rezolvarea ei, o vom transcrie în modul următor: 

( ) 01

01111

3223

32

=−′+−+′′+′′′−

=−′





 +−+′′+′′′−−

txtxtxtxtx

tt
x

t
x

t
x

t

IY

IY

 (3.17) 

Ecuaţiile de tipul (17) pot fi rezolvate cu ajutorul seriei de puteri: 

++++= 3
3

2
210 xaxaxaat  (3.18) 

Derivăm şirul (4.18) pe părţi: 













+++=′

++++=′

+++++=′′

++++++=′









5
6

4
5

3
4

3
6

2
543

4
6

3
5

2
432

5
6

4
5

3
4

2
321

36012024
12060246

30201262
65432

xaxaxat
xaxaxaat

xaxaxaxaat
xaxaxaxaxaat

 (3.19) 

Înlocuim în expresia (3.17) valorile derivatelor din (3.19) şi o egalăm cu zero: 
( ) ( )

( ) ( )
( ) 022

222222
2222

5
11

4
111

3
111

2
11111

=++−+

+++−+++−+

++−++−+

xaa
xaaaxaaa

xaaxaaa
   (3.20) 
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Egalăm cu zero toate rădăcinile lui x, şi observăm că toţi coeficienţii cu indicii 
impari sunt egali cu zero (fiindcă a1=0), iar coeficienţii cu indicii pari pot fi reprezentaţi 
în modul următor: 















⋅
=

⋅
=

=

25
0

6

3
0

4

02

52

52

2
1

a
a

a
a

aa

. (3.21) 

Înlocuim aceşti coeficienţi în (4.18)  









+

⋅
+

⋅
+= 25

4

3

2

0 52522
1 xxat . (3.22) 

Dacă se presupune că a0=1, atunci integrala parţială a ecuaţiei (3.17) va prezenta 
funcţia Bessel de genul întâi şi gradul zero: 

57

6

25

4

3

2

0 5252522
1

⋅
+

⋅
+

⋅
+=

xxxI . (3.23) 

Pentru determinarea soluţiei a doua particulară a ecuaţiei (3.17) poate fi utilizată 
formula [62]: 

∫ ∫= − dxettt
dx

x
1

2
112 , (3.24) 

unde: ( ) ( )xIxt 01 =  este soluţia întâi particulară; 
  t2(x) - soluţia a doua particulară. 
De obicei t2(x) se înlocuieşte cu Y0(x), care se determină din următoarea relaţie 

[62]: 

( ) ( ) ( )( )2ln22
020 −+= cxIxtxY

ππ
. (3.25) 

unde: c = 0.5772 este constanta Euler; 
Y0(x) - funcţia Bessel de genul doi şi gradul zero, sau funcţia Veber. 
Integrala generală a ecuaţiei (17) va fi: 

( ) ( ) ( ) ( )204203102101)( xYCxICxYCxICxt +++= . (3.26) 

Ecuaţia (3.16) se aduce la ecuaţia (3.17) dacă se presupune că c= 
2,1

2,1

k
x

r = , atunci 

integrala generală a ecuaţiei (3.16) va fi: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ).,,

,,,

204203

1021012
0

rkYCrkIC

rkYCrkIC
sc

Q
s
t

srt
q

L

++

+++−=
ρ  (3.27) 

unde: C1, C2, C3, C4 sunt constante. 
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Rezolvarea pentru UL(r1S) o determinăm prin substituirea  ( )srtL 1′′  ( )srtL 1′  ( )srtL 1  
în ecuaţia (13). 

Preventiv, înainte de a înlocui valorile, determinăm prima şi a doua derivată a 
funcţiei ( ) ( )rkYşirkI ,, 00 . 

Funcţia I0(k,r) este pară şi anume: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) .,,

52
,

52
,,

52
,

52
,

2
1,

10

123

3

30

25

4

3

2

0

′=′′

=







⋅⋅⋅+

⋅
+

⋅
=′

⋅⋅⋅+
⋅

+
⋅

+=

rkkIrkI

krkIrkrkkrkI

rkrkrkI

                 (3.28) 

Reieşind din formulele prezentate în [62]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,1,,

,1,,

101

101

rkI
r

rkkIrkI

rkI
kr

rkIrkI

−=′

−=′
 (3.29) 

Pentru funcţia lui Veber 

Y0(k,r) = kY1(k,r), (3.30) 
reieşind din  [62]  : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,1,,

,1,,

101

101

rkY
r

rkkYrkY

rkY
kr

rkYrkY

−=′′

−=′
 (3.31) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) .,,

.,

21242123

11211111

rkYkCrkYkC
rkYkCrkIkCsrtL

++
++=′

 (3.32) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )





 −+






 −+

+





 −+






 −=

rkY
r

rkkYkCrkI
r

rkIkkC

rkY
r

rkkYkCrkI
r

rkIkkCsrtL

212024212023

1110121110111
©©

11

11

   (3.33) 

Substituind ecuaţiile (27), (32) şi (33) în ecuaţia (13) şi efectuând o simplificare 
neînsemnată, expresia dată poate fi prezentată în modul următor: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .11

112

20
2
2420

2
2310

2
1210

2
112

0
1

rkYkCrkIkCrkY

kCrkIkC
scr

Q
s

sru
T

L

−+−+×

×−+−+
′′

−=
ρε

θ
 (3.34) 

Constantele C1, C2, C3 şi C4 din ecuaţiile (3.27) şi (3.34) le determinăm din 
condiţiile de limită, care după transformarea Laplace, se vor înscrie în modul 
următor:  
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( ) ( )

( ) ( ) .0,1

,,

1

11

=





 −′−−

−



 −+′

s
PsRur

sRt
S
tsRt

L

L
c

Lq

θβε

αλ
 (3.35) 

( ) ( )

( ) ( ) 0,1

,,

2

22

=





 −′−−

−



 −+′−

S
PSRur

SRt
S
tSRt

L

L
c

Lq

θβε

αλ
  (3.36) 

( ) ( ) ( ) 0,,, 111 =





 −+′+′

s
psRusRtsRu

LLmLm
θβδλλ  (3.37) 

( ) ( ) ( ) 0,,, 222 =





 −+′+′

s
psRusRtsRu LLmLm
θβδλλ  (3.38) 

Din ecuaţia (34) descoperim ( ) ( )sruisru LL 1
©©

1
© [ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .21

3
22421

3
223

11
3
11211

3
1111

rkYkkCrkIkkC
rkYkkCrkIkkCsruL

−+−+

+−+−=′
 (3.39) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .1

11

1

2120
3
224

2120
3
2231110

3
1121110

3
1111







 −−+

+





 −−+






 −×

×−+





 −−=′′

rkY
r

rkkYkkC

rkI
r

rkkIkkCrkY
r

rkkY

kkCrkI
r

rkkIkkCsruL

 (3.40) 

Din ecuaţiile (27), (32), (34) şi (39) determinăm tL(R1,s), tL(R2,s), t’L(R1,s), 
t’L(R2,s), uL(R1,s), uL(R2,s), u’L(R1,s), u’L(R2,s): 

( ) ( )

( ) ( ) .

),(

22041203

110211012
0

1

RkYCRkIC

RkYCRkIC
sC

Q
s
tsRt

q
L

++

+++−=
ρ  (3.41) 

( ) ( )

( ) ( ) .

),(

22042203

210221012
0

2

RkYCRkIC

RkYCRkIC
sC

Q
s
tsRt

q
L

++

+++−=
ρ  (3.42) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) .12124

1212311112111111

RkYkC
RkIkCRkYkCRkIkCsRtL

+
+++=′

 (3.43) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) .22124

2212321112211112

RkYkC
RkIkCRkYkCRkIkCsRtL

+
+++=′  (3.44) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )120
2

4120
2
23110

2
2

110
2

12
0

1

21

1

111

12

RkYkCRkIkCRkYkC

RkIkC
sc

Q
s

sRu
T

L

−+−+−+

+−+
′

−=
γερ

θ
 (3.45) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )220
2

4220
2
23210

2
2

210
2

12
0

1

21

1

111

12

RkYkCRkIkCRkYkC

RkIkC
sc

Q
s

sRu
T

L

−+−+−+

+−+
′

−=
γερ

θ
 (3.46) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .11

11

121
3

4121
3
23

111
3

2111
3

11

2

11

RkYkCRkIkC

RkYkCRkIkCsRuL

−+−+

+−+−=′
 (3.47) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .221

3
24221

3
223

211
3

12211
3

112

2

11

RkYkkCRkIkkC

RkYkkCRkIkkCsRuL

−+−+

−+−=′
 (3.48) 

Substituim ecuaţiile (3.41), (3.43) şi (3.45) în ecuaţia (3.35) şi o reformăm în 
modul următor: 

( ) ( )( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) .1
11

11

11

11

200

120
2
212124

120
2
212123

110
2

111112

110
2

111111

sc
Q

s
rtt

s

RkYrkRkYkC

RkIrkRkIkC

RkYrkRkYkC

RkIrkRkIkC

q
pC

q

q

q

q

ρ
αθθβεα

βεαλ

βεαλ

βεαλ

βεαλ

−−
′−

+−=

=′−−+−+

+′−−+−+

+′−−+−+

+′−−+−

 (3.49) 

 Ecuaţia (3.36) după unele reformări va fi: 
( ) ( )( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) .1
11

11

11

11

200

220
2
222124

220
2
222123

210
2

121112

210
2

121111

sc
Q

s
rtt

s

RkYrkRkYkC

RkIrkRkIkC

RkYrkRkYkC

RkIrkRkIkC

q
pC

q

q

q

q

ρ
αθθβεα

βεαλ

βεαλ

βεαλ

βεαλ

−−
′−

+−=

=′−−+−−+

+′−−+−−+

+′−−+−−+

+′−−+−−

 (3.50) 

Substituim ecuaţiile (3.43), (3.48) şi (3.49) în ecuaţia (3.37) şi o reformăm în 
modul următor: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) .2

1
1

1
1

20

120
2
21212121

3
224

120
2
21212121

3
223

110
2

11111111
3
112

110
2

11111111
3
111

scr
Q

s

RkYkRkYkRkYkkC
RkIkRkIkRkIkkC

RkYkRkYkRkYkkC
RkIkRkIkRkIkkC

T
p

mm

mm

mm

mm

′′
+−=

=−++−+

+−++−+

+−++−+

+−++−

ε
βθθβ

βδλλ

βδλλ

βδλλ

βδλλ

 (3.51) 

După unele transformări ecuaţia (3.38) va obţine următoarea formă: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) 20

120
2
21212121

3
224

120
2
21212121

3
223

110
2

11111111
3
112

110
2

11111111
3
111

2
1
1

1
1

sc
Q

s

RkYkRkYkRkYkkC
RkIkRkIkRkIkkC

RkYkRkYkRkYkkC
RkIkRkIkRkIkkC

T
p

mm

mm

mm

mm

′
+−=

=−++−+

+−++−+

+−++−+

+−++−

ερ
βθθβ

βδλλ

βδλλ

βδλλ

βδλλ

 (3.52) 

Înainte de a determina coeficienţii 41 CC   simplificăm sistemul de ecuaţii. În 
acest caz ecuaţia (3.49) va fi: 
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( ) ( ) ( ) ,b
sc

Q
s

rtt
s

KCBCKCBC

q
pc 1200

24231211

1
=−−

′−
+−=

=+++

ρ
α

θθ
βεα  (3.53) 

unde: 
( ) ( )( )[ ] ( )10

2
11 11 RkIrkRkIkB jjqjj j

βεαλ ′−−+−= . (3.54) 
( ) ( )( )[ ] ( )10

2
11 11 RkYrkRkYkK jjjqjj βεαλ ′−−+−= . (3.55) 

Ecuaţia (3.40) va obţine următoarea formă: 

124231211 bHCMCHCMC =+++ , (3.56) 

unde: 

( ) ( )( )[ ] ( ).11 20
2

21 RkIrkRkIkM jjjqjj βεαλ ′−−+−−=  (3.57) 
( ) ( )( )[ ] ( ).11 20

2
21 RkYrkRkYkH jjqjj j

βεαλ ′−−+−−=  (3.58) 

Ecuaţia (3.51) va fi: 

( ) 220

24231211

2 b
scr

Q
s

XCPCXCPC

T
p =

′′
−−=

=+++

ε
βθθβ  (3.59) 

unde: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )10

2
1111

3 1 RkIkRkIkRkIkkP jjjmjjmjjj −−+−= δλλ .(3.60) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10
2

1111
3 1 RkYkRkYkRkYkkX jjjmjjmjjj −++−= δλλ . (3.61) 

Ecuaţia (3.52) va obţine următoarea formă: 

224231211 bTCACTCAC =+++ , (3.62) 

unde: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )20

2
2121

3 1 RkIkRkIkRkIkkA jjjmjjmjjj −++−= δλλ . (3.63) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )20

2
2121

3 1 RkYkRkYkRkYkkT jjjmjjmjjj −++−= δλλ . (3.64) 

Din sistemul de ecuaţii (3.53), (3.56), (3.59) şi (3.62) determinăm determinantul: 

( )
( )
( )
( )1221222121222212211

1221222121222212211

1221222121222212211

1221222121222212211

XMKHPKXHBXHBPHKXMKA
TMKHAKTHBTHBAHKTMЛP

TPKXAKTXBTXBAXKTPKM
TPHXAHTXMTXMAXHTPHBD

−+−+−−
−−+−+−+

+−+−+−−

−−+−+−=

 (3.65) 

Sistemul de ecuaţii are următoarea definire: 

D
DC k

k

*

, (k=1, 2, 3, 4)    (3.66) 

unde: Dk este determinantul, obţinut din D la înlocuirea elementelor coloanei k cu 
elementele libere respectiv b1, şi b2. 
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( )
( )
( )
( )1221222121222212212

1221222121222212212

1221222121222212211

1221222121222212211
*
1

XMKHPKXHBXHBPHKXMKb
TMKHAKTHBTHBAHKTMЛb

TPKXAKTXBTXBAXKTPKb
TPHXAHTXMTXMAXHTPHbD

−+−+−−

−−+−+−+

+−+−+−−

−−+−+−=

 (3.67) 

( )
( )
( )
( )2222212212222212211

2222212212222212211

2222222222222212211

2222222222222212211
*
2

KMbPKbXBbHBbPHbXMbA
KMbAKbTBbHBbAHbTMbP

KPbAKbTBbXBbAXbTPbM
HPbAHbTMbXMbAXbTPbBD

−+−+−−

−−+−+−+

+−+−+−−

−++−+−=

 (3.68) 

( )
( )
( )
( )2221222112111222111

2111212112111222111

2121222112111222121

2122222112111222121
*
3

KXbHKbXHbXTbKXbTKbA
KTbHKbTXbXTbKXbTKbP

KTbXKbTXbXTbKXbTKbM
HTbXHbTXbXTbHXbTHbBD

−+−+−−

−−+−+−+

+−+−+−−

−++−+−=

 (3.69) 

( )
( )
( )
( )1212111221222111221

1212112111222111121

1212111221222121221

1212111221222221221
*
4

XMbPHbHBbXBbPKbKMbA
TMbAHbTHbTBbAKbKMbP
TPbAXbXBbTBbAKbKPbM

TPbAXbXMbTMbAHbHPbBD

−+−+−−

−−+−+−+

+−+−+−−

−++−+−=

 (3.70) 

Astfel, constantele sistemului de ecuaţii (3.49-3.52) vor fi egale corespunzător 
cu: 

;;;;
*
4

4

*
3

3

*
2

2

*
1

1 D
DC

D
DC

D
DC

D
DC ====  (3.71) 

Rezolvarea imaginilor modificate a potenţialelor de transfer (3.27) şi (3.34) este 
următoarea: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )rkY
D
DrkI

D
D

rkY
D
DrkI

D
D

sc
Q

s
tsrt

q
L

,,

,,,

20

*
4

20

*
3

10

*
2

10

*
1

2
0

++

+++−=
ρ  (3.72) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )rkYk
D
DrkIk

D
D

rkYk
D
DrkIk

D
D

scr
Q

s
sru

q
L

,1,1

,1,12,

20
2
2

*
4

20
2
2

*
3

10
2

1

*
2

10
2

1

*
1

2
0

−+−+

+−+−+
′

−=
ερ

θ

 (3.73) 

Înlocuim în (3.72) şi (3.73) 
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unele transformări simple, atunci ele vor avea urmatoarea formă: 
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Ecuaţiile (3.74) şi (3.75) obţinute reprezintă raportul a doua şiruri. Analiza lor 
demonstrează, că trecerea de la imagine la original, cu excepţia rădăcinii “zero” 
(s=0), se poate efectua cu ajutorul teoremei de descompunere [66]. 

Determinăm rădăcinile ( )ψ s  
1) s = s0 = 0 - rădăcina zero; 
2) s = sn,j 

în care: 
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Efectuăm transferările necesare în (3.55): 
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Efectuăm transferările necesare în (3.57): 
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Efectuăm transferările necesare în (3.58): 
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Efectuăm transferările necesare în (3.60): 
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Efectuăm transferările necesare în (3.61): 
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Efectuăm transferările necesare în (3.63): 
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Efectuăm transferările necesare în (3.64): 
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Originalul imaginilor (3.74) şi (3.75) va fi următorul [62]: 
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Pentru rădăcinile diferite de zero ecuaţia (3.97) va avea forma următoare: 
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Substituim 02
1

F
R
aq =
τ  - criteriul Furie 

02
2

2
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2
2

F
R
R

R
aq =
τ  

Deci, rezolvarea problemei pentru câmpul nestaţionar al potenţialului de transfer 
de căldură va fi următoarea: 
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Pentru rădăcinile diferite de zero ecuaţia (3.98) va obţine forma: 
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Rezolvarea problemei pentru câmpul nestaţionar al potenţialului de transfer de 

masă la exprimarea conţinutului de masă prin conţinutul de umiditate 
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=
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U θ  va fi 

următoarea: 
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 (3.102) 

Efectuăm următoarele însemnări: 
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Astfel, forma finală a ecuaţiilor diferenţiale la transferul intern de masă şi de 
căldură pentru cilindrul gol nelimitat va fi: 
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 (3.105) 

3.2. Verificarea modelului matematic la adecvarea datelor experimentale 

Ecuaţiile obţinute pentru temperatură (3.104) şi umiditate (3.105) au fost 
verificate la compararea datelor obţinute prin calcul cu curbele de uscare si curbele de 
temperatură obţinute experimental la uscarea ardeiului iute prin procedeul combinat – 
prin convecţie şi UHF. 

Penru verificare a fost folosit criteriul statistic Fişer. Preventiv a fost necesar de 
determinat temperatura şi umiditatea medie dintre pereţii cilindrului gol nelimitat. Ele 
se calculează după formulele: 
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Cu ajutorul formulelor (3.106) şi (3.107) ecuaţiile (3.104) şi (3.105) se 
reprezintă în forma următoare: 
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Ecuaţiile (3.107) si (3.108) pot fi expuse într-o formă simplificată: 
τ1

11
BeACT +=  (3.110) 

τ2
22

BeACU +=  (3.111) 

Verificarea coincidenţei modelului matematic a datelor experimentale s-a 
efectuat pentru cazul uscării combinate cu temperatura agentului termic 60oC şi 
intensitatea câmpului electromagnetic 16500 V/m în limitele de timp 0 ... 35 min. 

Pentru determinarea constantelor din ecuaţiile (3.110) şi (3.111) este raţional de 
a le transfera într-o formă lineară. Liniarizarea ecuaţiilor se poate obţine prin 
logaritmarea lor: 

τ111 ln)ln( BACT +=−  (3.112) 
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( ) τ222 lnln BACU +=−  (3.113) 

Valoarea constantei C1 a fost calculată după metodica indicată în [71]. 

321

2
312

1 2TTT
TTTC
++
−

=  (3.114) 

Valorile experimentale ale temperaturilor T1, T2 şi T3 din ecuaţia (3.114) au fost 
fixate în momentele de timp corespunzător τ1, τ 2 şi τ 3, în care: 

( )213 2
1 τττ +=  (3.115) 

În cazul fixării temperaturii produsului la τ1=5 min, τ2=25 min şi, corespunzător, 
τ3=15 min, apoi vom obtine T1=80 oC, T2=120 oC şi T3=104 oC. Pentru aceste valori 
C1 =-3. 

Datorită faptului că ecuaţiile (3.112) şi (3.113) sunt lineare, valorile constantelor 
lnA1 şi B1 au fost determinate prin metoda celor mai mici pătrate. 

Înlocuind în (3.110) coeficienţii obţinuţi, ecuaţia pentru temperaturile produsului 
va fi: 

( ) ττ 02.058ˆ eT =  (3.116) 

în care ( )τT̂  se exprimă în oC 
Pentru verificarea coincidenţei rezultatelor calculului formulei (3.116) datelor 

experimentale, în tabelul 1 sunt indicate valorile temperaturilor ardeiului iute obţinute 
prin calcul şi experimental pentru diferite momente de timp ale procedeului combinat 
de uscare – prin convecţie şi UHF. 

Tabel 1 
N 1 2 3 4 5 6 7 8 

τ,min 0 5 10 15 20 25 30 35 
T,oC 60 80 100 104 120 120 120 120 
T,oC 60 66.3 73.2 80.8 89.1 98.3 108.4 119.5 
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Cerba de temperatură
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Conform datelor din tabelul 1 a fost calculat criteriul Fisher, care constitue 4,5. Va-

loarea tabelară a acestui criteriu pentru nivelul de semnificaţie q = 5% este de 4,22. 
Aceasta confirmă faptul, că reieşind din valorile criteriului Fişer, ecuaţia 

obţinută coincide cu datele experimentale. 
Analogic au fost determinaţi coeficienţii din ecuaţia (3.111). 
Pentru calculul constantei C2 au fost luate următoarele date ale umidităţii: u1=36%, 

u2=6% şi u3=21%. Coeficienţii obţinuţi ne-au permis să redăm ecuaţia umidităţii în 
următoarea formă: 

( ) ττ 02.06.7339ˆ −+−= eU  (3.117) 

unde: ( )U τ  se exprimă în %. 
Analogic cazului precedent, pentru verificarea coincidenţei rezultatelor calcului 

formulei (117) datelor experimentale, în tabelul 2 sunt indicate valorile umidităţii 
ardeiului iute obţinute prin calcul şi experimental pentru diferite momente de timp a 
procedeului combinat de uscare – prin convecţie şi UHF. 

 
Tabel 2 

N 1 2 3 4 5 6 7 8 

τ,min 0 5 10 15 20 25 30 35 
U,% 36,0 31,2 26,4 21,3 17,0 12,5 9,0 6,6 
U ,% 34,8 27,5 21,25 15,5 10,3 5,6 1,35 0 
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Pentru umiditate criteriul Fisher calculat este F =5,3, iar cel din tabel Ft 

=4,22.  
Astfel modelul matematic obţinut pentru temperatura (3.116) şi umiditatea 

(3.117) produsului descrie procedeul de uscare destul de adecvat. Utilizînd acest 
model matematic, poate fi determinată temperatura ardeiului iute în orice moment al 
procesului de uscare cu precizia de 18 % şi umiditatea produsului cu precizia de 43%. 

 

3.3.  Realizarea tehnică a procesului de uscare a ardeiului iute în cîmp UHF 

Pe tot parcursul prelucrării şi păstrării ardeiului iute vom acorda o deosebită 
atenţie integrităţii calităţilor iniţiale, ardeiul iute fiind material medicobiologic. 

Actualmente, în condiţiile industriei prelucrătoare, uscarea ardeiului iute se 
efectuează prin convecţie la soare, în uscătorii tunel sau cu  transportoare. 

Aşa metode de uscare, din punct de vedere tehnologic, conţin un şir de 
dezavantaje, care sunt menţionate şi în [32,33]: 

1. Durata de prelucrare este prea îndelungată, ceea ce provoacă apariţia 
proceselor biochimice nedorite, însoţite de prezenţa micro- şi macroflorei. 

2. Construcţia complicată a instalaţiilor de uscare - din cauza condiţiilor 
climaterice instabile pe parcursul perioadei de uscare. 

După cum au arătat cercetările efectuate, aceste neajunsuri pot fi lichidate total 
sau parţial folosind metoda combinată – prin convecţie în îmbinare cu UHF. 

3.4 Construcţia instalaţiei de uscare propusă 

În baza cercetărilor efectuate, a fost propusă instalaţia de uscare a ardeiului iute 
cu aport de energie termică prin convecţie în combinaţie cu câmpurile U.H.F. În                  
fig. 1 este redată imaginea generală a acestei instalaţii. 

Instalaţia de uscare prezintă o construcţie modulară polietajeră cu o bandă de 
conveer nelimitată. Ea este formată din câteva module sub formă de cutii de oţel 
alungite pe orizontală şi suprapuse unul peste altul. Fiecare etaj al instalaţiei prezintă 
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un modul de uscare autonom. Cutia fiecărui etaj confecţionată din metal feros este 
ermetică şi instalată pe o ramă cu grindă de profil P. 

Fiecare cutie de oţel este asigurată de un scut din material termoizolant. 
Scuturile termoizolante sunt instalate pe toată lungimea cutiei, acoperind astfel 
întreaga suprafaţă şi formând un şir succesiv de panouri blocate 17 şi mobile 18. 
După fiecare scut blocat este instalat unul mobil cu scopul de a controla periodic 
elementele interne ale cutiei şi de a regla şi repara utilajul. 

Pe peretele intern al cutiei se fixează o cornieră, iar pe suprafaţa internă a 
rafturilor este sudată o vergea metalică cu secţiune transversală pătrată. 

Pe bară, ce serveşte ca ghidaj, se deplasează lanţul transportorului 8. 
Transportorul cu lanţ 8 este înzestrat cu o pînză purtătoare, executată sub formă 

de grilă. Ramura superioară a lanţului transportorului este considerată lucrătoare. La 
aranjarea cutiilor în etaje, fiecare lanţ al transportorului este plasat strict unul sub 
celălalt, în aşa mod ca să fie respectată coincidenţa axei longitudionale. Fiecare din 
transportoare este înzestrat cu mecanism de acţionare autonom. 

Mecanismul de acţionare constă dintr-un motor electric, variator şi reductor 
cinematic prin lanţul emiţător cu steluţă. Această steluţă roteşte axa, pe care sunt 
instalate steluţele intermediare, unite cinematic cu mecanismul de acţionare a 
transportorului, cu mecanismul de acţionare a agitatorului 9 sau compactorul 14 al 
produsului uscat. 

 

 
 

Fig.1. Instalaţie de uscare a fructelor şi legumelor (ardeiului iute) prin convecţie 
şi în cîmp electromagnetic de frecvenţă înaltă 

  
Agitatorul 9 prezintă bare din material elastic de diferită înălţime şi fixate pe 

axă cilindrică. Aceste bare servesc la prevenirea formării glomerulelor. 
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Compactorul produsului prezintă un tambur acoperit cu un strat de cauciuc şi 
fixat pe o axă. El este înzestrat cu un dispozitiv care permite schimbarea intervalului 
dintre tambur şi bandă, în aşa mod reglînd densitatea produsului  supus uscării. 

Pe axa agitatorului şi compactorului sunt instalate steluţe unite prin lanţ de 
transmisie cu una din steluţele intermediare. 

Agitatorul este instalat la începutul etajului superior, iar condensatorul este 
aranjat la începutul etajului doi şi al celui inferior. 

Fiecare etaj conţine o placă înclinată predestinată creării condiţiilor de trecere a 
ardeiului iute de la un etaj la altul. 

Deasupra ramurii a doua şi celei de a treia a transportorului sunt instalaţi 
electrozi sub formă de plăci care înlocuiesc una din lamelele celulei de funcţionare a 
condensatorului. În calitate de a doua lamelă serveşte însăşi banda transportorului 
unită cu pământul. 

Electrozii sunt fixaţi la corpul instalaţiei de uscare prin intermediul unor 
garnituri dielectrice. Garniturile dielectrice sunt înzestrate cu instalaţii speciale ce 
permit deplasarea electrozilor pe verticală şi permit astfel de a regla distanţa dintre 
electrozi şi suprafaţa benzii lucrătoare. 

Electrozii sunt confecţionaţi din tablă inoxidabilă şi perforată. Lungimea 
fiecărui electrod este de 0,5 m. Lăţimea se alege reieşind din lungimea benzii 
transportorului. Pe toată lungimea benzii lucrătoare electrozii sunt distribuiţi cu un 
pas de 1,5 m. 

Alimentarea cu curent de frecvenţă înaltă a instalaţiei este efectuată de 
generator‚ cu un regim de frecvenţă de 27 MHz şi o putere de 25 kW. Toţi electrozii 
sunt uniţi pe blocuri. Fiecare bloc conţine patru electrozi. Aceasta permite de a 
schimba şi introduce un program anticipat succesiv cu diverse blocuri, ajungând 
astfel la racordul necesar. 

Toţi electrozii sunt conectaţi coaxial la un ghid de unde cu frecvenţă înaltă, 
prin intermediul unui conductor individual din placă elastică. Distanţa de la toate 
elementele de voltaj înalt până la suprafaţa ecranizată se selectează luând în 
consideraţie apariţia inducţiei şi volumelor parazitare. 

Pentru a evita apariţia undelor staţionare în spaţiile electrozilor, distanţa dintre 
punctele de intersecţie a conductoarelor elastice şi capetele electrozilor, nu trebuie să 
depăşească a patra parte din lungimea undelor electromagnetice a câmpului, adică 
1<λ/4. 

Instalaţia este prevăzută de un buncăr de alimentare 1 cu produs iniţial, care se 
deplasează la etajul superior de un transportor înclinat cu raclete 2. Cel din urmă este 
un transportor pânza, purtător al căruia reprezintă o bandă cauciucată având raclete 
fixate de-a curmezişul. 

Deasupra etajului superior a uscătoriei este montat dispozitivul de stivuire 4, 
care asigură deplasarea produsului sub forma unui strat, aranjînd în aşa mod produsul 
uniform pe toată suprafaţa transportorului de lucru. Mecanismul de acţionare a 
dispozitivului de stivuire reprezintă o transmisie cu lanţ, conectat la transportorul cu 
raclete 2. Dispozitivul de stivuire conţine un valţ cauciucat, care prin interacţiune cu 
valţul sus-numit şi pânza transportorului de alimentare 5 formează un monostrat de 
produs uscat. 
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Sub etajul inferior este montat transportorul de descărcare cu bandă 16, 
condiţiile necesare a căruia asigură răcirea produsului până la 40-50oC, ceea ce 
reprezintă lungimea şi viteza deplasării benzii. 

Aerul ales în calitate de agent termic este vehiculat de un ventilator centrifugal 
13 şi se încălzeşte în caloriferul cu aburi 12. Pe parcursul circulaţiei, agentul termic 
este debitat în conducta de aer 11, ramificată la ieşirea din cutia de oţel. Sectorul 
conductei, în care se introduce aerul, este racordat la difuzorul 10, plasat între ramura 
lucrătoare şi cea liberă a transportorului. În sectorul superior al difuzorului sunt 
prevăzute ferestre cu panouri reflectoare în scopul străbaterii fluxului termic prin 
pânza purtătoare a transportorului cu lanţ de jos în sus. Injectarea purtătorului de 
căldură spre etajul superior al uscătoriei se efectuează prin tronsonul drept al cutiei de 
oţel, iar pe partea superioară din stânga ventilatorul centrifug 19 absoarbe agentul 
termic. În partea inferioară a etajelor instalaţiei ciclul de pompare-absorbţie se 
alternează succesiv:  atunci când în penultimul etaj superior are loc pomparea 
purtătorului de căldură - în sectorul superior drept are loc absorbţia. 

Poziţia din dreapta şi cea din stânga se determină în felul următor: dacă faţa 
observatorului, care priveşte spre latura lungă a cutiei de oţel, buncărul de alimentare 
este plasat în stânga, atunci vehicularea agentului de uscare are loc de la stânga la 
dreapta, adică în direcţia pânzei mişcătoare a transportorului cu lanţ. 

Procesul de uscare a instalaţiei este dirijat de un sistem automat de reglare. 
 

3.4.1 Principiul de lucru a instalaţiei de uscare propusă 
 

Procesul de uscare în instalaţia modulară multietajată se efectuează în felul 
următor: fructele şi legumele cu umiditatea naturală din buncărul de alimentare sunt 
îndreptate pe pânza transportorului cu lanţ 8 a etajului superior cu ajutorul 
transportorului înclinat şi înzestrat cu raclete. 

Sub controlul dispozitivului de aşezare 4 se formează un strat de fructe sau 
legume pe toată lăţimea ramurii lucrătoare de aprovizionare a transportorului 5. 

Pe transportorul de bază 8 produsul se încălzeşte de către agentul de uscare 
preluat prin geamul difuzorului 10 de la caloriferul cu aburi 12. După aceasta aerul 
fierbinte trece prin plasa pînzei transportorului, realizând schimbul de căldură cu 
produsul ce se usucă. 

Consumul permanent a aerului fierbinte debitat de ventilatorul centrifugii, 
crează condiţii favorabile în fiecare etaj a instalaţiei pentru obţinerea produsului final 
de calitate înaltă. 

În timpul mişcării produsului pe prima şi a doua bandă a transportorului are loc 
procesul convectiv de uscare. 

Astfel, amestecul format din abur şi aer se absoarbe de ventilatorul centrifugal 
prin sistemul conductei de aer şi se îndreaptă parţial la recirculare, parţial în 
atmosferă. 

Pe banda a treia produsul intră în zona de acţiune a UHF, unde are loc 
intensificarea procesului de uscare. 
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După parcurgerea camerei de lucru, produsul este divizat pe banda 
transportorului de descărcare 14 unde se asigură răcirea produsului până la 40-50 oC. 

În aşa mod se asigură uscarea şi convecţia cu aplicarea UHF. 
 
 

 
4. Elaborarea modelului matematic al transferului de masă şi 

căldură pentru produsele alimentare de formă geometrică placă 
 
 
Seminţele de dovleac, în calitate de obiect al uscării, se pot prezenta ca plăci. În 

aşa mod, vom soluţiona problema pentru plăci la uscarea convectivă în prezenţa 
sursei interne de căldură. 

Placa nelimitată are grosimea 2H. 
Ecuaţiile diferenţiale pentru transferul de masă şi căldură pentru placa nelimitată 

în cazul procesului de uscare convectivă vor avea forma: 
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Condiţiile de limită: 
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Condiţiile iniţiale: 
t(x,0)=t0 
Θ(x,0)= Θ0  
 
Rezolvare. 
Introducem însemnările: 
 
L[t(x,τ)]=tL(x,s) 
 
L[Θ(x,τ)]=tL(x,s) 
Aplicăm transformările lui Laplace la ecuaţiile (4.1) şi (4.2), primim: 
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Ecuaţia diferenţială pentru temperatură  tL(x,s) o găsim în felul următor. Din 

ecuaţia (6) determinăm  ΘL(x,s)  şi derivata a doua Θ''
L(x,s), le substituim în ecuaţia 

(4.7). 
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Prima derivată  Θ'
L(x,s) va fi: 
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Înlocuim (3) şi (6) în ecuaţie: 

)
scr

c
sxtasxtSasxta

scr
c

sc
Q

c
crsxtatsxst

T

qIV
LqLmLm

T

q

qq

T
LqL

''
''''

0''0

''
''

0

),(),((),(

),(),(

ε
δ

ερ
ε

−+=

=Θ−









−Θ+−−


                                 

Deschidem parantezele şi simplificăm expresia dată: 
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Pentru a găsi soluţia ecuaţiei (4.10), o scriem în felul următor: 
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Integrala comună diferită a ecuaţiei diferenţiale obişnuite va fi următoarea: 
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unde: 
Ck(k=1....4)- constante arbitrare 
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unde: 
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Condiţiile de simetrie  imaginar se pot scrie în felul următor: 

t'
L(0,s)=Θ'

L(0,s)=0 

Din această expresie rezultă C1 = C2 şi C2 = C4. 

Soluţia pentru prezentarea temperaturii (12) se va scrie în felul următor: 
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Aici B1, B2 – constante noi referitor la x. 

Soluţia comună pentru prezentarea transferului de masă potenţial ΘL(x,s) o 
primim prin înlocuirea t''

L(x,s) primită din ecuaţia (4.11), şi tL(x,s) în (4.6). 

Din ecuaţia (4.14) găsim t'
L(x,s) şi t''

L(x,s). 
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Înlocuim (4.11) şi (4.12) în ecuaţie: 
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de unde:  
(4.16) 
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B1 şi B1  le determinăm din condiţiile de limită (4.3) şi (4.4), care după folosirea 
transformărilor lui Laplace vor fi următoarele: 
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Găsim din ecuaţiile (4.14) şi (4.16). 

tL(H,s); t'
L(H,s); ΘL(H,s); Θ'
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Înlocuim (4.19), (4.20) şi (4.21) în ecuaţia (4.17). 
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Simplificăm expresia dată: 
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Înlocuim (4.17), (4.18), (4.13) în ecuaţia (4.6). 
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Simplificăm expresia dată: 
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După simplificarea elementelor comune  (4.22) şi (4.15) şi prelucrarea lor după 
criteriile asemănătoare pentru determinarea  B1 şi B1  şi primim un sistem de ecuaţii 
algebrice. 
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Fe-criteriul Fedorov,  
q

T

c
cr

Fe
''ε

=  
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Soluţionăm sistema de ecuaţii (26). Din prima ecuaţie găsim B2: 
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Înlocuim această expresie în ecuaţia a doua: 
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După transformare B1 va avea forma: 
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rezultă: 
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Ko – criteriul Kosovici, 
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                                                                                                                      (4.31) 
Noi am găsit soluţia comună a sistemului de ecuaţii diferenţiale a transferului de 

masă şi căldură în reprezentare. Pentru primirea soluţiei  originale se poate folosi 
teorema generală de descompunere. Teorema descompunerii este justă pentru 
reprezentare, care se poate prezenta ca raportul a două polinoame generale  
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Numitorul ( ) ( )21120 PTPTss −=Ψ  în ecuaţiile (4.30) şi (4.31) este identic, iar 
polinoamele la numărător, corespunzător, sunt egale: 
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Numitorul şi numărătorul ecuaţiei (4.32) şi (4.33) sunt polinoame generale 
referitor la S, de aceea, după cum arată analizele, trecerea de la reprezentare la 
original se poate de efectuat după teorema obişnuită de descompunere. 
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Găsim rădăcina ( )s0Ψ , pentru care stabilim: 
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Să precizăm valoarea sn, pentru care înlocuim termenii sinus şi cosinus 

hiperbolic în expresia (25) şi (26) conform formulelor: 
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Pentru obţinerea reprezentărilor generale (4.36), (4.37) determinăm mărimile ce 
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Înlocuind mărimile anterior găsite în ecuaţiile (4.34) şi (4.35), ca rezultat pentru 
cîmpurile de potenţial variabile transferul de masă şi căldură a substanţelor vom avea: 
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În scopul folosirii comode a soluţiei primite o vom scrie încă o dată. 
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Ckj, C•

kj – se determină din relaţiile: 
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5. Modelul matematic de uscare a produselor alimentare  
cu utilizarea sursei interne de căldură în condiţiile  

tubului de tip cilindru limitat 
 

Soluţionarea problemei duce la determinarea distribuirii temperaturii şi a 
conţinutului de umiditate în procesul de uscare a produselor alimentare tubul cilindric 
limitat cu razele R1 şi R2, de lungimea  2l, cu utilizarea încălzirii convective şi UHF. 

Transferul căldurii în interiorul condensatorului coaxial se execută ca şi în 
sarcina anterioară. Reieşind din aceasta, formularea matematică a problemei se va 
relata în felul următor [1,2,15]: 
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Condiţiile de limită: 
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Ecuaţiile (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) şi (5.8) exprimă bilanţul de căldură adus 
la suprafaţa corpului şi bilanţul de masă al substanţelor. 

Condiţiile iniţiale au forma: 
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TzrT                                                                                                   (5.9) 

Notarea în expresiile prezentate mai sus sunt aceleaşi ca şi cele utilizate pentru 
calculele anterioare. 

Soluţionarea acestei probleme poate fi prezentată ca produs al soluţionării pentru 
tubul cilindric nelimitat şi plastina nelimitată, intersecţia căreea cu tubul cilindric 
nelimitat se formează un cilindru marginal: 
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T(r,τ); Θ(r,τ) – soluţia pentru tubul cilindric nelimitat 
T(z,τ); Θ(z,τ) – soluţia pentru placa nelimitată [43] 
Mai expunem încă o dată soluţia comună pentru tubul cilindric nelimitat şi 

plastina nelimitată: 
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Soluţia pentru placa nelimitată, care este determinată în [62] 
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Potenţialul de transfer nemărginit are forma: 
- pentru tubul cilindric nelimitat 
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- pentru plastina nelimitată 
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Tubul cilindric limitat se capătă în rezultatul intersecţiei a două corpuri simple - 
tubul cilindric nelimitat şi plastina nelimitată. Deaceea, soluţia tubului cilindric final 
primit după metoda cunoscută de înmulţire a două soluţii nemărginite (5.13) şi (5.14): 
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Expresiile primite (5.15) şi (5.16) sunt soluţia sistemului de ecuaţii diferenţiale a 
transferului interior de masă şi căldură în condiţiile alimentării cu energie combinată 
– convecţie şi sursa interioară de căldură în cazul tubului cilindric limitat. 

 

5.1 Controlul modelului matematic la adecvare 

 

Ecuaţiile pentru temperatură (5.13) şi umiditate (5.14)  este necesar de a  fi 
controlate la compatibilitatea curbelor de temperatură şi a curbelor de uscare. 

Controlul la adecvarea modelului s-a efectuat cu ajutorul criteriului lui Fisher. 
Înainte de a începe cecetarea ecuaţiilor noastre, vom găsi temperatura şi umiditatea 
medie a produselor alimentare pe tot volumul, care se determină după formula [62]: 
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unde: 
x1=R1/R2 
y=z/1 
x=r/R2 
 
Folosind expresiile (5.17) şi (5.18) la ecuaţiile (5.13) şi (5.14) după 

transformările simple ele se pot aduce la forma generală: 
τ1

11
BeACT +=                      (5.19) 

τ2
22

BeACU +=                                                                                               (5.20)   
 Pentru determinarea constantelor din expresiile (5.19) şi (5.20), le aducem la 

forma liniară pe calea logaritmării: 
( ) τ111 lnln BACT +=−                                 (5.21) 
( ) τ222 lnln BACU +=−                                                                                   (5.22)  

Cercetăm ecuaţiile (5.21) şi (5.22) pe exemplul uscării seminţelor de dovleac. O 
oarecare dificultate la găsirea coeficienţilor din ecuaţie o prezintă coficientul C1. 
Valoarea lui o vom găsi după o altă metodă. Valorile experimentale ce intră în 
componenţa ecuaţiei (5.23) 
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şi a temperaturilor  T1, T2  şi T3, luate în momentul de timp τ1, τ2 şi τ3, 
unde: 
τ3 =1/2(τ2+ τ3) 
Deci pentru valorile T1=1000C,  T2=1300C,  T3=1130C, valoarea C1=90. 

Luînd în consideraţie liniaritatea ecuaţiei (5.21) primim coieficientul şi 
transformîndu-l nesemnificativ, obţinem ecuaţia pentru temperatură în următoarea 
formă: 

( ) ττ 28,0850 eT +=                                                                                      (5.24) 

Pentru a verifica ecuaţia căpătată a datelor experimentale  la compatibilitate, în 
tabelul 1 sunt prezentate valorile experimentale ale temperaturilor, care corespund 
unui anumit moment de timp al procesului şi valorii temperaturii, pentru aceleaşi 
momente de timp, căpătate în urma calculării după modelul propus.                                                                                                
Tabelul 1 
  
N 1 2 3 4 5 6 7 8 
τ, min 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 
T0C 88 89 91 93 94 96 100 103 

CT 0,ˆ  66,6 67,2 68,5 70,1 72 74,1 76,5 79,3 
 

Continuare tabelul 1 

 

 

 

 

 

 

 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
τ, min 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 
T0C 105 108 110 113 115 118 125 129 130 

CT 0,ˆ  82,5 86,5 90,4 95,3 100 107 115 123 126 
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Fig.1 
 
 Reieşind din datele tabelului 1 s-a calculat criteriul lui Fisher, valoarea căruia 
este 2,45; după valoarea tabelară pentru cazul dat pe lîngă alegerea nivelului valorii 
q=5% este egal cu FT=2,39. 
 După cum se observă, reieşind din valoarea criteriului lui Fisher ecuaţia 
căpătată este adecvată punctelor experimentale.  
 Analogic au fost calculaţi şi coeficienţii din ecuaţia  (5.20). 
 Pentru calcularea constantei C2, am selectat umiditatea U1=20%,  U2=5%,  
U3=16%. 
 Coeficienţii primiţi permit să transcriem ecuaţia pentru umiditate în felul 
următor: 

τ06,04522ˆ −+−= eU                                                                                                  (5.25) 
 Analogic cazurilor precedente pentru controlul compatibilităţii valorilor 
experimentale schimbarea umidităţii în timp şi valoarea umiedităţii, sunt calculate 
după modelul matematic, prezentat în tabelul 2.                     

               Tabelul.2 
  

                                                                     

                                                                                           

 
 
 

  N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
τ, min 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
U,% 20 19 18 16 12 9 7 6 5 

,%Û  22 20,3 17,9 15,5 13,3 11,3 9,3 7,5 5,8 
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Curba de umiditate
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Fig.2 
 
 Controlul la adecvare a arătat că ecuaţia dată este compatibilă cu datele 
iniţiale, F=4,1; FT =3,51. 
                                             F>FT 
 În aşa mod, se poate de constatat că modelul matematic obţinut pentru 
temperatură (5.24) şi umiditate (5.25)  va descrie procesul nostru de uscare, adică 
conform lui poate fi determinat cu exactitate temperatura şi umiditatea fructelor de 
măceş în momentul de timp necesar. 
 
 

5. 2 Descrierea instalaţiei experimentale 
 

Pentru o prezentare mai amplă a proceselor de transfer de căldură şi masă 
însoţite la uscarea seminţelor de dovleac este necesar ca să dispunem în prealabil de 

curbele de uscare ( )U = ϕ τ  şi de curbele vitezei de uscare ( )dU
d

U
τ

ϕ=  . 

În scopul obţinerii acestor funcţii a fost proiectată şi construită o instalaţie de 
laborator [1,7,13]. 

Această instalaţie permite studierea cineticii procesului de uscare a seminţelor 
de dovleac cu aplicarea convectivă a energiei, la utilizarea curenţilor de frecvenţă 
înaltă (UHF) şi prin metoda combinată - convecţia cu UHF. 

Elementele de bază a instalaţiei experimentale de laborator (fig.1) sunt: 
• camera de uscare; 
• suport perforat de fluoroplast; 
• magnetron cu puterea nominală 1,5 kW, frecvenţa câmpurilor electromagnetice 

2450 MHz; 
• un sistem de circulare a agentului termic; 
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• instalaţia pentru măsurarea şi reglarea automată a temperaturii agentului 
termic; 

• sistemul de măsurare a consumului de energie; 
• sistemul de măsurare şi înregistrare a scăderii de masă a produsului. 

Proba de seminţe de dovleac se încarcă în camera de uscare 6, pe suportul 4 
confecţionat din fluoroplast perforat. Agentul termic alimentează camera de uscare 
prin intermediul conductei de aer 10, formînd un ciclu deschis. Pentru înregistrarea 
scăderii de masă suportul este suspendat de balanţa mecanică 8. 

În cazul aplicării energiei prin metoda convectivă, agentul termic încălzit în 
caloriferul electric 2 este refulat de către ventilatorul 1 prin conducta de aer 10 în 
camera de uscare 6. Astfel, suportul se află permanent într-un curent de aer cald. 

La uscarea probei în cîmpuri electromagnetice de frecvenţă supra înaltă se 
conectează magnetronul 7; evacuarea vaporilor formaţi la încălzire se efectuează prin 
conducta 5. 

 
 
 
 

 

 
 Fig. 3 Instalaţia de laborator pentru studierea cineticii procesului de uscare a 
seminţelor de dovleac: 1- ventilator; 2- calorifer; 3- termometrul de contact; 4- suport 
perforat; 5- conducta pentru evacuarea vaporilor; 6- camera de uscare; 7- magnetron; 
8-balanţa mecanică; 9- contor de energie electrică; 10- conducta de aer. 
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La uscarea combinată - convectivă în cîmp electromagnetic de frecvenţă supra 
înaltă alimentarea cu agent termic se petrece concomitent cu alimentarea cu energie 
UHF. 
 

 
6. Elaborarea modelului matematic al transferului de masă şi căldură 

pentru produsele alimentare de formă geometrică sferă în cazul 
utilizării tratamentului termic prin convecţie şi câmp electromagnetic 
 

6.1  Descrierea matematică a metodei de uscare a măceşului cu utilizarea 
încălzirii convective şi UHF 

O mare importanţă o are teoria transferului de căldură şi masă pentru materia 
primă utilizată în domeniul medicinal. Din această categorie face parte şi măceşul, 
care conţine o cantitate sporită de ulei, acid ascorbic, β-caroten şi alte substanţe de 
valoare. 

Structura complexă a măceşului şi forma geometrică ne-standard fac dificilă 
descrierea matematică a procedeului combinat pentru astfel de obiect. În lucrare, cu 
unele admiteri, s-a încercat să elaborăm un model matematic a procesului de uscare 
pentru sistemele eterogene complexe, cum este măceşul . 

                 6. 2 Descrierea modelului matematic al procedeului 

 Dacă ne imaginăm măceşul ca o figură geometrică în formă de sferă, 
reieşind din datele bibliografice se observă că transferul de masă şi căldură pentru 
procedeul de uscare combinată. Noi am încercat să creăm un model matematic 
anume pentru aplicarea combinată a energiei la uscarea măceşului între pereţii 
cilindrilor coaxiali. Transferul de căldură în produsul dintre pereţii cilindrilor se 
efectuează datorită forţei motoare termice, transferului substanţei şi, de asemenea, 
sursei acţiunii interne de căldură. Transferul substanţei se datorează forţelor motore 
termice şi de masă. Reieşind din acestea, cilindrii coaxiali nemărginiţi vor avea 
următoarele ecuaţii [13]: 
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unde: 
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aq, am –sunt, respectiv, coeficienţii de difuzitare a temperaturii şi de potenţial, 
m2/s; 

ε   - criteriul transformării de fază; 

r'   - căldura latentă de vaporizare, kJ/kg; 

c '
T, cq - capacitatea specifică masică, în kg/(K.oM) şi termică specifică, 

kJ/(kg.K); 

Q  - sursa internă de căldură, Wt/m3; 

ρ  - densitatea părţii uscate a corpului umed, kg/m3; 

δ  - coeficientul Sore pentru corpul umed, 1/grad; 

θ  - potenţialul transferului de umiditate, oM. 

La încălzirea corpurilor capilaro-poroase, când schimbul de căldură a 
suprafeţei corpului cu mediul înconjurător se efectuează după legea convectivă,  
condiţiile de frontieră ale transferului de căldură şi de masă vor fi: 
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unde: 

λq, λm - sunt respectiv conductivitatea termică, în W/(m.K) şi conductivitatea 
masică, kg/(m.oM); 

α, β – corespunzător, coeficienţii transferului de căldură, W/(m2.K) şi de masă, 
kg/(m2soM). 

Ele reprezintă ecuaţiile bilanţului termic şi a bilanţului masic aplicat 
suprafeţelor corpului.  

Condiţiile iniţiale sunt determinate folosind legea distribuirii temperaturii şi 
potenţialului transferului de masă în momentul iniţial. 

T(r,0)=t0 



 59  

( ) ( ) 0,0,0
=

∂
∂

=
∂

∂
rr

t τθτ        (6.5) 

(r,0)=Θ 

Ultima condiţie este condiţia simetriei. 

  Pentru soluţionarea acestei probleme ne folosim de transformarea lui 
Laplace, pentru aceasta introducem următoarele notaţii distinctive [15].: 
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Ecuaţia (1)  şi (2) cu condiţia că (6) şi (7) se scriu în felul următor: 
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Din ecuaţia (8) determinăm UL (r,s) şi  derivata a doua U"L(r,s): 
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Înlocuim (6.10) şi (6.11) în (6.9): 
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Integrala comună a ecuaţiei (6.12) se va scrie în felul următor [66]: 
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unde: C1,C2, C3, C4-constante arbitrare 

Vj - se dsecrie cu ajutorul ecuaţiei [66]: 
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j =1,2, Fe, Lu –respectiv criteriul lui Fedorov şi criteriul de inerţie. 

Soluţia  pentru UL(r,s) o găsim prin înlocuirea υ''
L(r,s) şi υ'

L(r,s) în ecuaţia (6.8). 

Ecuaţia pentru UL(r,s) va avea forma: 
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Constantele CK se determină de condiţiile de frontieră şi condiţiile de simetrie. 

Folosind transformările lui Laplace: 

t'
L(0,s) şi Θ'

L(0,s)=0 

Condiţiile simetriei  pentru temperatura modificată se poate de scris sub forma: 

υL(0,s)=0                                                                                                 (6.16) 

Analogic se scriu condiţiile pentru potenţialul modificat de substanţă: 

UL(0,s)=0 (6.17) 

Din (16), (17) reiese că C3=-C1, C4 =-C2. Aceasta înseamnă că ecuaţiile (14) şi 
(15) pot fi simplificate: 
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În acest caz B1 =2C1 şi B2 = 2C2 – constante noi faţă de coordonate. B1 şi B2 le 
determinăm din condiţiile de frontieră (6.3) şi (6.4) care după transformările lui 
Laplace se scriu în felul următor: 

( ) ( ) ( )( ) 0,1,),( '' =−−−



 −+ sLL

c
Lq

psRrsRt
s
tsRt θθβεαλ                                          (6.20) 

( ) ( ) ( ) 0,,, '' =







−++

s
Q

sRsRtsR p
LLmLm θβδλθλ                                                (6.21) 

Din ecuaţiile (6.18) şi (6.19) găsim tL (R,s), t'
L (R,s), Θ(R,s) şi Θ'

L(R,s), pe care 
le înlocuim, respectiv, în ecuaţiile (6.20) şi (6.21). După simplificarea 
sistemului, ecuaţiile primesc forma: 
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În aşa mod, soluţia pentru imaginile modificate de transfer de potenţial va fi 
următoarea: 
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unde: 
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Folosim transformările inverse ale lui Laplace pentru a primi imaginea originală: 
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Soluţia sistemului (30) şi (31) conform metodei expuse în bibliografie [63,66], 
ne oferă soluţia definitivă a rezolvării noastre. 
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În aşa mod, rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale transferului intern de masă şi 
căldură are forma: 
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Trecem de la potenţialul  transfer de umiditate la conţinutul de umiditate 
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unde: 

μn – rădăcina ecuaţiei caracteristice care se poate determina după tabel din 
sursele bibliografice [64,66,67]. 

 

6. 3.  Controlul modelului matematic la adecvare 

Ecuaţiile pentru temperatură (6.32) şi umiditate (6.33) obţinute în cazul nostru  
pentru măceş este necesar de a fi controlate la adecvarea curbelor de temperatură şi 
a curbelor de uscare. 

Controlul la compatibilitate a modelului  s-a efectuat cu ajutorul criteriului lui 
Fisher. Înainte de a începe cecetarea ecuaţiilor noastre, vom găsi temperatura şi 
umiditatea medie a sferei (fructului de măceş) pe tot volumul, care se determină 
după formula [62].: 

( ) ( )∫=
R

drrrT
R

T
0

3 ,3 ττ                                                                                     (6.47) 

( ) ( )∫=
R

drrrU
R

U
0

3 ,3 ττ                                                                (6.48) 

 Folosindu-ne de expresia (6.47) şi (6.48) formulele (6.32) şi (6.33) se vor scrie 
în felul următor: 
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 Din ecuaţiile (49) şi (50) se observă  că primul component al expresiei din  
partea dreaptă va fi egal cu constanta, al doilea poate fi prezentat ca constante 
arbitrare. 

În aşa mod, ecuaţiile (49) şi (50) se pot prezenta în forma generală: 

τ1
11

BeACT +=                                                                                                   (6.51) 

τ2
22

BeACU +=                                                                                                 (6.52) 

Pentru determinarea constantelor ce fac parte din expresia (51) şi (52) le aducem 
la forma liniară pe calea logaritmării: 

( ) τ111 lnln BACT +=−                                                                                       (6.53) 

( ) τ222 lnln BACU +=−                                                                                      (6.54) 

Cercetăm expresia (6.53) 

O mică problemă prezintă coeficientul C1 pentru găsirea coeficienţilor ce fac 
parte din ecuaţie. Valoarea lui se va găsi după o altă metodă. 

121

2
321

1 2TTT
TTTC
−+
−

=                                                                                               (6.55) 

Valorile experimentale a temperaturilor T1,T2,T3 ce fac parte din ecuaţia (6.55) 
luate într-un anumit moment de timp τ1,τ2 şi τ3, unde: 

( )213 2
1 τττ +=  

Deci, pentru valorile temperaturii T1=1000C, T2=1300C şi T3=1100C, valoarea 
C1=90. 

Luând în considerare liniaritatea ecuaţiei (6.53) valoarea lnA1 şi B1, au fost 
găsite după metoda pătratelor mici [15,25]. Înlocuindu-le în ecuaţia (6.53) vom primi 
valorile coeficienţilor; transformîndu-i puţin, primim ecuaţia pentru temperatură în 
felul următor: 

( ) ττ 0425,02090ˆ eT +=                                                                                           (6.56) 

Pentru a verifica ecuaţia căpătată a datelor experimentale  la adecvare, pe 
diagrama 1 sunt prezentate valorile experimentale ale temperaturilor, care corespund 
unui anumit moment de timp al procesului şi valorii temperaturii, pentru aceleaşi 
momente de timp, căpătate în urma calculării după modelul propus.                                                    
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                 Diagrama 1. 

Verificarea modelului matematic la adecvare 
în determinarea temperaturii obiectului
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Datele calculate după model matematic Tmod C Datele experimentale T C

Datele experimentale T C 110 110,4 110,8 111,3 111,7 112,2 112,7 113,2 113,7 114,2 114,7 115,2 115,8 119,3 123,3 127,3 132,9

Datele calculate după model matematic Tmod C 100 103 105 107 110 113 115 118 121 125 127 129 130 130 130 130 130

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 9 12 15 18

                        
 Criteriul Fisher al ecuaţiei date (6.56) este 2,49, datele tabelului pentru q=5% 
sunt FT=2,3, de unde rezultă că F> FT, ce demonstrează adecvarea modelului datelor 
experimentale.  
 Analogic au fost calculaţi şi coeficienţii din ecuaţia  (6.54). 
 Pentru calcularea constantei C2, am luat umiditatea U1=34%, U2=15%,  
U3=23%. 
 Coeficienţii obţinuţi permit să scriem ecuaţia pentru umiditate astfel: 
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            τ036,06,396ˆ −+−= eU                                          (6.57) 
 Analogic cazurilor precedente pentru controlul adecvării valorilor 
experimentale schimbarea umidităţii în timp şi valoarea umidităţii, sunt calculate 
după modelul matematic, prezentat în Diagrama 2. 

Diagrama 2. 
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Verificarea modelului matematic la adecvare în 
determinarea umidităţii obiectului

Datele calculate după model matematic Umod,% Datele experimentale U,%

Datele experimentale U,% 30,9 27,12 23,7 20,6 17,9 15,5 13,3 11,3

Datele calculate după model
matematic Umod,%

34 30 27 23 20 17 15 14

0 3 6 9 12 15 18 21

 
 Controlul la compatibilitate a arătat că ecuaţia dată este compatibilă cu datele 
iniţiale, F=6,1; FT =4,25. 
                                             F>FT 
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 În aşa mod, se poate constata că modelul matematic construit pentru 
temperatură (6.32) şi umiditate (6.33)  va descrie procesul nostru de uscare, adică 
după ea se poate de determinat cu exactitate temperatura şi umiditatea fructelor de 
măceş în  orice moment de timp. 
 
 

6. 4.  Construcţia principiului de lucru a instalaţiei de uscare propusă 
 

În baza cercetărilor efectuate, a fost propusă instalaţia de uscare a măceşului ce 
funcţionează pe baza metodei convective cu aplicarea UHF. După cum a fost stabilit  
mai raţional uscarea măceşului la prima etapă convectivă se efectuează pînă la 
umiditatea de 34%, a doua etapă pînă la umiditatea finală 14%  convectivă + UHF. 

Instalaţia conţine două elemente. Primul element – uscătorul cu folosirea 
convecţiei; al doilea – uscătorul de tip turn convectiv + UHF. În fig. 1 este prezentată 
imaginea generală a instalaţiei [13]. 

                
Fig. 1. Schema instalaţiei de uscare a fructelor de măceş cu folosirea convecţiei + 
UHF 

 După cum se observă din fig. 1, uscătorul 1 cu folosirea convecţiei reprezintă 
un transportor cu bandă. În calitate de bandă a transportorului se foloseşte fîşie din 
plasă perforată 2, transportatorul este instalat sub un unghi ce permite transmiterea 
măceşului parţial uscat în zona încărcării uscătorul de tip turn. Pentru a face posibilă 
transportarea produsului pulverulent, de plasa transportorului la un pas strict 
determinat, sunt instalate racletele 3. Înălţimea racletelor şi lungimea ramurii de lucru 
a transportorului se determină pe cale experimentală. Dispozitivul de acţionare se 
execută cu ajutorul unui motor-reductor şi variator, permiţându-i să schimbe viteza 
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liniară de transportare a transportorului. În aşa mod, se reglează timpul de aflare a 
măceşului în zona de lucru a uscătorului convectiv. 

 Materia primă, măceşul, se plasează în buncărul 4, de unde prin intermediul 
dozatorului cu palete 5 nimereşte pe ramura de lucru a transportorului. Sub ramura de 
lucru este instalată conducta de aer 6, prin intermediul căreea prin produs de la 
ventilatorul 7 se suflă aer fierbinte, încălzit de la caloriferul 8. 

 Traversînd zona de lucru a transportorului, măceşul se usucă până la 
umiditatea de 34%. Pentru utilizarea mai raţională a benzii uscătorului, ea este dotată 
cu contur recircular 9. Alimentarea cu un volum nou de aer şi evacuarea celui 
prelucrat se efectuează prin clapetele 11 şi 12. 
 

 
Fig. 2. Instalaţia de uscare a fructelor de măceş la uscarea combinată convecţiei + 

UHF. 
 
    La atingerea umidităţii necesare, produsul nimereşte în elementul conic 

principal al instalaţiei – uscătorul de tip turn convectiv + UHF. Aspectul general al 
instalaţiei este prezentat în fig. 2. 

 Alimentarea instalaţiei cu UHF se efectuează prin intermediul conductei 
coaxiale 14. Corpul 20 este unit la legătura cu pământul, iar UHF se conectează la 
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cilindrul perforat 13. Pentru a preveni fenomenul de scurt circuit, cilindrul perforat 13 
este izolat de arborele 2 prin intermediul bucşelor 5 şi 16, executate din fluorplast -4. 

Prin intermediul instalaţiei de alimentare 8 (fig. 1) produsul pulverulent nimereşte 
în instalaţia de uscare 14. Arborele 13 se pune în mişcare prin intermediul transmisiei 
prin curele. Instalat pe arborele 4 prin intermediul conexiunii de tip pană, agitatorul 
16 distribuie uniform produsul în vrac  pe tot volumul condesatorului inelar. Produsul 
pulverulent pe baza forţei gravitaţionale se deplasează de sus în jos pe tot volumul 
condesatorului inelar. Deplasându-se în zona jocului inelar format de spaţiul dintre 
corpul instalaţiei şi cilindrul perforat 17, produsul pulverulent  sub acţiunea câmpului 
electromagnetic se încălzeşte intensiv. Prin arborele tubular 15 în instalaţie se 
administrează agentul de uscare (de tip gazos). Trecând prin cilindrul perforat 17, 
agentul de uscare nimereşte în zona jocului inelar format de spaţiul dintre corpul 
instalaţiei şi cilindrul perforat 17, de unde transportă  vaporii de apă formaţi în urma 
procesului de încălzire. Agentul de uscare se evacuează din instalaţie prin intermediul 
racordului 18, instalat pe capacul superior 7. În procesul de deplasare produsul 
pulverulent nimereşte în zona îngustării condesatorului inelar, formată de spaţiul 
dintre corp şi  trunchiul de con. În această zonă, produsul se răceşte din contul 
încetării acţiunii câmpului electromagnetic asupra produsului. Rotindu-se, agitatorul 
19 instalat pe arborele tubular prin intermediul unirii de tip pană, transportă produsul 
uscat către instalaţia de desărcare 20. Descărcarea produsului se execută prin 
intermediul transportorului elicoidal. 

Instalaţia propusă permite de a usca nu numai fructele de măceş, dar şi alte 
produse pulverulente.   
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7. Elaborarea modelului matematic al transferului de masă şi căldură 

pentru produsele alimentare de formă geometrică sferă în sferă în 
cazul utilizării tratamentului termic prin convecţie şi câmp 

electromagnetic 
 

7.1 Descrierea matematică a procesului de uscare a cătinii albe cu 
utilizarea convecţie şi U.H.F. 

 
Structura complexă a cătinii albe şi forma geometrică nestandardă fac dificilă 

descrierea matematică a procedeului combinat pentru astfel de obiecte. În lucrare, cu 
unele ipoteze simplificatoare, s-a încercat elaborarea unui model matematic a 
procesului de uscare pentru sisteme eterogene complexe, cum ar fi cătina albă. 

Reieşind din forma celulei de lucru, care se aseamănă cu două sfere amplasate 
coaxial, cum ar fi cătina albă, şi în urma studiului bibliografic, s-a constatat, că 
transferul de căldură şi masă pentru procedeul de uscare prin convecţie a fost studiat 
şi elaborat de A.V.Lâcov ş.a. [63,66], dar influenţa asupra acestui procedeu a sursei 
interne de căldură nu s-a studiat. 

În lucrare s-a încercat de a crea un model matematic al procesului de uscare a 
cătinii albe, anume pentru aplicarea combinată a energiei [5,8,14,73]. 

Transferul de căldură în produs se efectuează datorită forţei motore termice, 
transferului substanţei şi, de asemenea, acţiunii sursei interne de căldură. Transferul 
substanţei se datorează forţelor motore termice şi de masă. Reieşind din acestea, 
pentru sfera coaxială nemărginită vom avea următoarele ecuaţii : 

 
Fig. 1 Prezentarea geometrică a cătinii albe. 

Sarcina modelului matematic pentru corpul sferic (sferă în sferă): 
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Condiţia necesară pentru ecuaţiile (1) şi (2)-  0≤r≤R1: 
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Condiţia necesară pentru ecuaţiile (7.3) şi (4)-  R1≤r≤R2 

unde:  
         aq, am – respectiv, coeficienţii de difuziune de temperatură şi potenţial, m2/s; 

ε - criteriul transformării de fază; 
r′ - căldura latentă de vaporizare, kJ/kg; 
c′T, cq - capacitatea specifică masică, kg /(K.oM) şi termică specifică, kJ/(kg.K); 
Q - sursa internă de căldură, Wt/m3; 
ρ - densitatea părţii uscate a corpului umed, kg/m3; 
δ - coeficientul Sore pentru corpul umed, K-1; 
θ - potenţialul transferului de umiditate, oM. 
 
Condiţiile iniţiale: 
 

t1(r,0)=t2(r,0)=Tin 
 θ1(r,0)= θ1in ;                 θ2(r,0)= θ2in (7.5) 

 
Condiţiile de simetrie: 
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La încălzirea corpurilor capilaro-poroase, cînd schimbul de căldură a suprafeţei 

corpului cu mediul înconjurător se efectuează după legea convectivă, condiţiile de 
frontieră ale transferului de căldură şi de masă vor fi: 

 
 
 ),R(),R();,R(t),R(t 12111211 τθτθ∆ττ ==  (7.7) 
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Pe suprafaţa exterioară: 
 
 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) 0,Rr1,RtT
r

,Rt
p12222222s2

22
2q =−′−−−+

∂
∂

− θτθβετα
τ

λ  (7.9) 

 

 ( ) ( ) ( )( ) 0,R
r

,Rt
r

,R
p2222

22
2

22
2m =−+





∂

∂
+

∂
∂

θτθβ
τ

δ
τθ

λ  (7.10) 

 
 

unde: λq – respectiv, conductivitatea termică, W/(m.K)  
 λm - conductivitatea masică, kg /(m.oM); 

α, β – corespunzător, coeficienţii transferului de căldură, W/(m2.K) şi de masă, 
kg/(m2soM). 

 
Ele reprezintă ecuaţiile bilanţului termic şi a bilanţului masic aplicat 

suprafeţelor corpului.  
Condiţiile iniţiale sunt determinate de legea distribuirii temperaturii şi 

potenţialului transferului de masă în momentul iniţial. 
 

Rezolvarea sarcinii: 
 

Introducem afirmaţiile: 
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Pentru rezolvarea acestei probleme folosim transformarea lui Laplace, pentru 
aceasta introducem următoarele notaţii distinctive. 

Ecuaţia (7.1) se transcrie după Laplace  în felul următor: 
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Împărţim ecuaţia dată la aq1: 
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Ecuaţia (7.2) după Laplace va fi: 
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Împărţim ecuaţia dată la am1: 
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Pentru stratul exterior ecuaţiile (7.3) şi (7.4) după transferări pe Laplace vor fi 

următoarele:  
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Din ecuaţia (7.13) determinăm U1L(r,p) şi  derivata a doua U"1L(r,p): 
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Înlocuim (7.17) şi (7.18) în (7.14): 
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Din ecuaţia (7.15) găsim U2L(p) şi derivata a doua U"2L(p): 
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Introducem ecuaţiile (7.20) şi (1) în (7.16): 
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Am obţinut o ecuaţie diferenţială de gradul patru care conţine coeficienţi 
variabili. Pentru soluţionarea ei, o vom transcrie în felul următor: 

 
 

YIV(r) – AYII(r) + BY(r) – C r = 0 
 
 
Integrala totală a ecuaţiei diferenţiale (19) se determină, dacă utilizăm încă o 

dată transmiterea după Laplace pe coordonata r. 
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Ecuaţia (7.19) se rezolvă în felul următor: 
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unde: 4321 C,C,C,C - constante a ecuaţiei (7.23) 
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 unde: j=1,2 Fe, Lu- corespunzător, criteriile Feodorov şi de inerţie. 
 

Pentru determinarea UL1(r,p) găsim V"L1(r,p), V'L1(r,p): 
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Din ecuaţia (7.13) găsim UL(r,p):  
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În ecuaţia dată înlocuim V"L1(r,p), V'L1(r,p): 
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Constantele 

ikC  le determinăm din condiţiile de frontieră şi cele simetrice: 
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( ) 0p,0V L1 =                                                    (7.27) 
 
 

( ) 0p,RV 1L2 =                                                  (7.28) 
 

Analogic scriem condiţiile pentru potenţialul de mase modificate: 
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Cu evidenţa (7.33) şi (7.34):  
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Coeficienţii 2111 B,B  se determină din condiţiile (7.8),( 7.9): 
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Din ecuaţia (7.35) determinăm )p,r(t 1L′ : 
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Înlocuind ecuaţia (7.44) şi (7.36) în (7.42): 
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       (7.45)                    
Transformăm  ecuaţia (7.43) şi înlocuim în ecuaţia (7.36):          
 

( ) 0
pp
ec1

1
ec2

221L1 =







−+−

θ
β

θ
βββθ  

( ) ( ) ( ) ( ) +−
′′′

−+−
′′′

−
1

12
1q2

2
1T11

1q
2121

1

11
1q2

1
1T11

1q
2111 R

RV
a
psh

V1
cr

c
B

R

RV
a
psh

V1
cr

c
B

ε
ββ

ε
ββ  

( ) ( ) 00 1
1

2
2

1
21 =−+−+

ppp
ecec θ

β
θ

β
θ

ββ                                    (7.46) 

 
 

După simplificare, sistemul de  ecuaţii (7.45), (7.46) obţine forma: 
 
 

( ) ( ) 001~~ 11
11121211111 =







 −′−+⋅+⋅
p

rBB ecθθ
βεθθ                            (7.47) 

 
 

( ) ( ) +−+−−= 2
1

11j
1q

2q1q
1

11j

1q

2q1q1j
1q

1j R

RV
a
psh

R

RV
a

pch

V
a
p~ λλλλθ  

( ) ( )
1

11
2
1

1
11

11 11
R

RV
a
psh

V
c

c j
q

j
T

q −
′

−+
ε

βε                                  (7.48) 

 
 

( ) ( )
0

p
0

p
0

P~BP~B ec21
2

ec11
112121111 =







 −
+







 −
+⋅+⋅

θθ
β

θθ
β                       (7.49) 

 
 

( ) ( )
1

1
2

111
211

11 1~
R

RV
a
psh

V
cr

c
P

j
q

j
T

q
j −

′′′
−=

ε
ββ                              (7.50) 
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Din sistemul de  ecuaţii (7.47), (7.49) determinăm coeficienţii 2111 B,B  : 
 
 

( ) ( ) ( )
+







 −
−

−
−′−

−
=

p
0

P~~~P~
~

p
0

r1
P~~~P~

P~B ec11
1

11211121

11ec11
111

11211121

11
21

θθ
β

θθ
θθθ

βε
θθ

 

( )







 −
−

+
pPP

ec21
2

11211121

11 0
~~~~

~ θθ
β

θθ
θ     (7.51) 

( ) ( ) −







′′−−

−

−
=

11

11
11

ec11
1

11211121

21
11

P~
r11

p
0

P~~~P~
~

B
θ

ε
θθ

β
θθ

θ  

( ) ( ) ( )
0

p
0

r1~
1

p
0

P~~~P~
~

ec11
111

11

ec22
2

11211121

21 =
−

′−−






 −

−
−

θθ
βε

θ
θθ

β
θθ

θ        (7.52) 

 
 
Coeficienţii  2212 B,B   se determină din condiţiile de  frontieră (7.9), (7.10) 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,1,, 2
222222222 =








−′−−








−+′−

p
pRrpRt

p
TPRt ec

LL
c

Lq
θ

θβελλ         (7.53) 

 
 

( ) ( )[ ] ( ) 0
p

p,Rp,Rtp,R ec2
2L222L222L22m =








−+′+′ θ

θβδθλ                     (7.54) 

 
 

Din ecuaţiile (7.37), (7.38) determinăm )p,R(),p,R(),p,R(t),p,R(t 2L22L22L22L2 θθ ′′  
şi  le introducem în (7.53), (7.54): 

 
 

( ) ( )
2

22
2q

22
2

21
2q

122
2q2

2
2L2 R

RV
a
psh

B
R

RV
a
psh

B
pc

Q
p
0tp,Rt +++=

ρ
                (7.55) 

 
 

( )
2
2

222

22
2

222

22222
2

212

12
2

212

121222
22

2

22

2

,
R

RV
a
psh

B
R

RV
a
pch

V
a
pB

R

RV
a
psh

B
R

RV
a
pch

V
a
pBpRt

qq

q

qq

q
L +−+−=′     (7.56) 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

222
2q2

22
2T22

2q
22

2

212
2q2

12
2T22

2q
12

2
22L R

RV
a

psh

V1
cr

c
B

R

RV
a

psh

V1
cr

c
B

p
0

p,R −
′′

+−
′′

+=
εε

θ
θ   (7.57) 
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( ) ( ) ( ) −−
′′

+−
′′

−=′
2
2

212
2q2

12
2T22

2q
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2

212
2q

12
2q

2
12

2T22

2q
1222L R

RV
a
psh

V1
cr

c
B

R

RV
a
pch

V
a
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Bp,R
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θ  

 

( ) ( ) 2
2

222

2
22

222
22

2

222

22
2

22
222

22
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2

2 11
R

RV
a
psh

V
cr

c
B

R
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a
pch

V
a
pV

cr
c

B q

T

qq

qT

q −
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−
εε

              (7.58) 

 
 
Înlocuim  ecuaţiile (7.55)-(7.58) în (7.54): 
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2
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R
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a
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R
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a
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a
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−
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2

222
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2

222
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2
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222 R
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R
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a
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a
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R
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a
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V1
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c
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ε
βε  
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2
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2
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R
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a
psh

V
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c
r

R

RV
a
psh

q

T

qq

ε
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( ) ( ) ( )
0

p
0

r1
pc

Q
p
0t

p
t ec22

2222
2q2
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−
′−−−








−+

θθ
βε

ρ
α

α                 (7.59) 
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R
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R
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q
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q
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R
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R
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a
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a
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+−
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RV
a
psh

V1
cr

c
R
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a
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B
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λ
ε
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−
′
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2

222
2
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2
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2
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2
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2222
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2

1
R

RV
a
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V
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c
R
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a
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R
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a
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V
a
p q

T
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m

q

q
m ε
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( )
0

pp
0 ec22

2 =







−+
θθ

β                                                         (7.60) 

 
 

După simplificare ecuaţia (7.59) obţine forma: 
 
 

( ) ( )( ) 001~~
2

222
22

22

2
22221212 =







 −′−−−







−++

p
r

pc
Q

p
t

p
tBB ec

T

c

α
θθβ

ε
ρ

θθ         (7.61) 

−−−=
2

22j
2q

2
2

22j
2q

2

2q

2

22j
2q

2j
2q2

2q
2j R

RV
a
psh

R

RV
a
psh

R

RV
a
pch

V
a
p~

α
λ

α
λ

θ  

( ) ( )
2

22j
2q2

2j
2T22

2q

2

2
2 R

RV
a
psh

V1
cr

c
r1 −

′′
′−−

εα
β

ε                         (7.62) 

RB
q

q
iq λ

α
=  ;    C

c
c

T

q =   ; 






−
=

α
β

ε
ε

T

q
2 c

c1K  

 
 

( )( )
2

22
22

22
2

22
2

2

22
2

22 111~
R

RV
a
psh

VK
R

RV
a
psh

R

RV
a
pch

V
B

j
q

j

j
q

j
q

j
iq

j −+−−=θ       (7.63) 

 
 

După simplificare ecuaţia (7.54) obţine forma: 
 
 

( )
0

p
0

P~BP~B ec22
22221212 =















 −
++

θθ                          (7.64) 
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( ) ( ) −−
′′

+−
′′

−
= 2

2

22j
2q2

2j
2T22

2q

2

2m

2
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2q

2j
2q

2
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2q

2
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c
R
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a
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V
a
pV1
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c

P~
εβ

λ
εβ

λ  

( )
2

22j
2q2

2j
2T22

2q
2
2

22j
2q

2
2
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2
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2q
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2q
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2m

R
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c
R
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a
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R
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a
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V
a
p

−
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ε

δ
β
λ

δ
β
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c
q

T F
c
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=
′ δε    - criteriul lui Fiodorov 

 
 

( ) ( ) −−+−−=
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e

2
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2
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e
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a
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a
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( ) 22
2

2
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2
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2
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2
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2

2
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a
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R
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a
p

B j
q

j
e

j
q
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q

j
q
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−++−
δ
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+−−= 22j

2q
2j

2qe

2
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2
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e

2
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a
pchV

a
p
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22j
2q
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2
2
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2

2
2j2 RV

a
psh

Fe
)V1(

RBimFeR
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 −
++

−
+

δδλδ
                      (7.65) 

 
 

Din sistemul de ecuaţii (7.61) - (7.62) găsim 2212 B,B : 
 
 

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
)~~~~(

~1~
~

~~~~

~1~
~

1~
~

1~

22121222
2

12
12

22

22

22121222
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12
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2
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22
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12 θθ
θ
θ

ρ

θθ
θ
θ

α
β

ε
θ
θ

PPp

P
c

Q

PPp

PrPtt
B q

c

−

−

+
−

−−++−−
=         (7.66) 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )12222212
2

2q2

1212

12222212

12ec22ec22
2
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120c

22 P~~P~~P
c
Q~P~Q

P~~P~~P
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B

θθ

ρ

θθ

θθθθ
α

βε

−
−

−

−−−
′−

−−
=   (7.67) 

       
 
În aşa mod, rezolvarea ecuaţiilor  (7.36) şi (7.37) va fi prezentată astfel: 
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( ) ( ) −
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=−−
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1
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2
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−

−
−
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−
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−
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βε
θθ

 

r

rV
a
psh

P~P~~P~
~ 2

2qec11
2

21111121

11 


−
−

+
θθ

β
θθ

θ                               (7.68) 
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′′



−′−−
−

∗
r

rV
a
psh

V
cr

c
P

r
p

q

T

qecec

1
12

1
111

111
21

11

110
2 11~

1
ε

θθ
βε

θ
θθ

β  

( ) +
−

−
−

−′−




−
+

P~P~~P~
~

P
r1~P~~P~
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Rezolvarea ecuaţiilor (7.37) şi (7.38) va fi prezentată astfel: 
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Introducem în ecuaţia (7.38), (7.57) şi (7.66): 
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Numărătorul şi numitorul ecuaţiilor (7.73), (7.74), (7.69), (7.72) prezintă 
polinoame generalizate referitor la p. Trecerea de la descriere la original, cu excepţia 
rădăcinii nule, poate fi efectuată după teoria simplă de descompunere. 

Găsim rădăcinile )p(1ψ : 
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)P~~P~~(p)p( 112121111 θθψ −=  
 
 

avem 0pp 0 ==  rădăcina nulă: 
 
 

 0)~~~~( 11212111 =− PP θθ  (7.75) 
 
 

Scriem în ecuaţia (75) funcţia trigonometrică hiperbolică şi notăm R
a
pi
q

 prin 

μ.  

                                                   2

2
nq

n R
a

P
µ

−=  

 
 

μn  îl determinăm din ecuaţia:  
 02211 =− jjnjj PP θθ  (7.76) 
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Transformarea finală o efectuăm pentru al doilea strat: 
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Adică descrierea originală o scriem în forma:                           
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Termenul nul al ecuaţiei îl scriem astfel:  r
)0(
)0(T

lim
0

0 =
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Pentru celelalte rădăcini:  
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unde:             1in2in12in1in22in1in21in2in12,1n BAPBAP θννθννψ −−+=                     (7.87) 
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Rezolvarea sistemului de ecuaţii (7.81) - (7.82), (7.83) - (7.84) conform 

metodei descrise în literatură [63,66] permite soluţionarea finală a sarcinii.  
Adică, rezolvarea sistemului de ecuaţii diferenţiale pentru schimbul de masă şi 

căldură are următoarea formă:  
 - pentru stratul interior:  
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 - pentru stratul exterior: 
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Fo- criteriul Furie, 2
q

R
a

Fo
τ

=  

 
nµ - rădăcina ecuaţiei caracteristice, care poate fi  determinată după metodele 

descrise în literatura [66].  
 

 
7. 2 Verificarea modelului matematic la compatibilitate 

 
Modelul matematic de schimb de temperatură şi umiditate în timp şi după 

coordonate necesită verificarea la adecvare, ceea ce corespunde curbelor 
experimentale de temperatură şi curbelor umidităţii de uscare a fructelor de cătină.  

Verificarea la procesul de corelaţie se efectuează cu ajutorul criteriului statistic 
Fisher. Pentru aceasta, găsim temperatura şi umiditatea medie a sferei coaxiale în 
întreg volum ca funcţie integrînd ecuaţia după rază.  
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Folosind datele transformate din ecuaţiile (7.92) - (7.95) obţinem pentru: 
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- stratul exterior: 
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Pentru rezolvarea ecuaţiilor (7.98) – (7.111) se foloseşte formula [44]: 
 

 ∫ −= xcosxxsinxdxsinx                                         (7.112) 
 

care în final permite a obţine forma generală a soluţiei sistemului de ecuaţii 
dat. 

 
τ11B

11111 eACT +=                                             (7.113) 
τ12B

12121 eACU +=                                            (7.114) 
 
 

τ21B
21212 eACT +=                                             (7.115) 

 
τ22B

22222 eACU +=                                             (7.116) 
 

unde:    
[ ]11311111111112112112112110111 ln)cos(sin)cos(sin)( RCCCttA nnnnnnnnnc −−−−−= µνµνµνµνµνµν                                                                                                                                    

(7.117) 
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[ ]223n2n212n212n2122n2n222n222n2221n02c21 RlnC)cos(sinC)cos(sinC)tt(A −−−−−= µνµνµνµνµνµν
                                                                                                                             (7.119) 

 

[ ])cos)(sin1(C)cos)(sin1(C)UecU(A 2n222n212n21
2
21

*
222n222n222n22

2
22

*
21n20222 µνµνµννµνµνµνν −−−−−−=

                                                                                                                              (7.120) 
 
Prin prelucrarea statistică a datelor experimentale au fost obţinuţi coeficienţii 

numerici ce intră în componenţa ecuaţiilor (7.113 )-(7.116).  
Pentru seminţele cătinii, ecuaţia temperaturii va fi următoarea:  
  

τ0069.0
111 e1.1912T +=                                         (7.121) 

 
În figura 1 este prezentat graficul temperaturilor, construit după datele 

experimentale şi graficul temperaturilor, obţinut prin calcule conform modelului 
propus. Verificarea modelului la procesul de adecvare se efectuează cu ajutorul 
criteriului statistic Fisher [15,24], pentru cazul nostru constituind 2,313, care este mai 
mare decât valoarea tabelară, care pentru nivelul ales q=5% este egală cu 2,24. 
Reieşind din aceasta, se poate conchide că ecuaţia prezentată descrie adecvat procesul 
dat.  
 

Verificarea modelului matematic la adecvare
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Fig. 1. Curbele de temperatură a seminţelor cătinii albe la uscare  

cu aplicarea convecţiei +UHF 
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Schimbarea umidităţii în timp în partea interioară a fructelor de cătină se 
descrie de ecuaţia: 

 τ0043.0
1 e2.642.12U −+−=                                    (7.122) 

În figura 2 sunt prezentate datele experimentale şi cele calculate după modelul 
matematic. 

Verificarea la adecvare a demonstrat, că ecuaţia dată are sens (F=2,12). 
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Fig. 2. Curbele de uscare a seminţelor de cătină albă la uscare 
cu aplicarea convecţiei + UHF 

 
Analogic, prezentăm ecuaţia pentru partea exterioară (pulpa) a cătinii. 

Temperatura se determină prin ecuaţia:  
 

τ0058.0
112 e1520T +=                                           (7.123) 

 
În figura 3 este prezentată aproximarea punctelor experimentale (1) şi cele  

obţinute de ecuaţia regresiei (2). Criteriul Fisher în acest caz, este 2,25, care este mai 
mare decît în tabele.  
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Verificarea modelului matematic la adecvatitatea 
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Fig. 3. Curbele de temperatură a pulpei de cătină albă la uscare 

cu aplicarea convecţiei + UHF 
 

 În procesul de deshidratare, umiditatea în miez poate fi determinată în timp 
după ecuaţia:   

 
τ0044.0

2 e957U +−=                                           (7.124) 
 
 

Figura 4 prezintă adecvarea modelului obţinut, evidenţiind că criteriul Fisher în 
cazul dat este egal cu 11,039. 

Astfel se poate conchide că modelul matematic pentru temperatură şi umiditate 
obţinut, pentru produse cu straturi multiple, va descrie adecvat procesul de uscare, 
adică după model se poate determina temperatura şi umiditatea fructelor de cătină în 
orice moment de timp, care va permite optimizarea procesului de deshidratare.  
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Fig. 4. Curbele de uscare a pulpei de cătină albă la uscare  

cu aplicarea convecţiei + UHF 
 

7.3 Realizarea tehnică a procesului de uscare a cătinii albe cu aplicarea UHF 
 

Pe baza cercetărilor efectuate, a fost propusă construcţia instalaţiei pentru 
uscarea cătinii cu aplicarea aportului de căldură combinat  - convecţie +UHF. 

Proiectul schiţă a acestei instalaţii este prezentat în figura 5. 
Instalaţia constă din trei părţi constructive de bază – încărcător, transmiţător şi 

uscătorie de tip tobă. Încărcătorul prezintă un buncăr - alimentator confecţionat din 
foaie din oţel inoxidabil cu grosimea de 2 mm, marca X18H10T. Buncărul este 
executat în formă de o piramidă secţionată, însă unghiul de înclinare a pereţilor 
laterali este ales reieşind din condiţiile creării puterii de frecare între pereţi şi cătina 
amestecată gravitaţional. În partea superioară a buncărului de alimentare este 
amplasat un amestecător. Amestecătorul prezintă un arbore amplasat între două fusuri 
rigizi întăriţi de corpul buncărului. În fiecare fus sunt montaţi rulmenţi mobili 
elaboraţi în formă de două bucşe de bronz. În acest fel, arborele amestecătorului se 
roteşte în doi rulmenţi – suport. În scopul creării efectului de  amestecare a cătinii la 
rotirea arborelui, pe suprafaţa lui sunt fixate la un anumit pas rigolete executate din 
plăci de foi inoxidabile. Alături stau fixate una de alta pe arbore, diametral opus, 
suprafeţe plane. 

În partea inferioară a buncărului – alimentator este amplasat transportorul 
elicoidal. Transportorul elicoidal (melc) este executat mixt, în formă de un complex 
din două elemente. Unul din elemente este suprafaţa elicoidală, formată din două 
capete strînse unul cu altul, fiecare dintre ele avînd cîte un segment alăturat. Al doilea 
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element este arborele, pe care, prin metoda întinderii strînse se prinde suprafaţa 
elicoidală.  

Calculul melcului se efectuează reieşind din productivitatea lui (kg/h) care se 
determină din expresia : 
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unde: D,d – diametrele, corespunzător, al melcului şi al arborelui, m; 

S – pasul melcului, m; 
n – frecvenţa de rotire a melcului, min-1;  
ρ – masa  volumetrică a cătinii, kg/m3; 
φ – coeficientul de umplere a spaţiului melcului (se aplică =0,8). 
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Fig. 5. Instalaţia pentru uscarea cătinii albe cu aplicarea căldurii 
combinate convecţie +UHF        



 

Rotirea arborelui melcului se realizează de asemenea în doi rulmenţi mobili. 
Baza buncărului alimentator este executată în formă de jgheab, dimensiunile căruia 
corespund proporţiilor melcului de alimentare. Suportul de rulmenţi mobili, în 
scopul protejării lor de nimerirea materialelor străine şi sucului de cătină, sunt 
protejaţi cu o garnitură de etanşare din părţile de contact cu cătina.  

Din buncărul alimentator, cătina urmând cursul stabilit, trece în uscătoria tip 
tobă.    

Uscătoria tip tobă prezintă un cilindru amplasat orizontal cu un unghi mic de 
înclinare faţă de orizont. Toba este executată din oţel inoxidabil de marca 
X18H10T. Ea este fixată în cadru executat din colţar laminat în profil. Toba, în 
punctele diametrale de fixare este dotată cu două capete de ţeavă. Ţeava cu 
diametrul mai  mic este amplasată în partea de jos a instalaţiei, fiind destinată 
pentru evacuarea din instalaţie a produsului uscat. Ţeava cu diametrul mai mare  
este amplasată în partea sa superioară şi se foloseşte pentru evacuarea aburului 
format (aerului umed).  

Pe axa tobei este amplasat un cilindru rotativ perforat. Rotirea cilindrului se 
realizează  pe baza arborelui gol prins rigid de tobă. Între tobă şi cilindrul perforat 
este joc inelar. 

Fixarea rigidă a arborelui cu trunchiul de con perforat se efectuează prin 
flanşa frontală.  

Transmisia de rotire a arborelui se realizează pe baza articulaţiei mobile care 
este legată cu transmisia de bază a instalaţiei.   

Cilindrul perforat este executat în formă de trunchi de con. Astfel, jocul 
coaxial apărut între două cilindre (cel exterior toba şi cilindrul perforat) are după 
lungimea tobelor o intersecţie variabilă. În plus valoarea maximală  a intersecţiei  
jocului coaxial corespunde zonei de încărcare, iar cea minimală zonei de 
descărcare.  

Suprafaţa laterală a cilindrului interior este obţinută în urma încovoierii  foii 
metalice executată din alamă. Dimensiunile şi forma orificiilor tobei perforate se 
stabileşte în corelaţie cu dimensiunile geometrice ale cătinii, astfel încît:  

1. să excludă posibilitatea trecerii libere a  cătinii prin orificii.; 
2. să aibă pierderi minime de substanţe folositoare;  
3. să treacă liber prin orificii agentul de uscare.  
Pe suprafaţa laterală a tobei perforate, sunt fixate, plăci la un anumit pas, 

care formează o suprafaţă elicoidală. Astfel, plăcile amplasate sub unghi faţă de 
axa de rotire a tobei, crează nu doar efectul de amestecare, dar şi deplasarea 
produsului către mecanismul de descărcare a camerei de uscare.  

Câmpul electromagnetic de frecvenţă înaltă se formează între învelişurile, 
aşa numitului condensator coaxial. În calitate de înveliş interior, adică „+”, 
serveşte suprafaţa exterioară a cilindrului perforat, iar pentru cel exterior, adică          
„-„ serveşte suprafaţa interioară a cilindrului exterior. Alimentarea instalaţiei cu 
curent de frecvenţă înaltă se realizează de la generatorul UHF, prin ghidul de unde 
coaxial.  

Intensitatea câmpului electric (E), ce apare în jocul inelar se determină după 
formulă : 
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unde: U – tensiunea pe căptuşeala condensatorului coaxial, V; 
 D, d – corespunzător, diametrul interior al tobei exterioare şi diametrul 

exterior al cilindrului perforat, m; 
 r - distanţa dintre tobă şi cilindrul perforat, m. 
  
Din formula (7.126) se vede că r are valoare schimbătoare, deci şi E, de 

asemenea, va fi o mărime schimbătoare. Modificarea intensităţii cîmpului electric  
are loc de la punctul de intrare a produsului în toba de uscare până la ieşirea lui.  
Astfel, dacă luăm în consideraţie că valoarea r se micşorează după  lungimea tobei 
în direcţia ieşirii produsului uscat, atunci şi intensitatea cîmpului electric sporeşte, 
de asemenea, în direcţia ieşirii.  

În aşa fel, valoarea căldurii emanate la prelucrarea cu curenţi de frecvenţă 
înaltă sporeşte pe măsura ieşirii cătinii uscate. 

Rotirea cilindrului perforat se realizează cu ajutorul transmisiei 12. 
Transmisia constă din motor electric, reductor şi trei perechi de curele 

trapezoidale.   
Arborele motorului electric, prin intermediul transmisiei prin curea 

trapezoidală, transmite mişcări de rotaţie reductorului melcat. Mişcarea de rotaţie a 
arborelui roţii melcate se transmite, prin intermediul curelei trapezoidale, asupra 
arborelui de rotire a cilindrului perforat. De la acelaş arbore prin intermediul a 
două trepte de perechi de transmisii trapezoidale, amplasate mai jos, se pune în 
mişcare arborele melcului transportator  9 şi  arborele amestecătorului 8.  

Descărcarea cătinii uscate se realizează prin intermediul capătului de ţeava 3 
amplasat în partea inferioară a tobei metalice 1. Din ţeava 3 produsul cu melcul 10 
se transportă şi se descarcă, cătina uscată se îndreptă la următoarele operaţiuni 
tehnologice.  

Toba de uscare 1 amplasată în rama metalică 2 este executată din colţar în 
profil.  
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