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INTRODUCERE

La momentul actual, una dintre cele mai utilizate 
metode numerice de calcul în diferite domenii de cer-
cetare (mecanica corpului solid deformabil, mecanica 
fluidelor, termoelasticitate etc.) este metoda elemente-
lor finite (MEF). Această metodă are un șir de avantaje 
în comparaţie cu alte metode numerice, cum ar fi: ca-
racterul său general, spectrul larg de utilizare, simpli-
tate în programare, eficacitate la calculul nelinear etc. 
În ciuda răspândirii largi în tehnică, MEF se confruntă 
totuși şi cu un șir de deficiențe, printre acestea numă-
rându-se sistemele masive de ecuaţii liniare, volumul 
mare de informaţie iniţială, utilizarea masivă a memo-
riei operative și a spaţiului de stocare al calculatorului, 
ineficiența la rezolvarea problemelor cu concentrări 
de tensiuni și domenii infinite etc. 

În ultimele decenii a început să se dezvolte intens 
metoda elementelor de frontieră (MEFr). Cele mai 
importante avantaje ale metodei respective sunt: redu-
cerea numărului de necunoscute cu o unitate, infor-
maţie iniţială minimă, precizie înaltă, eficiența în pro-
bleme cu concentrări de tensiuni, probleme de contact 
și domenii infinite etc.

În MEFr ecuaţiile integrale pot fi obţinute pe două 
căi: directă și indirectă. La baza metodei directe se 
află teorema reciprocităţii lucrului mecanic (teorema 
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Maxwell-Betti) [1, pp. 83-95] și soluţiile fundamentale 
reprezentate de funcţiile de influenţă Green [2] pentru 
un domeniu infinit. Cel mai mare dezavantaj al me-
todei directe constă în faptul că nu pot fi satisfăcute 
toate condiţiile de frontieră posibile. În cadrul meto-
dei indirecte, în prima etapă se rezolvă singularităţile, 
astfel încât să fie satisfăcute condiţiile pe frontieră, iar 
în a doua etapă se calculează valorile necunoscutelor 
pe frontieră în funcție de soluţiile singulare.

În această lucrare se propune o variantă nouă a 
metodei indirecte elaborate în baza soluţiilor discon-
tinue. Aceste soluţii discontinue au fost obţinute de 
către prof. Gh. Moraru cu ajutorul transformării ge-
neralizate Fourier [3] și sunt descrise în monografiile 
[4, 5]. 

Metoda propusă oferă posibilitatea de a formula 
ecuaţiile integrale pentru plăcile cu diferite moduri de 
rezemare și cu diferite defecte, ea este eficientă la re-
zolvarea problemelor ce prezintă singularităţi. 

SOLUŢIILE DISCONTINUE PENTRU  
PLACA INFINITĂ PROVENITE  
DIN SALTURI CONCENTRATE 

Se va considera o placă infinită având pe axa y  (x = 0)  
un defect (fisură, articulaţie plastică, gaură etc.) (figu-
ra 1).
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Traversând de la o parte a defectului la cealaltă, 
funcţiile pot avea salturi: săgeata w, unghiul de roti-
re θx, momentul de încovoiere Mx, forţa tăietoare ge-
neralizată Vx. Aceste salturi se vor nota:‹w(y)›,‹θx(y)›, ‹Mx(y)›, ‹Vx(y)› .

Relaţiile dintre deplasări și salturi pot fi scrise în 
formă matricială

                   (1)
Relaţiile dintre eforturi și salturi:

          (2)
Relaţiile dintre forţele transversale generalizate și 

salturi:

    

(3)
Elementele gij, tij, , lij  au forma

Figura 1. Placă infinită cu defect.
 

(4)
unde: 2 2r x y= +  reprezintă distanţa de la punct 
până la saltul concentrat;             

 ν – coeficientul lui Poisson; h – grosimea plăcii; 
E – modulul de elasticitate; 

 D = Eh3/12(1-v) – rigiditatea cilindrică a plăcii.

EFORTURI ÎN PLACA DE CONTUR  
ARBITRAR

Folosind soluţiile de la salturile concentrate ca 
funcţii Green, prin superpoziţie pot fi scrise soluţiile 
discontinue pentru defectul amplasat pe conturul L 
(figura 2). Trecând de la sistemul local de coordonate 
( ),x y  la sistemul local (n,t) amplasat în orice punct 
P , se obţine:
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Figura 2. Sisteme de coordonate locale amplasate  
pe defectul L.
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Bara de sus arată că funcţiile respective sunt 
prezentate în coordonate locale ( ),x y . Funcţiile ,ijg  ,ijt  il  pot fi obţinute din relaţiile (4) substituind ix  
cu ix  şi iy  cu iy .

Pentru a obţine ecuaţiile integrale, starea de de-
formaţie a plăcii este prezentată ca suma a două stări. 
Prima (notată cu cerculeţ) provine de la sarcina exteri-
oară. A doua (notată cu asterisc) provine din salturile 
concentrate pe linia L a defectului (6).

                                  
(6)

IMPLEMENTAREA NUMERICĂ

Se va studia o placă de contur arbitrar având dife-
rite condiţii de frontieră (figura 3). Pe lungimea con-
turului L1 placa va fi considerată simplu rezemată, pe 
L2 – încastrată și pe L3 – liberă.  

Frontiera plăcii va fi considerată ca defect într-o 
placă infinită. Traversând din interiorul regiunii ocu-
pate de placă spre frontiera defectului, funcţiile w, ,nθ  ,nM  nV  pot avea salturi. Traversând din exteriorul 
regiunii ocupate de placă spre frontiera defectului 
aceste salturi vor fi considerate nule.

Figura 3. Placă de contur arbitrar având diferite moduri 
de rezemare.

Folosind condiţiile de frontieră se va obţine:
 ▪ pentru conturul simplu rezemat (L1)* 0ow w+ = ;          * 0o

n nM M+ = ,
 ▪ pentru conturul încastrat (L2)* 0ow w+ = ;               * 0o

n nθ θ+ = ,

 ▪ pentru conturul liber (L3)* 0o
n nM M+ = ;        * 0o

n nV V+ = .

Soluţiile *w , *
nθ , *

nM  și *
nV  provenite din salturi 

sunt date de relaţiile (5).
Soluţiile ow , o

nθ , o
nM  și o

nV  depind de tipul sar-
cinii exterioare. De exemplu, dacă placa este acţionată 
de o forţă concentrată F aplicată în punctul cu coordo-
natele a0, b0 faţă de originea sistemului global, atunci 
soluţia în nodul i situat pe frontiera L va fi:

      

(7)
unde m

ix , m
iy  sunt coordonatele nodului elementu-

lui de frontieră i în sistemul global, iar nx = cosα şi  
ny = sinα.

Discretizând conturul L (L=L1+L2+L3) într-un set 
de elemente constante, se va obţine următorul sistem 
de ecuaţii liniare

                  (8)
unde nL1, nL2, nL3 – reprezintă numărul de ordine al ele-
mentelor de pe conturul L1, L2 și respectiv L3. 
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(11)
Unghiul de rotire a secţiunii în punctul k ce acţio-

nează pe direcţia d

                

(12)
Momentul în punctul k ce acţionează pe direcţia d

     

(13)

Forţa transversală în punctul k ce acţionează pe 
direcţia d

                

(14)
Termenii g11, g12, ... , t54  se vor calcula utilizând so-

luţiile din (4), substituind ix  cu kx şi iy  cu ky ;
xk  şi  yk  – reprezintă coordonatele punctului k în 

sistemul global;
( )c cos ;k jβ α= −  ( )s sin ;k jβ α= −  nx = 

=cosβk; ny = sinβk;o
kw , o

xkθ , ... , o
ykQ  – reprezintă soluţiile în punctul 

k provenite din sarcina exterioară, care pot fi deter-
minate folosind relaţiile (7), substituind m

ix  cu kx  şi m
iy  cu ky .
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Termenii 1
ijw , 2

ijw , ... , 4
ijv  se vor calcula utilizând 

soluţiile din (4), substituind în acestea x cu m
ix  și y  

cu m
iy η− , în care ,mix  m

iy  sunt coordonatele locale 
ale elementelor; 2 2j jl lη− ≤ ≤ .

În formă matricială ecuaţiile (8) vor avea forma

 

(9)
sau în formă compactă: 

 
[A]2nex2ne

.{X}2ne = {B}2ne.                            
(10)

Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii (10) se vor 
face cunoscute toate salturile de pe frontieră, astfel pot 
fi calculate deplasările și eforturile în orice punct din 
interiorul plăcii, acestea fiind exprimate prin salturile 
obţinute.

Figura 4. Poziţia punctului interior în raport  
cu elementele de frontieră constante.

De exemplu, dacă este necesar de calculat săgeata 
într-un punct k din interiorul plăcii (figura 4), expre-
sia va căpăta forma
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Figura 4.
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În baza soluţiilor discontinue a fost elaborat un 
program de calcul în limbajul de programare Matlab. 
Ca exemplu de calcul s-a cercetat o placă pătrată cu 
diferite moduri de rezemare, solicitată la centru de 
o forţă concentrată F (figura 5). Laturile:  x = -a/2 și  
x = a/2 vor fi considerate simplu rezemate; y = -b/2 – 
încastrată; y = b/2 – liberă.

În continuare este prezentat câmpul deplasărilor 
verticale w (figura 6) obţinut cu ajutorul programu-
lui de calcul sus-menţionat. Rezultatele obţinute prin 
MEFr bazată pe soluţii discontinue au fost comparate 
cu MEF și cu metoda analitică (serii trigonometrice 
Fourier) [6], fiind prezentate sub formă de diagrame 
(figura 7, 8). Din aceste diagrame se observă că rezul-
tatele obţinute practic coincid.

CONCLUZII

În lucrare au fost prezentate soluţiile discontinue 
pentru calculul plăcilor în baza ipotezelor clasice. 
Aceste soluţii au fost implementate numeric și în baza 
lor a fost elaborat un program de calcul, în limbajul de 
programare Matlab. Rezultatele obţinute cu ajutorul 
acestui program s-au dovedit a fi în corespundere cu 
cele analitice și cu cele ale MEF. 

De menţionat că în calcul s-au utilizat elemente 
de frontieră constante și într-un număr cu mult mai 
redus faţă de MEF.

MEFr bazată pe soluţii discontinue prezintă o di-
recţie nouă de cercetare care deschide noi orizonturi 
în mecanica corpului solid deformabil. Întrucât me-
todele elementelor de frontieră sunt considerate rela-
tiv noi, până la momentul actual, în baza acestora au 
fost realizate foarte puţine programe de calcul, iar im-

 Figura 5. Placă pătrată având diferite moduri  
de rezemare a laturilor.

Figura 6. Câmpul deplasărilor verticale w.

Figura 7. Deplasarea verticală w pe secţiunea centrală  
y = 0.

Figura 8. Deplasarea verticală w pe secţiunea centrală  
x = 0.

plementarea numerică a soluţiilor discontinue oferă 
posibilitatea de a elabora noi softuri pentru calculele 
inginerești.

P.S.: Autorul dedică acest articol regretatului profe-
sor universitar, doctor habilitat Gheorghe Moraru.
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