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Dans le présent article sont reflétées les possibilités de modélisation et d’évaluation des performances de la banque
commerciale. On argumente la possibilité d’utilisation dans ce but des Réseaux Pétri; on décrit les Réseaux Pétri
(réseaux généralisés et réseaux avec temporalisation stochastique) qui sont congus pour modéliser des systémes
distribués. Les auteurs élaborent une proposition d’application des Réseaux Pétri dans la modélisation de la banque
commerciale.

Introducere

Modelarea activitatii unei banci comerciale consta in evaluarea rentabilitatii i a riscului portofoliului in-
vestitional. In scopul modelarii, banca comerciald poate fi priviti ca subsistem al sistemului economic. in
acest fel, parametrii interni pentru sistem sunt externi pentru banca si va trebui sa proiectaim un model care
descrie interdependenta dintre parametrii de intrare si de iesire ai subsistemului. Marimea si nivelul incertitu-
dinii parametrilor de iesire ai proiectului sunt totalmente dependenti de parametrii respectivi de intrare. Para-
metrii externi pot fi evaluati prin urmatoarele metode:

- metodele statistice;

- metodele modelarii matematice;

- metodele analizei expert;

- metodele analizei scenariilor, sau metodele de simulare.

Metodele statistice au anumite rezerve, determinate de informatia statistica insuficientd pentru anumiti
parametri si, in plus, nu permit evaluarea modificarii valorilor parametrilor determinatd de schimbarile me-
diului extern (metodele statistice presupun ca conditiile mediului economic sunt constante). Afara de aceasta,
insdsi presupunerea ca procesele economice au natura statistica este putin probabila.

Metodele modelarii matematice, cunoscute in prezent, nu pot asigura o exactitate suficient de mare in com-
paratie cu metodele analizei expert si aplicarea modelarii matematice este mai costisitoare.

Cele mentionate explica popularitatea metodelor analizei expert si a metodelor analizei scenariilor in prac-
tica agentilor economici. Insi, un neajuns al acestor metode este neutilizarea sau utilizarea insuficienti a
abordarilor matematice traditionale, ceea ce limiteaza corectitudinea concluziilor.

In acest fel, datorita insuficientei metodelor stiintifice existente pentru managementul activelor financiare,
analistii sunt tentati sa elaboreze modele noi de gestiune a sistemelor financiare care functioneaza in conditii
de risc sau incertitudine. In multe domenii de cercetare comportarea sistemului real se studiaza nu direct pe
sistem, ci indirect, cu ajutorul modelului. Modelul reprezinta proprietatile care se considera caracteristice
pentru obiectul sau sistemul studiat. Analizdnd modelul sistemului dat, putem deduce informatii noi privitor
sideram, folosirea retelelor Petri.

Retelele Petri (RP) au fost introduse de catre Carl Adam Petri in anii '60 ai sec. XX si sunt un formalism
pentru descrierea concurentei, conflictului si sincronizarii in sistemele distribuite.

Modelarea sistemelor distribuite cu ajutorul RP se efectueaza la nivel de stare: se determina ce actiuni se
produc in sistem, care stari preced acestor actiuni si 1n ce stiri va trece sistemul dupa producerea actiunilor
[1,2,3,6]. Simuland modelul de stari prin RP vom obtine descrierea comportamentului sistemului. Analiza
rezultatelor indica la starile in care s-a aflat sau nu sistemul, care sunt in principiu starile neaccesibile, insa o
astfel de analiza nu ne ofera informatii despre caracteristicile numerice care determind starile sistemului. De
aceea, au aparut un sir de noi extensii de RP, printre care RP generalizate temporizate [2,3,4] care inlaturad
aceste neajunsuri, deoarece se bucurd de trei atuuri fundamentale: simplitate, generalitate si adaptabilitate.
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In prezent, RP au numeroase aplicatii si sunt utilizate in diverse domenii: inginerie, telecomunicatii, sis-
temele de calcul, modelarea proceselor de afaceri si in Invatimant, deoarece dispun de o reprezentare grafica
foarte accesibild, au o semanticé bine definitd care permite o analizd formala a comportamentului si a pro-
prietatilor acestora.

1. Retele Petri generalizate

O retea RP este o reprezentare a unui sistem ce se poate descompune intr-o parte structurala si o parte
dinamicd. Partea structurald a unei RP este in esentd un graf orientat bipartit. in continuare vom considera o
extensie de RP, numita retea Petri generalizata (RPG), care descrie In mod adecvat procesele cu evenimente
discrete ce au loc in sistemele bancare [4] .

Definitia 1. O retea Petri generalizata, abreviat RPG, este o structurd, redata de tuplul:

RPG = (P, T, Pre, Post, Inh, Test, K,, Pri, G, M, ),

unde: P este multimea nevida de locatii, |P| = k; T este multimea nevida de tranzitii, |[T\=nsi PNT =3,
Pre, Inh si Test : PxTx p P sunt functii de pondere ale arcelor: Pre este functia de incidentd Tnainte (arce
directe de intrare la tranzitie), /nh este functia de inhibitie a tranzitiilor prin arce inhibitoare, iar 7est este func-
tia ce descrie eventulele bucle ale unei retele impure, adicd Pre(p,f) = Post(p,t). Un test arc este reprezentat
prin arce intrerupte. Post: TX Px p P este functia de incidentd napoi (arce directe de iesire din tranzitie).
Aceste functii pot fi marcaj-dependente, adica ele sunt determinate de multimea multiseturilor & P ale lui P;
K,: P x uP— IN U o este o functie de capacitate a locatiilor. /N este multimea numerelor intregi nenegative;
Pri: Tx pu P— IN este functia de prioritate a tranzitiilor (implicit, se considera nuld); G:Tx 1 P —{true, false}
este o functie de garda, care pentru orice ¢ € T determind o functie Booleand g(z,M) in acest marcaj al retelei.
Daca functia este g(z,M) = ’true’ si t este validata de marcajul curent M, t € T(M), atunci aceasta tranzitie
ramane validata (implicit, g(¢,M) = true’) si eventual ea poate fi declansata, iar daca g(z, M) = ’false’ — ea nu
mai poate fi declansatd; M : P — IN , M = [m,...,m,,...,m;] cu m;= M(p;) este o functie de marcare a loca-
tiilor, iar M, este marcajul initial al retelei. ]

Ponderile unor arce de diferite tipuri ale retelei ce nu sunt mentionate explicit vor fi considerate respectiv
ca au valoarea 1. Capacitatea unei locatii se considera implicit nelimitatad. De asemenea, daca priorititile de
declansare si functiile de garda ale unor tranzitii #; nu sunt mentionate explicit, atunci se va considera ca ele
au respectiv urmatoarele valori: Pri(t;) = 0 si g(¢,M) ="true’.

In cele ce urmeaza vom folosi urmitoarele notatii:
't ={pieP: Pre(p;, t)>0 } si t/ ={pi € P4 : Post(t;, p))>0} este respectiv multimea de locatii la intrarea si la
iesirea tranzitiei ¢;; th={p,-EP : Inh(pi,t)} si *tj ={p;€P : Test(p;, t;)} este respectiv multimea locatiilor de
control prin arce inhibitoare si test a tranzitiei ¢, .

Definitia 2. (Regula de declansare a unei tranzitii validate). O tranzitie f; a RPG este validata de marcajul
curent M, notat ¢, € T(M)daca si numai daca, independent de prioritatea sa, pentru ea este verificata

urmitoarea functie Booleani ce determinid conditia sa de validare cs(Z J.,M ) . ec(t j,M ) =

J

:(Vpi/e\ - (m, ZPre(Pi,tj)))&(vp’_/; - (m, ZTeSt(pi’tj)))&(‘v’pi/e\"t ( m, <Inh(p,,t,)))&

(8 M)=1) & (vp/\eef((Kp —-m,) 2 POSt(pnaej)) = “True”. (1)

Multimea tranzitiilor validate de marcajul curent M este notatd 7(M). Tranzitia ¢, € T (M) este declan-

satd, daca nu exista o alta tranzitie # de o prioritate superioara Pri(t))>Pri(t;), pentru care sunt verificate, de
asemenea, conditiile sale de validare ¢, € T(M ). Declansarea tranzitiei # din marcajul curent M conduce la

un nou marcaj M '=M — Pre(e,t;) + Post (e,t,), unde Pre(e,z;), Posit(e,;) sunt functii induse de

Pre, Post pe multimea P. Faptul declansdrii tranzitiei #; din marcajul curent M este notat M{[¢,> M " [
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Interpretarea actuald a RPG pentru modelarea sistemelor si aplicatiilor paralele si distribuite conduse de
evenimente corespunde scopului pentru care au fost introduse initial [3,4]. In RPG evenimentele sunt vizute
ca tranzitii. Pentru ca o tranzitie sa se poata produce, ea trebuie sa fie validatd. Unele locatii sunt considerate
intrari ntr-o tranzitie si sunt asociate cu conditiile care trebuie indeplinite pentru ca acea tranzitie sa se
produca. Alte locatii sunt considerate iesiri ale tranzitiei si sunt asociate cu conditiile care sunt afectate de
aparitia acestei tranzitii.

O caracteristica importantd a RPG consta in determinarea locald a schimbarilor de stare; avand drept
consecinta faptul ca tranzitiile pot fi controlate independent, este apriori exclusa necesitatea unui controler
global. Aceasta face ca RPG sa fie adecvate in modelarea sistemelor distribuite.

Graful unei RPG este format deci din doua tipuri de noduri: cercurile sau elipsele reprezentand locatiile si
dreptunghiurile sau barele reprezentand tranzitiile. Arcele care conecteaza locatiile si tranzitiile reprezinta
elementele multimii de arce 4.

Exemplul 1. RPG definita structural prin: P = {py, p»}, T={t1}, A={(p1, 1), (t1, p2)}, Pre(pi, t;) =1,

Post( t1,py) =2, are “t, = {p\} si t; = {p»} si reprezentarea grafica din Figura 1:

P2 t p2

Fig.1. Retea RPG elementara.

In plus fata de partea structurala, definirea unei RPG se completeaza prin precizarea unui marcaj initial,
care este o functie M : P — {0,1,2,...}. Pentru orice locatie p din P, numarul My(p) se asociaza intuitiv si se

reprezintd cu ajutorul unor jetoane prezente initial in locatia p.

Componenta dinamica a unei RPG, marcate initial My, constd in evidentierea modalitatilor de evolutie
a acestor marcaje. Un marcaj al RPG la un anumit moment din evolutia sa este definit de un vector
M=[m,, my,...,m,], unde n este numarul de locatii in RPG, iar m;=M(p;), cu indicele i din acest vector care

indica numarul de jetoane din locatia p;,, M (p;) € {0, 1, 2,...} . M, este marcajul initial al RPG. Starea unei

RPG date (definita structural) este complet descrisd de marcajul sau M. Spatiul stédrilor unei RPG marcate
este complet definit de marcaje accesibile din M, , adica de toti vectorii n-dimensionali, ale caror elemente
sunt pozitive, M={0, 1, 2, ...}".

Pentru ca o RPG sa poata fi folositd in modelarea unui sistem cu evenimente discrete, aceasta trebuie
echipatd cu un mecanism dinamic si de conditionare asemanator celui necesar tranzitiei starilor intr-un automat.
Acest mecanism este extrem de sugestiv reprezentat de schimbarea jetoanelor intre locatiile din retea, condi-
tionata de validarea si apoi declansarea tranzitiilor retelei.

Cand o tranzitie este validatd de marcajul curent M, (notatie M [¢;,>), in conformitate cu relatia (1), spu-
nem ca aceastd tranzitie poate fi declansata. Declangarea unei tranzitii este echivalenta vizual cu retragerea
unui numadr de jetoane (egal cu ponderea arcului de legaturd) din fiecare locatie de intrare a tranzitiei si adau-
garea unui numar de jetoane (egal cu ponderea arcului de legatura) la fiecare locatie de iesire a tranzitiei:

M (pi) = M(p)) - Pre(p;, ), pentru orice pie “t ;5 M’ (px) = M(py) + Post(t;, py),
pentru orice pye t; ; M(p) = M(p) - Pre(p, t;) + Post(t;, p), pentru orice pe Post(t;) N Pre(t)).

Exemplul 2. In Figura 2 este prezentati aceeasi RP cu doud variante de marcaje.

2 2 2 >| of m
n 'l 4 u
p1 t P2 p1 t1 P2 p1 ty

p2

Fig.2. Evolutia RPG din Figura 1.

In Figura 2, tranzitia ¢, din stdnga nu este validati si deci ea nu poate fi declansati. In cea de-a doua
varianta de marcaj #, este validata; in dreapta apare noul marcaj dupa declansarea tranzitiei ¢;.
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De obicei, se lucreaza cu functia de tranzitie a starilor, prin care tranzitiile declansate pot provoca schim-
bari de marcaje in reteaua Petri. Aceasta relatie este notatd M [t ;> M’ . Spunem ci M este direct accesibil

din M prin declansarea tranzitiei ¢, astfel incat:
M’ (p)) = M(p;) - Pre(pi, t;) + Post(t;, p;),i=1,2,3, ...

Validarea unei tranzitii nu implicad declansarea sa imediatd. La un moment dat putem avea in retea mai
multe tranzitii validate, dintre care una singura poate fi declansatd imediat. Declansarea trebuie inteleasa doar
ca o posibilitate ce decurge din validare. Nu exista sincronism in RPG si nici definirea ordinii de declansare a
tranzitiilor validate concurent. Totodata, declansarea unei tranzitii trebuie considerata ca actiune indivizibila.

Analiza proprietatilor comportamentale ale RPG se poate face pe baza comportarii lor dinamice sau pe
narea multimii starilor accesibile din marcajul initial. Avand marcajul initial M, se pot genera toate secvente-
le de marcaje. Aceastd metoda presupune construirea grafului de marcaje accesibile sau pur si simplu graful
de accesibilitate al RPG, obtinut prin determinarea secventelor admisibile de declansari din marcajul initial
M, si a multimii de accesibilitate a acestei retele.

Astfel, daca M, [t,> M, si M, [t,>M, , se va spune cd secventa de tranzitii O =1t este declansabila din
M, si declansarea acestei secvente da M,, adica M, este accesibil din M,, ceea ce va fi notat ca M, [t,, > M,
ori My [0 > M, . Prin recurenta se defineste declansarea din M, a unei secvente de tranzitii admisibile de o

lungime oarecare, descrisd de citre un cuvant O € T* (unde T*C T), ceea ce poate fi notat ca M[y > M.

Acestei retele i se va asocia un limbaj L(RP, M,) format de citre multimea de secvente de tranzitii admisibile
din M, si, de asemenea, se defineste si multimea de accesibilitate Acc(RP, M,) din M,, obtinuta prin declan-
sarea acestor secvente [1,5]. Multimea de accesibilitate din M, a retelei RP, notatd Acc(RP, M,), este definita
ca multimea tuturor marcajelor {Mi}, pentru care existd, cel putin, o secventd admisibild de declansari o, din
My, ce duce la M;: Acc(RP, My)={M,e N '"'|3o,:M[c,>M,}.

Graful de marcaje accesibile al RPG marcate, notat GA(RP, M) = (Acc(RP, My ), U)), este un graf orien-
tat, etichetat astfel, incat Acc(RP, M,) constituie multimea varfurilor, iar U este multimea arcelor (M; , M; )
definita de relatia: M; , M; € Acc(RP, My ), 3t/ M; [t >M; < (M;, M;) € U.

Arcele grafului de marcaje accesibile al RPG marcate sunt etichetate cu tranzitiile respective, a caror de-
clangare permite schimbarea marcajului retelei in M.

Cea de-a doua metoda, analiza structurala, are ca idee de baza eliminarea derivarii spatiului starilor si,
prin aceasta, evitarea problemei “exploziei starilor”. Desigur, aceastd abordare nu poate furniza o informatie
la fel de ampla ca prima, dar de multe ori o asemenea detaliere nici nu este realmente necesara, ci sunt dorite
doar anumite caracteristici calitative ale RPG si ale sistemului modelat (de exemplu, determinarea invarian-
tilor). Oricare ar fi insd metoda aleasa, doar modele foarte simple, cum sunt si cele de mai sus, pot fi anali-
zate manual. Pentru sistemele reale este necesara utilizarea unor instrumente software din cele dezvoltate
pentru analiza RPG.

2. Retele Petri cu temporizare stocastica

Modeland procese reale, tranzitiile RPG pot avea asignate durate de timp cu valori concrete sau valori
aleatorii; in ultimul caz este vorba despre RPG cu temporizare stocastica. Deci, durata de timp asignata unei
tranzitii ce reprezintd producerea unei actiuni (operatii) respectd o anumita distributie de probabilitate cores-
punzatoare duratei de timp asignate. RPG cu temporizare determinista sunt un caz particular al RPG cu tem-
porizare stocasticé (corespunzatoare distributiei constante).

Ca si 1n cazul RPG cu temporizare determinista, pentru RPG cu temporizare stocastica o datd ce o tran-
zitie devine posibila, se selecteaza toate jetoanele necesare pentru producerea tranzitiei respective si raman
rezervate pentru o duratd de timp generatd in conformitate cu legea de repartitie asociata tranzitiei date. Daca
la un moment dat intr-o retea RPG simultan sunt posibile mai multe tranzitii, atunci prima se va executa
tranzitia care poseda intarzierea cea mai mica.

Oricdrei RPG stocastice cu distributii exponentiale, retea Petri markoviand, 11 poate fi asociat un lant
Markov omogen in timp continuu (LMTC). Deci, paralel cu utilizarea metodelor generale de analizd a RPG
pot fi utilizate si metodele de analiza a lanturilor Markov omogene [3,4,6].

Definitia 3. O retea Petri markoviand este cuplul RPM = (RPG, ), unde:
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® RPG este o retea Petri generalizatd specificatd in conformitate cu Definitia 1;
e A:Tx uP—>IR+ este o functie ce determind parametrul A (z, M)e A al distributiei exponential-

negative a duratei la declansarea tranzitiei ¢ € T(M) in marcajul M, adica A (¢, M) este rata (eventual marcaj-
dependenti) de declansare a tranzitiei ¢. Aici £ P este multisetul multimii locatiilor P, iar IR" este multimea

numerilor reale nenegative. u
Se poate demonstra [3,4,6] ca graful LMTC ce descrie comportarea unei retele marcate RPM este un graf
izomorf grafului de accesibilitate, cu spatiul de stari Acc(RPG, M,), al retelei RPG subiacente retelei RPM.
Aceasta proprietate permite de a construi si analiza LMTC, identificand in mod automat matricea dinamica
O si ecuatiile Chapman-Kolmogorov ale acestui lant. In baza acestor ecuatii, aplicind metode numerice apro-

priate, se poate determina distributia probabilitdtilor de stare la momentul datz : p(7)=(7,(7),.... 7y (7)),
Ns=|4Acc(RPG, M, )|, unde i — componenta vectorului-linie P este probabilitatea 7, (d)=Pr(M (7)=M,),

i=0,1, ..., Ns cd la momentul 7 reteaua RPM se afla in marcajul M .

Cum s-a mentionat, lantul LMTC ce descrie functionarea unei RPM poate fi obtinut direct din graful de
marcaje accesibile GA(RPG, M, ) al retelei RPG subiacente RPM ce este redat in forma de lista, iar ratele de

trecere din marcajul M; catre M; , (M; [4>M;), sunt determinate de relatia g, ; = A>0, (i#j),unde 4, este
rata de declansare (posibil, marcaj-dependentd, adica, de exemplu, A, (M, )= A, - M, (p,)) a tranzitiei #.

Matricea patraticd Q = [g;,] de ordinul Ns= |4cc(RPG, M, )| este numitd matrice dinamica ce descrie ge-
neratorul infinitezimal al procesului Markov asociat cu RPM, care determina un lant LMTC finit si ecuatiile
Chapman-Kolmogorov [4].

Daca reteaua RPG subiacentd retelei RPM este marginita, viabila si reversibila, adica graful de marcaje
accesibile sau graful de acoperire GA(RPG, M) este tare conex, atunci LMTC al RPM este ergodic [4].
Aceasta Inseamna cd existd un regim stationar al sistemului modelat cu RPM, adicd distributia probabilitati-
lor de stare a LMTC nu depinde de conditiile initiale si de momentul de timp considerat. Astfel se poate de-

termina repartizarea probabilititilor stationare de stare p=(7,,..., Ty ), rezolvand ecuatiile Chapman-
. . fr NY —_—
Kolmogorov: p-0=0, > " 7 =1.

Determinand repartizarea probabilitatilor stationare de stare p=(7r0 seees Ty ), pot fi evaluati diferiti
indicatori de performanta ai unor sisteme si aplicatii paralele /distribuite bancare, descrise cu modele RPM.

Concluzii

Concepute sa modeleze sisteme distribuite, in care concurenta si paralelismul ocupa un loc central, rete-
lele Petri au devenit in scurt timp model de referintd la descrierea acestor tipuri de sisteme. Aplicatiile lor
in domenii ingineresti le-au propulsat in centrul atentiei cercetatorilor in diferite domenii economice [1,5].
Extensiile de retele Petri sunt folosite pentru modelarea, validarea proceselor de functionare i evaluarea per-
formantelor sistemelor si aplicatiilor paralele/distribuite. Indata ce a fost elaborat modelul pentru un sistem
dat, se poate efectua o analiza calitativa a coerentei functionarii acestui sistem.

Retelele Petri markoviene, care iau in consideratie derularea in timp a proceselor aleatorii, sunt orientate
spre evaluarea performantelor sistemelor si aplicatiilor paralele/distribuite, ale sistemelor de productie, ale
sistemelor bancare etc.
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